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Άδειες Χρήζης 

Το παρόν εκπαιδεσηικό σλικό σπόκειηαι ζε άδειες τρήζης Creative Commons. Για εκπαιδεσηικό σλικό, όπφς εικόνες, ποσ 
σπόκειηαι ζε άλλοσ ηύποσ άδειας τρήζης, η άδεια τρήζης αναθέρεηαι ρηηώς.  

 

Χρημαηοδόηηζη 

Το παρόν εκπαιδεσηικό σλικό έτει αναπηστθεί ζηα πλαίζια ηοσ εκπαιδεσηικού έργοσ ηοσ διδάζκονηα. Το έργο «Ανοικηά 
Ακαδημαχκά Μαθήμαηα ζηο Αριζηοηέλειο Πανεπιζηήμιο Θεζζαλονίκης» έτει τρημαηοδοηήζει μόνο ηη αναδιαμόρθφζη 
ηοσ εκπαιδεσηικού σλικού.  

 

Το έργο σλοποιείηαι ζηο πλαίζιο ηοσ Δπιτειρηζιακού Προγράμμαηος «Δκπαίδεσζη και Για Βίοσ Μάθηζη» και 
ζσγτρημαηοδοηείηαι από ηην Δσρφπαχκή Ένφζη (Δσρφπαχκό Κοινφνικό Ταμείο) και από εθνικούς πόροσς. 
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Αβέβαιη Γνώζη 
 ηα πξνβιήκαηα ηνπ πξαγκαηηθνύ θόζκνπ νη απνθάζεηο ζπλήζσο ιακβάλνληαη ππό 

αβεβαηόηεηα (uncertainty), δειαδή έιιεηςε αθξηβνύο πιεξνθνξίαο (π.ρ. επείγνληα 

ηαηξηθά πεξηζηαηηθά, ζηάζκεπζε ελόο απηνθηλήηνπ, θιπ.). 

 Οη θπξηόηεξεο πεγέο αβεβαηόηεηαο είλαη:  

 Αλαθξηβή δεδνκέλα (imprecise data): π.ρ. από έλα όξγαλν πεξηνξηζκέλεο αθξίβεηαο. 

 Διιηπή δεδνκέλα (incomplete data): π.ρ. ζε έλα ζύζηεκα ειέγρνπ, θάπνηνη αηζζεηήξεο 

ηίζεληαη εθηόο ιεηηνπξγίαο θαη πξέπεη λα ιεθζεί άκεζα κία απόθαζε κε ηα δεδνκέλα από 

ηνπο ππόινηπνπο. 

 Τπνθεηκεληθόηεηα ή/θαη ειιείςεηο ζηελ πεξηγξαθή ηεο γλώζεο: π.ρ. ε πηνζέηεζε 

επξηζηηθώλ κεραληζκώλ εηζάγεη πνιιέο θνξέο ππνθεηκεληθόηεηα. 

 Κάζε είδνπο πεξηνξηζκνί πνπ θάλνπλ ην όιν πιαίζην ιήςεο απόθαζεο αηειέο. Π.ρ.: 

 Οηθνλνκηθνί πεξηνξηζκνί πνπ θάλνπλ αζύκθνξε ηελ πξαγκαηνπνίεζε θάπνησλ κεηξήζεσλ 

 Υξνληθνί πεξηνξηζκνί πνπ επηβάινπλ ηελ άκεζε ιήςε απόθαζεο γηα ηελ απνζόβεζε 

επηθίλδπλσλ θαηαζηάζεσλ 

 Αλάγθε ύπαξμεο "κε αθξηβώλ" (βέβαησλ) κεζόδσλ ζπιινγηζκνύ. 

 Υξήζε θπξίσο Θεσξίαο Πηζαλνηήησλ (Γύζθνιε πξνζέγγηζε)  

 Δλαιιαθηηθέο Σερληθέο: πληειεζηέο Βεβαηόηεηαο (Certainty Factors), Θεσξία Dempster-

Shafer, Αζαθήο Λνγηθή (Fuzzy Logic). 
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Θεφρία Πιθανοηήηφν 
 Αλ Δ είλαη έλα γεγνλόο, ε άλεπ ζπλζεθώλ πηζαλόηεηα (unconditional probability) 

Ρ(Δ) λα ζπκβεί ην γεγνλόο εθθξάδεηαη κε έλαλ πξαγκαηηθό αξηζκό γηα ηνλ νπνίν 

ηζρύνπλ: 

 0  Ρ(Δ)  1 

 Ρ(Δ) = 1  αλ Δ είλαη έλα ζίγνπξν γεγνλόο 

 Ρ(Δ) + Ρ(Δ) = 1  (όπνπ κε Δ ζπκβνιίδεηαη ε άξλεζε ηνπ γεγνλόηνο Δ) 

 Πηζαλόηεηα ππό ζπλζήθε (conditional probability): 

 Τπνδειώλεη ηελ πηζαλόηεηα λα ηζρύεη ην ππνζεηηθό ζπκπέξαζκα Ζ δεδνκέλεο ηεο 

ηζρύνο κόλν ηνπ γεγνλόηνο Δ. 

 πκβνιίδεηαη κε P(H|E) θαη νξίδεηαη κέζσ ηνπ πειίθνπ ηεο πηζαλόηεηαο λα ζπκβνύλ 

ηαπηόρξνλα ηα Ζ θαη Δ πξνο ηελ πηζαλόηεηα ηνπ Δ 

 
 
 EP

EHP
EHP


|

 

 Ηδηόηεηεο 

 Πξνζζεηηθή Ηδηόηεηα (ε πηζαλόηεηα λα ηζρύεη ην Α ή ην Β): Ρ(ΑΒ) = Ρ(Α) + Ρ(Β) - Ρ(ΑΒ) 

 Πνι/ζηηθή Ηδηόηεηα γηα δύν αλεμάξηεηα γεγνλόηα Α θαη Β:   Ρ(ΑΒ) = Ρ(Α)  Ρ(Β) 

 Πνι/ζηηθή Ηδηόηεηα γηα δύν κε αλεμάξηεηα γεγνλόηα Α θαη Β:   Ρ(ΑΒ) = Ρ(Α)  Ρ(Β|Α) 



 

Σερλεηή Ννεκνζύλε – Αβεβαηόηεηα - Αζάθεηα  - 6 - 

Παράδειγμα: 
 Έζησ όηη έρνπκε έλα δάξη: 
 

 Ρ(Α) = Ρ(πεξηηηόο αξηζκόο) = 3/6 = 0.5 

 γηαηί ππάξρνπλ 3 δπλαηέο ηηκέο (1,3,5) από ζύλνιν 6 δπλαηώλ ηηκώλ (1,2,3,4,5,6) 
 

 Ρ(Β) = Ρ(αξηζκόο  3) = 3/6 = 0.5  

 γηαηί ππάξρνπλ 3 δπλαηέο ηηκέο (1,2,3) από ζύλνιν 6 δπλαηώλ ηηκώλ (1,2,3,4,5,6) 
 

 P(B|A) = P(αξηζκόο 3 δεδνκέλνπ όηη είλαη πεξηηηόο) = 2/3  

 γηαηί ππάξρνπλ 2 δπλαηέο ηηκέο (1,3) από ζύλνιν 3 δπλαηώλ ηηκώλ (1,3,5) 
 

 Ρ(ΑΒ) = Ρ(πεξηηηόο αξηζκόο θαη 3) = Ρ(Α)* P(B|A) = 0.5*2/3 = 0.33 
 

 Ρ(ΑΒ)=Ρ(πεξηηηόο ή 3) = Ρ(Α) + Ρ(Β) - Ρ(ΑΒ) = 0.5+0.5-0.33=0.67 

(πξνζζεηηθή ηδηόηεηα) 
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Ο Νόμος ηοσ Bayes (Bayes' rule) 
 Κάησ από κία πεξηζζόηεξν ππνθεηκεληθή αληηκεηώπηζε ηεο πηζαλόηεηαο πνπ 

επηηξέπεη ηε τρήζη εκηιμήζεων ανηί ζστνοηήηων εμθάνιζης γεγονόηων, ν λόκνο 

ηνπ Bayes επηηξέπεη ηνλ ππνινγηζκό πηζαλνηήησλ ππό ζπλζήθε κε ρξήζε άιισλ 

πηζαλνηήησλ πνπ είλαη επθνιόηεξν λα ππνινγηζηνύλ. 

 Ζ απινύζηεξε εθδνρή ηνπ λόκνπ ηνπ Bayes: 

 Πην εύθνιν λα ρξεζηκνπνηεζεί, ζπγθξηηηθά κε ηελ 

ζρέζε ηεο πηζαλόηεηαο ππό ζπλζήθε. 

 Αλ Ζ κία αζζέλεηα θαη Δ έλα ζύκπησκα πνπ ζρεηίδεηαη κε απηήλ, ηόηε γηα ηνλ 

ππνινγηζκό ηεο πηζαλόηεηαο ππό ζπλζήθε απαηηείηαη πιεξνθνξία πνπ ζπλήζσο δελ είλαη 

δηαζέζηκε: 

 Πόζνη άλζξσπνη ζηνλ θόζκν πάζρνπλ από ηελ Ζ θαη ηαπηόρξνλα εκθαλίδνπλ ην ζύκπησκα Δ. 

 Πόζνη εκθαλίδνπλ απιά ην ζύκπησκα Δ. 

 ην λόκν ηνπ Bayes: 

 Έλαο γηαηξόο κπνξεί λα δώζεη κία εθηίκεζε γηα ην πόζνη αζζελείο πνπ έπαζραλ από ηελ 

αζζέλεηα Ζ εκθάληδαλ ην ζύκπησκα Δ (πνζόηεηα P(E|H)). Αληίζεηα, ην θιάζκα ησλ αζζελώλ 

κε ζύκπησκα Δ πνπ πάζρνπλ από ηελ αζζέλεηα Ζ, δειαδή ν όξνο P(Ζ|Δ), ηηο πεξηζζόηεξεο 

θνξέο είλαη αδύλαην λα εθηηκεζεί. 

 To P(H) κπνξεί λα ππνινγηζηεί από ζηαηηζηηθά ζηνηρεία γηα ηνλ ζπλνιηθό πιεζπζκό. 

 Σν P(E) από ζηαηηζηηθά ζηνηρεία ηνπ ίδηνπ ηνπ γηαηξνύ. 
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Παράδειγμα 1 
 Έζησ ηα δύν ζύλνια Ζ θαη Δ κε επηά θαη πέληε γεγνλόηα αληίζηνηρα από έλα 

ζπλνιηθό πιεζπζκό δέθα γεγνλόησλ.  

 Σν ζρήκα καο επηηξέπεη λα ππνινγίζνπκε ηηο απιέο (άλεπ ζπλζήθεο) θαη ηηο ππό 

ζπλζήθε πηζαλόηεηεο κε απιή εθαξκνγή ηνπ νξηζκνύ ηνπο.  
 

 

 

Ζ Δ 

 

 

P(E) = 5/10 = 0.5 

P(H) = 7/10 = 0.7 

P(H|E) = 2/5 = 0.4 

P(E|H) = 2/7 = 0.287514 

 

 

 ην παξάδεηγκα ηνπ ζρήκαηνο βιέπνπκε όηη: P(H|E) * P(E) = P(E|H)*P(H) 

 Άξα, γλσξίδνληαο ηξεηο από ηηο πηζαλόηεηεο κπνξνύκε λα ππνινγίζνπκε ηελ 

ηέηαξηε. 
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Παράδειγμα 2 
 

Οξηζκνί Παξακέηξσλ 

 P(H) = ε πηζαλόηεηα λα έρεη θάπνηνο γξίπε 

 P(E) = ε πηζαλόηεηα λα έρεη θάπνηνο ππξεηό 

 P(Δ|H) = ε πηζαλόηεηα λα έρεη θάπνηνο ππξεηό 

δεδνκέλνπ όηη έρεη γξίπε 

P(Δ|H) = ε πηζαλόηεηα λα έρεη θάπνηνο ππξεηό 

δεδνκέλνπ όηη δελ έρεη γξίπε 

 

Γεδνκέλα 

P(H)=0.0001       P(E|Ζ)=0.8      P(Δ|H)=0.1 

 

Δξσηήζεηο 

1) Πνηα ε πηζαλόηεηα λα έρεη θάπνηνο ππξεηό; 

 

 P(E) = P(EH) + P(EH) =      

(από νξηζκό πηζαλ. ππό ζπλζήθε) 

   =  P(E|H)*P(H) + P(Δ|H)* P(H) =  

   =  0.8 * 0.0001 + 0.1*(1-0.0001) = 

   =  0.0008 + 0.09999  =  0.10007 

 

2) Πνηα ε πηζαλόηεηα λα έρεη θάπνηνο γξίπε 

δεδνκέλνπ όηη έρεη ππξεηό; 

 

 P(H|E)  =  P(H)*P(E|H)/P(E) =  (Bayes) 

    =  0.0001 * 0.8/0.10007 = 

    =  0.0007994 

 

3) Πνηα ε πηζαλόηεηα λα έρεη θάπνηνο γξίπε 

δεδνκέλνπ όηη δελ έρεη ππξεηό; 

 

 P(H|E)  =  P(H)*P(E|H)/P(E) =       

 (ζρέζε Bαyes κε Δ αληί Δ) 

    =  0.0001*(1-0.8)/(1-0.10007) = 

    =  0.0000222 
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Γενική Στέζη ηοσ Νόμοσ ηοσ Bayes 
 Ζ πηζαλόηεηα λα ηζρύεη ην ππνζεηηθό ζπκπέξαζκα Ζ δεδνκέλεο ηεο ηζρύνο ησλ 

γεγνλόησλ Δ1, Δ2, ..., Ek : 
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 Πρόβλημα τρήζης: γηα m πηζαλέο αζζέλεηεο θαη n δπλαηά ζπκπηώκαηα από ηα 

νπνία εκθαλίδνληαη ηα k, απαηηνύληαη (mn)k+m+nk ηηκέο πηζαλνηήησλ, αξηζκόο 

ππεξβνιηθά κεγάινο. 

 Απλούζηερη περίπηωζη: αλ ηα δηάθνξα γεγνλόηα Δ ζεσξνύληαη αλεμάξηεηα ην έλα 

από ην άιιν, ηόηε απαηηνύληαη κόλν mn+m+n ηηκέο πηζαλνηήησλ. 
 

Φρήζη Θεφρίας Πιθανοηήηφν - Σσμπεράζμαηα 
 είηε ηα δηάθνξα γεγνλόηα ζεσξνύληαη αλεμάξηεηα κε απνηέιεζκα επθνιόηεξνπο 

ππνινγηζκνύο ζε βάξνο ηεο αθξίβεηαο ησλ ζπιινγηζκώλ πνπ πξαγκαηνπνηνύληαη 

 ή θαηαγξάθνληαη αλαιπηηθά όιεο νη πηζαλόηεηεο θαη νη κεηαμύ ηνπ ζπζρεηίζεηο ώζηε 

λα πξνθύπηνπλ αθξηβή ζπκπεξάζκαηα, κε πςειό όκσο ππνινγηζηηθό θόζηνο. 

 Δλαιιαθηηθή πξνζέγγηζε: πληειεζηέο βεβαηόηεηαο. 
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Σσνηελεζηές Βεβαιόηηηας (Certainty Factors) (1/2) 
 

 Αξηζκεηηθέο ηηκέο πνπ εθθξάδνπλ ηε βεβαηόηεηα γηα ηελ αιήζεηα κηαο πξόηαζεο ή 

γεγνλόηνο 

 Πξσηνεηζήρζεζαλ ζην έκπεηξν ζύζηεκα MYCIN γηα λα πξνζδώζνπλ θάπνην βαζκό 

βεβαηόηεηαο ζηα ζπκπεξάζκαηα ησλ δηαθόξσλ θαλόλσλ 

 if  γεγνλόο  then  ππνζεηηθό ζπκπέξαζκα  κε βεβαηόηεηα  CF 

Παξάδεηγκα: if  ππξεηόο  then  γξίπε  CF 0.8 

 Παίξλνπλ ηηκέο ζην δηάζηεκα [-1, +1] 

 Ζ ηηκή –1 εθθξάδεη απόιπηε βεβαηόηεηα γηα ην ςεπδέο ηεο πξόηαζεο. 

 Ζ ηηκή +1 απόιπηε βεβαηόηεηα γηα ηελ αιήζεηα ηεο πξόηαζεο. 

 Ζ ηηκή 0 εθθξάδεη άγλνηα. 

 Δθηόο από ηε βεβαηόηεηα πνπ ζπλνδεύεη ηνλ θαλόλα, είλαη δπλαηό λα νξηζζνύλ (ή 

λα δνζνύλ) ηηκέο βεβαηόηεηαο θαη ζηελ ηηκή ηνπ γεγνλόηνο ηνπ θαλόλα: 

Παξάδεηγκα:  if  ππξεηόο CF1 0.7  then  γξίπε  CF 0.8 

 Ζ ηειηθή βεβαηόηεηα ηνπ θαλόλα είλαη ην γηλόκελν ησλ βεβαηνηήησλ:  0.7x0.8=0.56 

 Αλ ππάξρνπλ πεξηζζόηεξα από έλα γεγνλόηα ζην αξηζηεξό ηκήκα ηνπ θαλόλα ηα 

νπνία ζπλδένληαη κε AND (ή OR) ηόηε σο ζπληειεζηήο βεβαηόηεηαο ηνπ αξηζηεξνύ 

ηκήκαηνο ζεσξείηαη ε κηθξόηεξε (ή ε κεγαιύηεξε) ηηκή CF πνπ εκθαλίδεηαη. 
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Σσνηελεζηές Βεβαιόηηηας (Certainty Factors) (2/2) 
 Αλ ε βεβαηόηεηα θάπνηνπ ππνζεηηθνύ ζπκπεξάζκαηνο είλαη ήδε CFp θαη ε 

ελεξγνπνίεζε ελόο άιινπ θαλόλα ζπλάγεη ην ίδην ππνζεηηθό ζπκπέξαζκα κε 

βεβαηόηεηα CFn, ηόηε ε ζπλνιηθή βεβαηόηεηα ηνπ ππνζεηηθνύ ζπκπεξάζκαηνο 

θαζνξίδεηαη από ηα πξόζεκα ησλ CFp θαη CFn βάζεη ησλ παξαθάησ ζρέζεσλ: 

 Αλ CFp θαη CFn > 0, ηόηε:   CF = CFp+CFn
(1-CFp) = CFp+CFn–CFn

CFp 

 Αλ CFp θαη CFn < 0, ηόηε:   CF = CFp+CFn
 (1+CFp) = CFp+CFn+CFn

CFp 

 Αλ CFp θαη CFn  εηεξόζεκα, ηόηε:  
|)CF||,CFmin(|1

CFCF
CF

np

np




  

 Παξάδεηγκα: if  ππξεηόο  then  γξίπε  CF 0.8 

        if  βήραο  then  γξίπε  CF 0.5 

 πκπεξαζκαηηθά: 
 Παξαθάκπηεηαη ην πξόβιεκα ηνπ ππνινγηζκνύ όισλ ησλ απιώλ θαη ησλ ππό ζπλζήθε 

πηζαλνηήησλ πνπ απαηηεί ε ρξήζε ηνπ λόκνπ ηνπ Bayes.  

 Αληί γηα ζπρλόηεηεο εκθάληζεο γεγνλόησλ πνπ πξέπεη λα κεηξεζνύλ, ρξεζηκνπνηνύληαη 

ζπληειεζηέο βεβαηόηεηαο πνπ έρνπλ εθηηκεζεί από εηδηθνύο.  

 Οη ππνινγηζκνί θαηά ην ζπλδπαζκό βεβαηνηήησλ είλαη απινύζηεξνη, ιόγσ ηεο 

παξαδνρήο ηεο αλεμαξηεζίαο ησλ γεγνλόησλ. 

 Πξέπεη λα απνθεύγεηαη ε ηαπηόρξνλε ρξήζε θαλόλσλ πνπ αλαζηξέθνπλ ηε ζρέζε αηηίαο-

απνηειέζκαηνο. Π.ρ.     if  A  then  B     θαη     if  Β  then  Α 
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Παράδειγμα 
 Έζησ όηη δύν θαλόλεο νδεγνύλ ζην ίδην ππνζεηηθό ζπκπέξαζκα Β, θάησ όκσο από 

δηαθνξεηηθέο παξαδνρέο, δειαδή: 

  if  Α  then  Β  CF 0.8 

 if  C  AND  D  AND  E  then  B  CF 0.6 
 

 Αλ ν ρξήζηεο εηζάγεη ηα δεδνκέλα A, C, D θαη E κε βεβαηόηεηεο:  

 CF(A)=0.5,   CF(C)=0.9,   CF(D)=0.7    θαη   CF(E)=0.5 ηόηε: 
 

 H ελεξγνπνίεζε ηνπ πξώηνπ θαλόλα δίλεη: CFp(B)=0.5 * 0.8 =0.4 
 

 H ελεξγνπνίεζε ηνπ δεύηεξνπ θαλόλα δίλεη: 

 CFn(B)=0.6 * min(0.9, 0.7, 0.5) = 0.6 * 0.5 = 0.3 
 

 Δπεηδή ηα CFp θαη CFn είλαη θαη ηα δύν ζεηηθά, ε ζπλνιηθή βεβαηόηεηα ηνπ 

ππνζεηηθνύ ζπκπεξάζκαηνο Β ζα είλαη:  

CF(B) = 0.4 + 0.3 - (0.4 x 0.3) = 0.58 
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Γίκησα Πιθανοηήηφν (Bayesian Probability Networks) 
 Αληηκεησπίδνπλ ην πξόβιεκα ηεο αιιειεπίδξαζεο ησλ πηζαλνηήησλ πνπ 

εκθαλίδεηαη όηαλ ν ρεηξηζκόο ηεο αβεβαηόηεηαο γίλεηαη απζηεξά θαηά Bayes. 

 Βαζίδνληαη ζηελ παξαηήξεζε όηη ζηνλ πξαγκαηηθό θόζκν ηα δηάθνξα γεγνλόηα δελ 

αιιειεπηδξνύλ όια ην έλα κε ην άιιν αιιά κεξηθώο. Γειαδή κπνξεί λα νξηζηνύλ 

νκάδεο από γεγνλόηα πνπ αιιειεπηδξνύλ, δειαδή δελ είλαη απαξαίηεην λα 

ππνινγίδνληαη νη πηζαλόηεηεο όισλ ησλ ζπλδπαζκώλ γεγνλόησλ. 

 

 Καλόλεο ζηα δίθηπα πηζαλνηήησλ: 

if  γεγνλόο  then  ππνζεηηθό ζπκπέξαζκα 

 Γηαζπλδένληαη κεηαμύ ηνπο κε ην ππνζεηηθό 

ζπκπέξαζκα ηνπ ελόο λα απνηειεί ην γεγνλόο 

θάπνηνπ άιινπ. 

 Γύν ή πεξηζζόηεξνη θαλόλεο κπνξεί λα 

θαηαιήγνπλ ζην ίδην ππνζεηηθό ζπκπέξαζκα 

θάησ όκσο από δηαθνξεηηθέο παξαδνρέο. 

 Απαγνξεύεηαη ε ύπαξμε βξόρσλ κέζα ζην 

δίθηπν. 

 Δηδηθόο κεραληζκόο επηηξέπεη ηελ αιιαγή ηεο ξνήο ηεο πιεξνθνξίαο (πηζαλνηήησλ) ζην 

δίθηπν ησλ θαλόλσλ, ρσξίο όκσο λα γίλεηαη ηαπηόρξνλε ρξήζε θαλόλσλ πνπ 

αληηζηξέθνπλ ηελ ζρέζε αηηίαο-απνηειέζκαηνο. 
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Γίκησα Σσμπεραζμού (Inference Networks) (1/2) 
 

 Παξαιιαγή ησλ δηθηύσλ πηζαλνηήησλ. 

 Οη θαλόλεο ππνδειώλνπλ κία "ραιαξή" ζπλεπαγσγή: 

if  γεγνλόο  then  ππνζεηηθό ζπκπέξαζκα  κε βαζκό ηζρύνο S 
 

 Μία πεξίπησζε πινπνίεζεο Γηθηύσλ πκπεξαζκνύ είλαη κε ηε ρξήζε ησλ κεγεζώλ 

ηεο ινγηθήο επάξθεηαο θαη ηεο ινγηθήο αλαγθαηόηεηαο ζε ζπλδπαζκό κε ηελ 

πνζόηεηα εύλνηα γεγνλόηνο. 

 Εύνοια Γεγονόηος (Odds - Ο): 

 Δθθξάδεη ηε ζύγθξηζε κεηαμύ πηζαλνηήησλ λα ζπκβεί θαη λα κελ ζπκβεί έλα γεγνλόο. 

 Λογική Επάρκεια (Logical Sufficiency – LS): 

 Δθθξάδεη πόζν πηζαλόηεξν είλαη λα ζπλδεζεί έλα γεγνλόο Δ κε ηελ αιήζεηα ελόο 

ππνζεηηθνύ ζπκπεξάζκαηνο Ζ, παξά κε ηελ άξλεζε ηνπ Ζ (ζπκβνιίδεηαη ¬Ζ) 

 Λογική Αναγκαιόηηηα (Logical Necessity – LN) 

 Δθθξάδεη πόζν πηζαλόηεξν είλαη λα ζπλδεζεί ε απνπζία ελόο γεγνλόηνο Δ κε ηελ αιήζεηα 

ηνπ ππνζεηηθνύ ζπκπεξάζκαηνο Ζ παξά κε ηελ άξλεζε ηνπ Ζ. 

  
 

 
 EP1
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Γίκησα Σσμπεραζμού (Inference Networks) (2/2) 
 ηα δίθηπα ζπκπεξαζκνύ νη θαλόλεο πεξηέρνπλ θαη αξρηθέο 

ηηκέο πηζαλόηεηαο. Ζ γεληθή κνξθή ηνπο είλαη: 

 Po(H) είλαη ε πηζαλόηεηα λα ηζρύεη ην ππνζεηηθό ζπκπέξαζκα Ζ 

όηαλ απνπζηάδεη νπνηαδήπνηε έλδεημε γηα ηελ ηζρύ ηνπ γεγνλόηνο Δ. 

 Αλ θαηά ηε δηάξθεηα ηνπ ζπκπεξαζκνύ γίλεη γλσζηή ε ύπαξμε ηνπ γεγνλόηνο Δ ηόηε θαη 

ε πηζαλόηεηα ηνπ Ζ αιιάδεη ζε P(H|E). 

 Ο βαζκόο αιιαγήο θαζνξίδεηαη από ην βαζκό ηζρύνο ηνπ θαλόλα, δει. ηηο ηηκέο LS, LN. 

 Όιεο νη αιιαγέο πξνσζνύληαη κέζα ζην δίθηπν ησλ θαλόλσλ από θόκβν ζε θόκβν, 

αλάινγα θαη κε ηηο ζπζρεηίζεηο πνπ ππάξρνπλ. 

 Παράδειγμα δηθηύνπ ζπκπεξαζκνύ: 

ZYX
Z

o
Y

o pp
LNLSLNLS

2.0)(
)2,2(

1.0)(
)11( 2.0105.04 ,






  


 

 Po(Y) θαη Po(Z) είλαη νη αξρηθέο ηηκέο πηζαλόηεηαο γηα ηα Τ θαη Ε αληίζηνηρα, ρσξίο λα 

ππάξρεη νπνηαζδήπνηε γλώζε γηα ην Υ. 

 Έζησ όηη ε ηηκή ηνπ Υ γίλεηαη γλσζηή. Μεηά από πξάμεηο, ε ηειηθή κνξθή ηνπ δηθηύνπ: 

ZYX
XZPXYP

LNLSLNLS
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Προζέγγιζη Dempster-Shafer (D-S) (1/2) 
 Ο ρεηξηζκόο ηεο αβεβαηόηεηαο γίλεηαη πην εύθνια απ' όηη θαηά Bayes, θαζώο δελ 

απαηηείηαη ε ζπιινγή όισλ ησλ απιώλ θαη ησλ ππό ζπλζήθε πηζαλνηήησλ 

 Βαζίδεηαη ζε ινγηζκό κε αξηζκεηηθέο ηηκέο πεπνίζεζεο (belief),  
 δειαδή πίζηεο γηα ηελ ηζρύ θάπνηνπ ππνζεηηθνύ ζπκπεξάζκαηνο γηα ην νπνίν ππάξρνπλ 

θάπνηεο ελδείμεηο (γεγνλόηα). 

Βαζικά Σηοιτεία 
 Πιαίζην δηάθξηζεο (frame of discernment): ην ζύλνιν U ησλ δηαθξηηώλ θαη ακνηβαία 

απνθιεηόκελσλ πξνηάζεσλ ελόο ηνκέα γλώζεο. 

 π.ρ. αλ εμεηάδεηαη ε αζζέλεηα θάπνηνπ, ην U αληηπξνζσπεύεη όιεο ηηο πηζαλέο δηαγλώζεηο, 

δειαδή ηα ππνζεηηθά ζπκπεξάζκαηα. 

 Pow(U): Σν ζύλνιν ησλ ππνζπλόισλ ηνπ U (δπλακνζύλνιν)  

 Αλ U={A, B, C} είλαη ην ζύλνιν ησλ πηζαλώλ αζζελεηώλ ηόηε ην ζύλνιν:  
  Pow(U) = { {}, {A}, {B}, {C}, {A, B}, {A, C}, {B, C}, {A, B, C} }   

ππνδειώλεη ηηο πηζαλέο δηαγλώζεηο γηα κηα πεξίπησζε αζζέλεηαο.  

 Κάζε ζηνηρείν ηνπ Pow(U) αληηζηνηρεί ζε δηαδεπγκέλεο πξνηάζεηο.  

Π.ρ. {Α, Β} ζεκαίλεη "αζζέλεηα Α ή Β". 

 ηνηρεία ηνπ U πνπ δελ αλήθνπλ ζε έλα ζηνηρείν ηνπ Pow(U), (π.ρ. ε αζζέλεηα C ζην {Α, 

Β}), θάλνπλ ζαθή ηελ άξλεζε ηνπ αληίζηνηρνπ ππνζεηηθνύ ζπκπεξάζκαηνο. 

 Σν θελό ππνζύλνιν {} αληηζηνηρεί ζηελ πεξίπησζε πνπ όια ηα ππνζεηηθά ζπκπεξάζκαηα 

είλαη ςεπδή (null hypothesis). 
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Προζέγγιζη Dempster-Shafer  (2/2) 
 Ζ βαζηθή θαηαλνκή πηζαλόηεηαο (basic probability assignment - bpa) είλαη κία 

απεηθόληζε:     m:  Pow(U)  [0,1] 

δειαδή ην κέηξν ηεο πεπνίζεζεο πνπ ππάξρεη γηα ην θαηά πόζν ηζρύεη ην ππνζεηηθό 

ζπκπέξαζκα πνπ εθθξάδεηαη κε ην ζπγθεθξηκέλν ζηνηρείν ηνπ U. 

 Τπνθεηκεληθή πνζόηεηα πνπ δε κνηξάδεηαη ζηα επηκέξνπο ζηνηρεία θάζε ζηνηρείνπ ηνπ 

Pow(U).  

 π.ρ. αλ  m({A, B})=0.3, ηόηε απηή ε πεπνίζεζε δε κνηξάδεηαη ζηα {Α} θαη {Β} αιιά αθνξά ην 

{Α, Β}. 

 Γηα ην ζηνηρείν  {}  ηζρύεη m({})=0 

 Γεδνκέλνπ όηη ην αιεζέο ππνζεηηθό ζπκπέξαζκα βξίζθεηαη θάπνπ κέζα ζηα ζηνηρεία ηνπ 

Pow(U), ηζρύεη:  

1)(
)(

  UPowX
Xm

 

 Ζ πνζόηεηα m(X) εθθξάδεη ην πόζν ηζρπξή είλαη ε πεπνίζεζε γηα ην όηη έλα 

ζπγθεθξηκέλν ζηνηρείν ηνπ U αλήθεη ζην X αιιά όρη ζε θάπνην από ηα ηπρόλ ππνζύλνια 

ηνπ X. 

 Ζ ζπλνιηθή πεπνίζεζε (belief) όηη έλα ζηνηρείν ηνπ U αλήθεη 

ζην Υ θαζώο θαη ζηα ηπρόλ ππνζύλνια ηνπ Υ ζπκβνιίδεηαη κε 

Bel(X) 





XY

YmXBel )()(
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Dempster-Shafer  vs.  Bayes 
 

 Bayes: ε απνπζία άιισλ ελδείμεσλ γηα ηηο δπλαηέο εθδνρέο ηηο θαζηζηά ηζνπίζαλεο.  

 Dempster-Shafer: ε απνπζία θάπνησλ ελδείμεσλ ζέηεη ηελ πηζαλόηεηα (likelihood) 

θάζε εθδνρήο θάπνπ ζην δηάζηεκα [0, 1].  

 Καζώο ζπγθεληξώλνληαη ελδείμεηο, ηα δηαζηήκαηα απηά αλακέλεηαη λα ζπξξηθλσζνύλ, 

άιια πεξηζζόηεξν θαη άιια ιηγόηεξν. 

 Ζ ζπξξίθλσζε αλαπαξηζηά ηελ απμεκέλε ή όρη εκπηζηνζύλε κε ηελ νπνία 

αληηκεησπίδνληαη νη δπλαηέο εθδνρέο.  
 

 Ζ θαηά Dempster-Shafer αληηκεηώπηζε ηεο αξρηθήο θαηάζηαζεο απνηππώλεη 

θαιύηεξα ηελ έιιεηςε ελδείμεσλ.  

 Ζ ηζνπίζαλε αληηκεηώπηζε ησλ δηαθόξσλ εθδνρώλ ειιείςεη άιιεο πιεξνθνξίαο ζηε 

ζεσξία ηνπ Bayes, γίλεηαη θαηά ζύκβαζε θαη είλαη ιηγόηεξν αληηθεηκεληθή.  

 Δάλ έλα από ηα δεηνύκελα είλαη ε ζπιινγή ή όρη επηπιένλ ελδείμεσλ ώζηε λα 

αμηνινγεζνύλ θαιύηεξα νη ελαιιαθηηθέο εθδνρέο, ηόηε ε πξνζέγγηζε D-S ππεξηεξεί. 
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Κανόνας Dempster-Shafer  
 

 Αλ m1 θαη m2 δύν αλεμάξηεηεο εθηηκήζεηο (βαζηθέο θαηαλνκέο πηζαλόηεηαο) πνπ 

απνδίδνπλ θάπνην βαζκό πεπνίζεζεο ζηα ζηνηρεία ηνπ Pow(U), ηόηε απηέο 

ζπλδπάδνληαη ζε κία ηξίηε εθηίκεζε m3=m1m2 κε ηξόπν πνπ νξίδεηαη κε ηνλ 

θαλόλα D-S: 
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Παράδειγμα:  Γιάγνφζη Αζθένειας 
 

 Έζησ U={A, B, C} ην ζύλνιν ησλ δπλαηώλ αζζελεηώλ πνπ κπνξεί λα δηαγλσζζνύλ. 

 Pow(U) = { { }, {A}, {B}, {C}, {A, B}, {A, C}, {B, C}, {A, B, C} } 

 εθθξάδεη ηηο πηζαλέο δηαγλώζεηο γηα κηα πεξίπησζε αζζελνύο 

 m(  {{ }, {A}, {B}, {C}, {A, B}, {A, C}, {B, C}, {A, B, C} } ) = 1 

 ππνδειώλεη ηε βεβαηόηεηα όηη ε δηάγλσζε βξίζθεηαη θάπνπ ζηα ζηνηρεία ηνπ Pow(U) 

αιιά ειιείςεη άιισλ ελδείμεσλ δελ είλαη δπλαηό λα δνζεί ηδηαίηεξε βαξύηεηα ζε θάπνην 

 Bayes: ζα έπξεπε θάζε ζηνηρείν ηνπ Pow(U) λα ζεσξεζεί ηζνπίζαλν 

 Έζησ όηη γίλεηαη δηαζέζηκε επηπιένλ πιεξνθνξία, (π.ρ. πξαγκαηνπνηνύληαη ηαηξηθέο 

εμεηάζεηο) θαη πξνθύπηεη όηη ε αζζέλεηα είλαη κία από ηηο A ή Β κε βαζκό πίζηεο 0.7 

 m1( {Α, Β} ) = 0.7  

 m1( {{ }, {A}, {B}, {C}, {A, C}, {B, C}, {A, B, C}} ) = 0.3 

 Γειαδή, ε έιιεηςε πίζηεο ζε έλα από ηα ππνζεηηθά ζπκπεξάζκαηα ηνπ Pow(U), 

ηζνδπλακεί απηόκαηα κε ηζόπνζν βαζκό πίζηεο ζηα ππόινηπα ζηνηρεία ηνπ Pow(U), 

ρσξίο όκσο λα δίλεηαη ηδηαίηεξε πξνηίκεζε ζε θάπνην από απηά.  

 Bayes: απαηηείηαη ν ππνινγηζκόο κεγάινπ αξηζκνύ ππό ζπλζήθε πηζαλνηήησλ, θάηη πνπ 

είλαη ππνινγηζηηθά αθξηβό θαη πνιιέο θνξέο αδύλαην. 

 Πώο κπνξεί λα ζπλδπαζηνύλ δύν αλεμάξηεηεο εθηηκήζεηο (π.ρ. δύν ηαηξώλ) ζε κία; 
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Παράδειγμα: Σσνδσαζμός Γιαγνώζεφν 
 

 Έζησ όηη δύν γηαηξνί εμεηάδνπλ αλεμάξηεηα ηνλ αζζελή θαη δίλνπλ ηελ εθηίκεζή 

ηνπο m1 θαη m2 αληίζηνηρα, γηα ηελ αξξώζηηα από ηελ νπνία απηόο πάζρεη. 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 π.ρ.  Bel1({A,B}) = m1({A,B}) + m1({A}) + m1({B}) = 0.015 + 0.05 + 0 = 0.2 

 Οη δύν αλεμάξηεηεο εθηηκήζεηο m1 θαη m2 κπνξεί λα ζπλδπαζηνύλ ζηελ m3 

ρξεζηκνπνηώληαο ηνλ θαλόλα  Dempster-Shafer: 
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 Γιαηρός 1 Γιαηρός 2 

Γσναηές περιπηώζεις  
διάγνφζης 

m1 Bel1 m2 Bel2 

{Α}  0.05  0.05  0.15  0.15 

{Β}  0  0  0  0 

{C}  0.05  0.05  0.05  0.05 

{A, B}  0.15  0.2  0.05  0.2 

{A, C}  0.1  0.2  0.2  0.4 

{B, C}  0.05  0.1  0.05  0.1 

{A, B, C}  0.6  1  0.5  1 





XY

YmXBel )()(
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Παράδειγμα:  Σσνδσαζμός Δκηιμήζεφν (1/2) 
 

 Ο πίλαθαο απνηειεί έλαλ επνπηηθό ηξόπν γηα ηνλ ππνινγηζκό ηεο ζρέζεο D-S. 
 

m3=m1m2 
m1 

{Α} {Β} {C} {A,B} {A,C} {B,C} {A,B,C} 

m2 0.05 0 0.05 0.15 0.1 0.05 0.6 

{Α} 0.15 {Α} .0075 { } 0 { } .0075 {Α} .0225 {Α}  .015 { }  .0075 {Α}  .09 

{Β} 0 { }  .0 {Β} 0 { } .0 {Β}  .0 { }  .0 {Β}  .0 {Β}  .0 

{C} 0.05 { } .0025 { } 0 {C} .0025 { }  .0075 {C}  .005 {C}  .0025 {C}  .03 

{A,B} 0.05 {Α} .0025 {Β} 0 { } .0025 {Α,B}  .0075 {Α}  .005 {Β}  .0025 {A,B}  .03 

{A,C} 0.2 {Α} .01 { } 0 {C} .01 {Α}  .03 {Α,C}  .02 {C}  .01 {A,C}  .012 

{B,C} 0.05 { } .0025 {Β} 0 {C} .0025 {Β}  .0075 {C}  .005 {B,C}  .0025 {B,C}  .03 

{A,B,C} 0.5 {Α}  .025 {Β} 0 {C} .025 {Α,B}  .075 {Α,C}  .05 {B,C}  .025 {A,B,C}  .3 

 

 Κάζε ζηνηρείν ηνπ εζσηεξηθνύ πίλαθα (ζθηαζκέλε πεξηνρή) πξνθύπηεη παίξλνληαο 

ηελ ηνκή ησλ ζηνηρείσλ ησλ m1 θαη m2 πνπ βξίζθνληαη ζηελ αληίζηνηρε γξακκή θαη 

ζηήιε, όπσο νξίδεη δειαδή ν αξηζκεηήο ηεο ζρέζεο D-S.  

 Οη ηηκέο πεπνίζεζεο γηα ηηο παξαπάλσ ηνκέο πξνθύπηνπλ από ην γηλόκελν ησλ 

ηηκώλ πεπνίζεζεο ησλ ζηνηρείσλ ησλ m1 θαη m2 πνπ βξίζθνληαη ζηελ αληίζηνηρε 

γξακκή θαη ζηήιε. 
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Παράδειγμα:  Σσνδσαζμός Δκηιμήζεφν (2/2) 
 

Γσναηές περιπηώζεις 
διάγνφζης 

m3 Bel3 





XY

YmXBel )()(
 

{Α} 0.21 0.21 

{Β} 0.01 0.01 

{C} 0.09 0.09 

{A, B} 0.12 0.34 

{A, C} 0.20 0.50 

{B, C} 0.06 0.16 

{A, B, C} 0.31 1.00 

 

 

 Ζ αξρηθή εθηίκεζε όηη ε αζζέλεηα είλαη κία από ηηο Α ή Β απνδπλακώζεθε. 

 Αλ εμαηξεζεί ε πεξίπησζε {A,B,C} πνπ πεξηέρεη όιεο ηηο δηαγλώζεηο, νη ζπλνιηθέο ηηκέο 

πεπνίζεζεο Bel3, ππνδεηθλύνπλ ηώξα όηη ε δηάγλσζε βξίζθεηαη κάιινλ ζην ζύλνιν 

{A,C} θαζώο ε ηηκή Bel3({A,C})=0.5 ππεξηεξεί ησλ ππνινίπσλ. 

 Δπηπιένλ, επεηδή Bel3({A})>Bel3({C}), αξρίδεη λα δηαθαίλεηαη όηη ε ηειηθή δηάγλσζε 

είλαη κάιινλ ε Α. 

 Ζ παξαπάλσ ζπλδπαζκέλε εθηίκεζε κπνξεί λα ζπλδπαζηεί εθ λένπ κε κηα άιιε 

εθηίκεζε (π.ρ. 3νπ ηαηξνύ). 
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Αζκήζεις 
 8.1. Να ππνινγίζεηε ηε ζπλνιηθή βεβαηόηεηα ηνπ ππνζεηηθνύ ζπκπεξάζκαηνο Β κε 

βάζε ηνπο αθόινπζνπο θαλόλεο: 1) if ACF=0.2 then B 0.4,   2) if CCF=0.4 then B -0.5 

 8.2. Να ππνινγίζεηε ηε ζπλνιηθή βεβαηόηεηα ηνπ ππνζεηηθνύ ζπκπεξάζκαηνο Β κε 

βάζε ηνπο αθόινπζνπο θαλόλεο: 1) if ACF=0.2 then B -0.4,   2) if CCF=0.9 and DCF=0.4 

and ECF=0.6 then B -0.5 

 8.3. Γίλνληαη νη αθόινπζνη θαλόλεο κε ηνπο αληίζηνηρνπο ζπληειεζηέο βεβαηόηεηαο: 

1.   if A then B   CF 0.8     

2.  if C and D and  E then B   CF 0.6 

3.  Οη ζπληειεζηέο βεβαηόηεηαο ησλ ζηνηρείσλ ηεο κλήκεο εξγαζίαο είλαη:  

4.  CF(A)=-0.5, CF(C)=0.6, CF(D)=-0.5 θαη CF(E)=1.0  

5.  Πνηνο ζα είλαη ν ζπληειεζηήο βεβαηόηεηαο ηνπ ζπκπεξάζκαηνο B πνπ πξνθύπηεη;  

 8.4. Aλ ζην MYCIN ππάξρνπλ νη εμήο 2 θαλόλεο: 

  1) if A then B  CF 0.8    2) if C and D and  E then B  CF 0.6 

   θαη θαηά ηελ εθηέιεζε, ν ρξήζηεο δώζεη: 

   CF(A)=-0.5, CF(C)=0.6, CF(D)=-0.5 θαη  CF(E)=1.0  

   πνην ζα είλαη ην CF ηνπ B πνπ πξνθύπηεη; 
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Ασάφεια  
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Ασάφεια (Fuzziness) 
 Έλλνηα πνπ ζρεηίδεηαη κε ηελ πνζνηηθνπνίεζε ηεο πιεξνθνξίαο θαη νθείιεηαη 

θπξίσο ζε κε-αθξηβή (imprecise) δεδνκέλα. 

 Π.ρ. "Ο Νίθνο είλαη ςειόο": δελ πξνζδηνξίδεηαη κε αθξίβεηα ην ύςνο, αιιά κπνξεί λα 

ιεθζνύλ νξηζκέλεο απνθάζεηο γηα ζέκαηα ζρεηηθά κε ην ύςνο ηνπ Νίθνπ. 

 Σν πξόβιεκα δελ νθείιεηαη ηόζν ζηηο έλλνηεο πνπ ρξεζηκνπνηνύληαη όζν ζηελ 

αληίιεςε πνπ έρεη ν θαζέλαο γηα ιεθηηθνύο πξνζδηνξηζκνύο πνζνηηθώλ κεγεζώλ  

(ζεκαζηνινγηθή αζάθεηα) 

 Παξαδείγκαηα: 

 Αλ ζεσξεζεί όηη ςειόο είλαη όπνηνο έρεη ύςνο πάλσ από 1.95 κέηξα, είλαη απόιπηα 

ζσζηό λα ζεσξεζεί όηη θάπνηνο κε ύςνο 1.94 δελ είλαη ςειόο ; 

 Πξνζδηνξηζκόο ησλ αληηθεηκέλσλ πνπ αλήθνπλ ζην ζύλνιν "θαξέθια" θαη 

πξνζδηνξηζκόο ηνπ ζπλόινπ ησλ αληηθεηκέλσλ πνπ κπνξνύλ λα "ιεηηνπξγήζνπλ" σο 

θαξέθια. 

 Ζ αζάθεηα είλαη έλα εγγελέο ραξαθηεξηζηηθό ηεο γιώζζαο. 

 Ζ αζαθήο ινγηθή (fuzzy logic) είλαη έλα ππεξζύλνιν ηεο θιαζηθήο ινγηθήο, ε νπνία 

έρεη επεθηαζεί ώζηε λα κπνξεί λα ρεηξηζηεί ηηκέο αιεζείαο κεηαμύ ηνπ "απνιύησο 

αιεζνύο" θαη ηνπ "απνιύησο ςεπδνύ". 

 Θεσξία Αζαθώλ πλόισλ (Fuzzy Set Theory) - Lofti Zadeh '60 
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Βαζικές Έννοιες Αζαθών Σσνόλφν 
 

 Αζαθέο ύλνιν (fuzzy set) A: έλα ζύλνιν δηαηεηαγκέλσλ δεπγώλ (x, uA(x)) όπνπ 

xΥ θαη uA(x)[0,1]). 

 Σν ζύλνιν Υ απνηειεί έλα επξύηεξν ζύλνιν αλαθνξάο (universe of discourse) πνπ 

πεξηιακβάλεη όια ηα αληηθείκελα ζηα νπνία κπνξεί λα γίλεη αλαθνξά. 

 Ζ ηηκή uA(x) ιέγεηαη βαζκόο αιεζείαο (degree of truth), ζπκβνιίδεη ην βαζκό ηεο 

ζπγγέλεηαο ηνπ x ζην Α θαη παίξλεη ηηκέο ζην δηάζηεκα [0,1]. 

 Ζ ζπλάξηεζε uΑ νλνκάδεηαη ζπλάξηεζε ζπγγέλεηαο (membership function) θαη ζηελ 

πξάμε κπνξεί λα πξνέξρεηαη από: 

 Τπνθεηκεληθέο εθηηκήζεηο 

 Πξνθαζνξηζκέλεο (ad hoc) θαη απινπνηεκέλεο κνξθέο 

 πρλόηεηεο εκθαλίζεσλ θαη πηζαλόηεηεο 

 Φπζηθέο κεηξήζεηο 

 Γηαδηθαζίεο κάζεζεο θαη πξνζαξκνγήο (ζπλήζσο κε λεπξσληθά δίθηπα) 
 

 Ζ αζαθήο ζεσξία ζπλόισλ κεηαπίπηεη ζηελ αληίζηνηρε θιαζηθή, όηαλ νη δπλαηέο 

ηηκέο ηεο ζπλάξηεζεο ζπγγέλεηαο είλαη κόλν 0 θαη 1. 
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Αναπαράζηαζη Αζαθών Σσνόλφν 
 

 1.6 1.75 1.9 

1 
 
 

uΑ(x) 
 
 
 

0 

ύυος 

  

 

 1.6 1.75 1.8 

1 
 
 

uΑ(x) 
 
 

0 

 κονηός  

 μεζαίος  

 υηλός --- 

ύυος 

 

 Μέζσ ηεο αλαιπηηθήο έθθξαζεο ηεο ζπλάξηεζεο ζπγγέλεηάο ηνπο, uΑ   (ζρ. αξηζηεξά) 

 Απινύζηεπζε: ηκεκαηηθώο γξακκηθήο απεηθόληζε ηεο ζπλάξηεζεο ζπγγέλεηαο 
(ζρ.δεμηά) 

 Με δεύγε ηεο κνξθήο (x, uΑ(x)): 

 Π.ρ.     ςειόο = { (1.7, 0),  (1.75, 0),  (1.8, 0.33),  (1.85, 0.66),  (1.9, 1),  (1.95, 1)  } 

 ύλνιν δεπγώλ ηεο κνξθήο uΑ(x)/x όπνπ x είλαη ην ζηνηρείν ηνπ ζπλόινπ θαη uΑ(x) 

είλαη ν βαζκόο ζπγγέλεηάο ηνπ:  

 Π.ρ.     ςειόο = {0/1.7,  0/1.75,  0.33/1.8,  0.66/1.85,  1/1.9,  1/1.95} 

 Διαθορά: Ζ Αλαιπηηθή Έθθξαζε πεξηγξάθεη ζπλερείο ηηκέο ύςνπο ελώ ην ύλνιν 

Εεπγώλ πεξηγξάθεη κόλν θάπνηα ζπγθεθξηκέλα ύςε ζην δηάζηεκα νξηζκνύ ηεο u(x). 
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Αζαθείς Στέζεις (1/2) 
 Δίλαη αζαθή ζύλνια νξηζκέλα ζε πεδία αλαθνξάο αλώηεξεο δηάζηαζεο (π.ρ. ΥX, 

XYZ, θιπ). 

 Παράδειγμα:       R = "x είλαη βαξύηεξν από y"    xX,  yY  θαη R XY 

 Έλαο ρξήζηκνο ηξόπνο αλαπαξάζηαζεο ηεο R, είλαη ζε κνξθή πίλαθα: 
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 Σύνθεζη (composition) Αζαθώλ ρέζεσλ: ζπλδπαζκόο αζαθώλ ζρέζεσλ. 

 Παξάδεηγκα: Αλ ε R1(x,y) νξηζκέλε ζην XY ζπλδπαζηεί κε ηελ R2(y,z) νξηζκέλε ζην 

ΤΕ, ηόηε ζα πξνθύςεη κία αζαθήο ζρέζε R(x,z) νξηζκέλε ζην XΕ. 

 Πξέπεη λα πξνζδηνξηζηεί ε ζπλάξηεζε ζπγγέλεηαο uR(x,z) ηεο R, κε ρξήζε ησλ 

ζπλαξηήζεσλ ζπγγέλεηαο ησλ R1 θαη R2, δειαδή ησλ uR1(x,y) θαη uR2(y,z). 

 Οη θαλόλεο if-then αληηζηνηρνύλ ζε αζαθείο ζρέζεηο θαη ην πξόβιεκα ηεο αζαθνύο 

ζπιινγηζηηθήο είλαη καζεκαηηθά ηζνδύλακν κε ηε ζύλζεζε. 
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Αζαθείς Στέζεις (2/2) 
 

 Οη πεξηζζόηεξν γλσζηέο κέζνδνη ζύλζεζεο αζαθώλ ζρέζεσλ είλαη: 

 ύλζεζε max-min (max-min composition) 

 ύλζεζε max-product (max-product composition). 
 

 Αλ R1(x,y) θαη R2(y,z) είλαη δύν αζαθείο ζρέζεηο νξηζκέλεο ζηα ζύλνια ΥΤ θαη 

ΤΕ αληίζηνηρα, ηόηε ε ζύλζεζή ηνπο δίλεη κία λέα ζρέζε R1R2 νξηζκέλε ζην ΥΕ 

κε ζπλάξηεζε ζπγγέλεηαο: 
 

 ύλζεζε max-min:             
)],(),([),( 2121 yxuyxuzxu RR

y
RR 

 

 ύλζεζε max-product:       
)],(),([),( 2121 yxuyxuzxu RR

y
RR 

 

 

 

 Οη ππνινγηζκνί ζην δεμηό κέξνο ησλ παξαπάλσ ζρέζεσλ είλαη παξόκνηνη κε απηνύο 

ηνπ πνιιαπιαζηαζκνύ πηλάθσλ. 
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Αζαθείς Μεηαβληηές και Αζαθείς Αριθμοί  
 Αζαθήο Μεηαβιεηή (fuzzy variable): Μηα κεηαβιεηή ηεο νπνίαο νη ηηκέο νξίδνληαη 

κε αζαθή ζύλνια. 

 Π.ρ. ηα αζαθή ζύλνια {θνληόο, κεζαίνο, ςειόο} ζα κπνξνύζαλ λα είλαη ην πεδίν ηηκώλ 

ηεο αζαθνύο κεηαβιεηήο "ύςνο". 

 Ζ κεηαβιεηή "ύςνο" ραξαθηεξίδεηαη θαη σο ιεθηηθή (linguistic) κεηαβιεηή. 

 Από έλα κηθξό αξρηθό αξηζκό πξσηαξρηθώλ ιεθηηθώλ ηηκώλ, λα πξνθύςεη έλαο πνιύ 

κεγαιύηεξνο αξηζκόο ζύλζεησλ ιεθηηθώλ ηηκώλ κε ηε ρξήζε ιεθηηθώλ ηειεζηώλ όπσο 

AND, OR, NOT, VERY, θιπ. (βι. πίλαθα). 

Λεκηικοί Τελεζηές Επίδραζη ζηη ζσνάρηηζη ζσγγένειας 

VERY A uVERY(A)(x) = [uA(x)]
2
 

A AND B uA AND B (x) = [uA(x)  uB(x)] 

A OR B uA OR B (x) = [uA(x)  uB(x)] 

NOT A uNOT A (x) = [1-uA(x)] 

PLUS A uPLUS(A)(x) = [uA(x)]
1.25

 

MINUS A uMINUS(A)(x) = [uA(x)]
0.75

 
 

 

 

 Αζαθείο αξηζκνί (fuzzy numbers): αζαθή ππνζύλνια ηνπ ζπλόινπ ησλ πξαγκαηηθώλ 

αξηζκώλ. Π.ρ. "Αζαθέο 3" ζην ζρήκα αξηζηεξά. 

 Oη κε αζαθείο ηηκέο θάπνηνπ κεγέζνπο απνθαινύληαη crisp (ζαθείο, ζπγθεθξηκέλεο). 
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Αζαθείς Προηάζεις και Αζαθείς Κανόνες 
 Αζαθήο πξόηαζε είλαη απηή πνπ ζέηεη κηα ηηκή ζε κηα αζαθή κεηαβιεηή.  

 Παράδειγμα: ζηελ αζαθή πξόηαζε "Σν ύςνο ηνπ Νίθνπ είλαη κέηξην", ην "ύςνο" είλαη ε 

αζαθήο κεηαβι. θαη "κέηξην" είλαη έλα αζαθέο ζύλνιν πνπ είλαη ε ηηκή ηεο κεηαβι. 

 Αζαθήο θαλόλαο (fuzzy rule): είλαη κία ππό ζπλζήθε έθθξαζε πνπ ζπζρεηίδεη δύν ή 

πεξηζζόηεξεο αζαθείο πξνηάζεηο. 

 Παξάδεηγκα #1 (ζηελ πην απιή εθδνρή):   "if  x  is  A  then  y  is  B" 

 Παξάδεηγκα #2: "Δάλ ε ηαρύηεηα είλαη κέηξηα ηόηε ε πίεζε ζηα θξέλα λα είλαη κέηξηα" 

 ηα "ηαρύηεηα" θαη "πίεζε" είλαη νη αζαθείο κεηαβιεηέο 

 ην αζαθέο ζύλνιν "κέηξηα" είλαη ε ηηκή ησλ αζαθώλ κεηαβιεηώλ "ηαρύηεηα" θαη "πίεζε". 

 Ζ αλαιπηηθή πεξηγξαθή ελόο αζαθνύο θαλόλα if-then είλαη κία αζαθήο ζρέζε 

R(x,y) πνπ νλνκάδεηαη ζρέζε ζπλεπαγσγήο (implication relation). 

 Ζ ζρέζε ζπλεπαγσγήο πξνθύπηεη κε θαηάιιειν ζπλδπαζκό ηνπ if θαη ηνπ then 

ηκήκαηνο ηνπ θαλόλα, δει. ησλ ζπλαξη. ζπγγέλεηαο ησλ αζαθώλ ζπλόισλ Α θαη Β 

 Γεληθή ηεο κνξθή ηεο ζρέζεο (ζπλάξηεζεο) ζπλεπαγσγήο: 

R(x,y)u(x,y)=θ( uA(x), uB(y) ) 
 Ζ ζπλάξηεζε θ νλνκάδεηαη ηειεζηήο ζπλεπαγσγήο (implication operator) 

 Τπνδεηθλύεη ηνλ αθξηβή ηξόπν ζπλδπαζκνύ ησλ ζπλαξηήζεσλ ζπγγέλεηαο ηνπ if θαη ηνπ 

then ηκήκαηνο ελόο αζαθνύο θαλόλα, ώζηε λα πξνθύςεη ε αλαιπηηθή ηνπ έθθξαζε. 
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Μερικοί Αζαθείς Τελεζηές Σσνεπαγφγής 
Ονομαζία Tελεζηή Αναλσηική Έκθραζη ηοσ  θ[uA(x),uB(y)] 

θm: Zadeh Max-Min (uA(x)uB(y))  (1- uA(x)) 

θc: Mandani Min uA(x)uB(y) 

θp: Larsen Product uA(x)uB(y) 

θα: Arithmetic 1(1-uA(x) + uB(y)) 

θb: Boolean (1-uA(x))  uB(y)) 

Σσλλογιζηικές Γιαδικαζίας GMP και GMT 
 Γεληθή κνξθή πξνβιεκάησλ θαηά ηε ζπιινγηζηηθή κε αζαθείο θαλόλεο: 

  if x is A    then   y is B 

   x is A' y is Β' (?) 

κέζσ ηεο ζπιινγηζηηθήο δηαδηθαζίαο GMP (Generalized Modus Ponens - GMP):    Β'=A'oR(x,y) 
 

  if x is A  then   y is B 

   x is A' (?)  y is Β' 

κέζσ ηεο ζπιινγηζηηθήο δηαδηθαζίαο GMΣ (Generalized Modus Tollens - GMT):    A'=R(x,y)oB' 
 

 Ζ ζρέζε ζπλεπαγσγήο R(x,y) πνπ έρεη επηιεγεί λα ρξεζηκνπνηεζεί, πξέπεη λα 

ζπλδπαζηεί (ζύλζεζε) κε ηελ θαηά πεξίπησζε γλσζηή παξάκεηξν (Α' ή Β') ώζηε λα 

ππνινγηζηεί ε άγλσζηε παξάκεηξνο. 
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Σύνουη Αζαθούς Σσλλογιζηικής Γιαδικαζίας 
 

 Με βάζε έλαλ αζαθή θαλόλα ηεο κνξθήο: 
 

"if x is A then y is B" 
 

 θαη έζησ ζπιινγηζηηθή δηαδηθαζία GMP (δειαδή γλσζηό ην Α' σο ηηκή ηνπ x θαη 

δεηνύκελν ην B' σο ηηκή ηνπ y), ηα αζαθή ζύλνια Α θαη Β ζπλδπάδνληαη κε θάπνηνλ 

από ηνπο ηειεζηέο ζπλεπαγσγήο θαη παξάγνπλ ηε ζρέζε ζπλεπαγσγήο R(x,y). 
 

 Από ηελ R(x,y) κέζσ ζύλζεζεο (έζησ max-min ζύλζεζε) κε ην Α' πξνθύπηεη ε 

άγλσζηε πνζόηεηα Β': 

Β'=A'oR(x,y) 
 

 

 Ζ πεξηγξαθή ελόο πξνβιήκαηνο κε αζαθείο κεηαβιεηέο, αζαθείο ηηκέο θαη αζαθείο 

θαλόλεο νλνκάδεηαη αζαθήο ιεθηηθή πεξηγξαθή (fuzzy linguistic description) ηνπ 

πξνβιήκαηνο. 
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Η Αρτή ηης Δπέκηαζης 
 Μαζεκαηηθή κέζνδνο πνπ επηηξέπεη ηελ επέθηαζε ησλ ελλνηώλ θαη ησλ 

ππνινγηζηηθώλ ηερληθώλ ησλ θιαζζηθώλ καζεκαηηθώλ ζην πιαίζην ησλ αζαθώλ. 

 Έζησ κία ζπλάξηεζε f πνπ νξίδεη κία απεηθόληζε ηνπ ζπλόινπ Υ={x1, x2, .., xn} ζην 

ζύλνιν Y={y1, y2, .., yn}, κε ηξόπν ηέηνην ώζηε y1=f(x1), y2=f(x2), .., yn=f(xn). 

 Έζησ επίζεο έλα αζαθέο ζύλνιν Α νξηζκέλν ζηα ζηνηρεία ηνπ Υ, δειαδή ζηηο 

κεηαβιεηέο εηζόδνπ ηεο ζπλάξηεζεο f. 

Α = { uA(x1)/x1 , uA(x2)/x2 , ... , uA(xn)/xn } 

 Αλ ε είζνδνο x ηεο ζπλάξηεζεο f γίλεη αζαθήο κέζσ ηνπ ζπλόινπ Α, ηόηε ηη 

ζπκβαίλεη κε ηελ έμνδν y ;  

 Αρτή Επέκηαζης: επηηξέπεη ηνλ ππνινγηζκό ηνπ αζαθνύο ζπλόινπ Β κε εθαξκνγή 

ηεο ζπλάξηεζεο f ζην αζαθέο ζύλνιν Α. 

B = f(Α) = { uA(x1)/f(x1) , uA(x2)/f(x2) , ... , uA(xn)/f(xn) } 

 δειαδή, θάζε yi=f(xi) γίλεηαη αζαθέο ζε βαζκό uA(xi) 

 πξαθηηθά, ε uB(y) πξνθύπηεη από ηελ uA(x) όπνπ ην x αληηθαζίζηαηαη κε ηελ έθθξαζε πνπ 

πξνθύπηεη γηα απηό από ηελ επίιπζε ηεο f σο πξνο x 
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 Δηδηθέο Πεξηπηώζεηο 

 αλ πεξηζζόηεξα ηνπ ελόο δηαθνξεηηθά x (έζησ ηα xm θαη xn) δίλνπλ κέζσ ηεο ζπλάξηεζεο 

f ην ίδην y (έζησ ην y0), ηόηε:   uB(yν)=uA(xm)  uA(xn). 
 ε κέγηζηε ηηκή ζπγγέλεηαο ησλ xm θαη xn ζην Α επηιέγεηαη σο βαζκόο ζπγγέλεηαο ηνπ y0 ζην Β 

 αλ γηα θάπνην yν ηνπ Β δελ ππάξρεη x0 ηνπ Α ηέηνην ώζηε yν=f(xν), ηόηε ε ηηκή ζπγγέλεηαο 

ηνπ Β ζην yν είλαη κεδέλ. 
 

 Γελίθεπζε ζε πεξηζζόηεξεο δηαζηάζεηο: 

 αλ ππάξρνπλ νη κεηαβιεηέο u, v, ..., w νξηζκέλεο ζηα ζύλνια U, V, ..., W αληίζηνηρα 

 m δηαθνξεηηθά αζαθή ζύλνια A1, A2, .., Am νξηζκέλα ζην UV...W  

 ε πνιππαξακεηξηθή ζπλάξηεζε y=f(u,x,...,w) 

ηόηε ε αζαθνπνίεζε ηνπ ρώξνπ ησλ y, δειαδή ε ζπλάξηεζε ζπγγέλεηαο ηνπ ζπλόινπ Β, 

νξίδεηαη σο εμήο: 

 

),...,,(/)](...)()([)( 21... wyufwuvuuuyu AmAAWVUB    
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Παράδειγμα Χρήζης Αρτής Δπέκηαζης (1/2) 
 

 Πξόζζεζε ησλ αξηζκώλ   Α:"αζαθέο 3"   θαη   Β:"αζαθέο 7" 

 Α: "αζαθέο 3" = { 0/1,   0.5/2,   1/3,   0.5/4,   0/5 } 

 Β: "αζαθέο 7" = { 0/5,   0.5/6,   1/7,   0.5/8,   0/9 } 
 

 Καηαζθεπάδεηαη ν πίλαθαο: 

Β 
Α

 x=2 x=3 x=4 

y=6 0.5 
0.5

 0.5   
1
 0.5 

0.5
 

y=7 1   
0.5

 1     
1
 1   

0.5
 

y=8 0.5 
0.5

 0.5   
1
 0.5 

0.5
 

 

 Έρεη ηόζεο ζηήιεο (3), όζα είλαη ηα ζηνηρεία ηνπ Α πνπ έρνπλ ηηκή ζπγγέλεηαο   0 

 Έρεη ηόζεο γξακκέο (3) όζα είλαη ηα ζηνηρεία ηνπ Β πνπ έρνπλ ηηκή ζπγγέλεηαο   0 

 ε θάζε θειί γξάθεηαη πάλσ δεμηά ν βαζκόο ζπγγέλεηαο ηνπ x ζην Α θαη θάησ αξηζηεξά ν 

βαζκό ζπγγέλεηαο ηνπ y ζην Β. 
 

 ύκθσλα κε ηελ αξρή ηεο επέθηαζεο ζα είλαη: 

)/()]()([)( yxyuxuzu BA
yxz

BAC  
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Παράδειγμα Χρήζης Αρτής Δπέκηαζης (2/2) 
 Έζησ z=9. Τπάξρνπλ δύν ζπλδπαζκνί x θαη y πνπ καο δίλνπλ άζξνηζκα 9.  

 Ζ αξρή ηεο επέθηαζεο ιέεη όηη ε ηηκή ζπγγέλεηαο ηνπ 9 ζην αζαθέο ζύλνιν C=A+B, 

ηζνύηαη κε ην κέγηζην ησλ ειαρίζησλ ησλ ηηκώλ ζπγγέλεηαο ησλ ζθηαζκέλσλ θειηώλ 

 uA+Β(9) = max(   min(uA(3), uB(6)),   min(uA(2), uB(7))   ) =  

  max(   min(1, 0.5),   min(0.5, 1) =  

  max(  0.5,   0.5  ) = 0.5 

 Άξα ν βαζκόο ζπγγέλεηαο ηνπ z=9 ζην αζαθέο ζύλνιν C=A+B είλαη 0.5. 

 Με παξόκνην ηξόπν ππνινγίδεηαη ν βαζκόο ζπγγέλεηαο θαη γηα ηα ππόινηπα ζηνηρεία 

ηνπ πίλαθα νπόηε πξνθύπηεη: 

uA+Β(z) = { 0/8,   0.5/9,   1/10,   0.5/11,   0/12 } 
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Παράδειγμα Άμεζης Δθαρμογής Αρτής Δπέκηαζης 
 Αλ y=f(x) θαη ε είζνδνο x ηεο f γίλεηαη αζαθήο κέζσ κηαο ζπλάξηεζεο ζπγγέλεηαο 

uA(x), ηόηε θαη ε έμνδνο y γίλεηαη αζαθήο, κε ηελ uB(y) λα πξνθύπηεη κε επίιπζε ηεο 

y=f(x) σο πξνο x θαη αληηθαηάζηαζε ηεο έθθξαζεο πνπ πξνθύπηεη γηα ην x ζηελ 

uA(x) 

 Έζησ ε παξαθάησ ζπλάξηεζε y=f(x): 

4
1)(

2x
xfy 

 

 Έζησ όηη ην x γίλεηαη αζαθέο κέζσ ηεο: 

uA(x)=1/2x 

 Ζ έμνδνο y ηεο f γίλεηαη αζαθήο κε ην uB(y) λα πξνθύπηεη κε επίιπζε ηεο f σο πξνο 

x: 

212 yx 
 

θαη αληηθαηάζηαζε απηήο ηεο έθθξαζεο γηα ην x ζηελ uA(x), δειαδή: 
 

222 112
2

1
)12()( yyyuyu AB 
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Αζαθής Σσλλογιζηική 
 Αθνξά ηελ εμαγσγή ζπκπεξαζκάησλ (ελδερνκέλσο ζε αζαθή κνξθή) κε ρξήζε 

αζαθώλ θαλόλσλ. 

 Απαηηεί ηελ ύπαξμε κηαο αζαθνύο ιεθηηθήο πεξηγξαθήο ηνπ πξνβιήκαηνο 

 Πεξηιακβάλεη ηα εμήο ηέζζεξα ζηάδηα: 

 Τπνινγηζκόο ηεο ζπλάξηεζεο ζπλεπαγσγήο γηα θάζε εκπιεθόκελν θαλόλα. 

 Παξαγσγή επηκέξνπο απνηειεζκάησλ κέζσ θάπνηαο ζπιινγηζηηθήο δηαδηθαζίαο. 

 πλάζξνηζε ησλ επηκέξνπο απνηειεζκάησλ (δηόηη ίζσο ελεξγνπνηεζνύλ πνιινί θαλόλεο). 

 Απνζαθήληζε απνηειεζκάησλ. 
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Παράδειγμα Προβλήμαηος Αζαθούς Σσλλογιζηικής (1/2) 
 Έζησ ζύζηεκα αζαθνύο ζπιινγηζηηθήο πνπ ξπζκίδεη ηε δόζε D κηαο θαξκαθεπηηθήο 

νπζίαο πνπ πξέπεη λα ρνξεγεζεί ζε αζζελή, κε βάζε ηε ζεξκνθξαζία ηνπ T. 

 Έζησ όηη ην ζύζηεκα βαζίδεηαη ζηνπο εμήο δύν αζαθείο θαλόλεο: 

 Κ1: if  T  is  HIGH  then  D  is  HIGH 

 Κ2: if  T  is  LOW  then  D  is  LOW 

 Γίλνληαη επίζεο ηα αζαθή ζύλνια HIGH θαη LOW γηα ηα κεγέζε Σ θαη D: 

 TLOW = { 0.2/37, 1/37.5, 0.5/38, 0.2/38.5, 0/39, 0/39.5, 0/40 } 

 THIGH = { 0/37, 0/37.5, 0.2/38, 0.5/38.5, 0.8/39, 1/39.5, 1/40 } 

 DLOW = { 1/0, 0.8/2, 0.5/5, 0.2/8, 0/10 } 

 DHIGH = { 0/0, 0.2/2, 0.5/5, 0.8/8, 1/10 } 

                        

 Αλ  Σ'=38.5,  λα ππνινγηζηεί ε ηηκή ηνπ D' κε ζπιινγηζηηθή δηαδηθαζία GMP. 
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Παράδειγμα Προβλήμαηος Αζαθούς Σσλλογιζηικής (2/2) 
 Γύν ελαιιαθηηθέο νδνί (καύξα βέιε) πνπ ρξεζηκνπνηνύλ δηαθνξεηηθέο κεζόδνπο ζε 

θάζε έλα από ηα 4 απαηηνύκελα βήκαηα. 
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Βήμα Α1: Υπολογιζμός ζσνάρηηζης ζσνεπαγφγής (Μέθοδος MIN) 
 Δπεηδή ππάξρνπλ δύν θαλόλεο, πξέπεη λα ππνινγηζηνύλ δύν ηειεζηέο ζπλεπαγσγήο, νη 

RK1 θαη RK2. Υξεζηκνπνηείηαη ν ηειεζηήο ζπλεπαγσγήο Mandani min (ή απιά MIN). 

Κ1: if  T  is  HIGH  then  D  is  HIGH     Κ2: if  T  is  LOW  then  D  is  LOW 

 Έζησ ν θαλόλαο Κ1. Καηαζθεπάδεηαη ν θάησ πίλαθαο (αξηζηεξά) κε ηνλ εμήο ηξόπν: 

RK1 D 0 2 5 8 10 

T  0 0.2 0.5 0.8 1 

37.0 0 0 0 0 0 0 

37.5 0 0 0 0 0 0 

38.0 0.2 0 0.2 0.2 0.2 0.2 

38.5 0.5 0 0.2 0.5 0.5 0.5 

39.0 0.8 0 0.2 0.5 0.8 0.8 

39.5 1 0 0.2 0.5 0.8 1 

40.0 1 0 0.2 0.5 0.8 1 
 

RΚ2 D 0 2 5 8 10 

T  1 0.8 0.5 0.2 0 

37.0 0.2 0.2 0.2 0.2 0.2 0 

37.5 1 1 0.8 0.5 0.2 0 

38.0 0.5 0.5 0.5 0.5 0.2 0 

38.5 0.2 0.2 0.2 0.2 0.2 0 

39.0 0 0 0 0 0 0 

39.5 0 0 0 0 0 0 

40.0 0 0 0 0 0 0 
 

 Οη δύν πξώηεο γξακκέο πεξηέρνπλ ην αζαθέο ζύλνιν DHIGH, ελώ νη δύν πξώηεο ζηήιεο ην 

αζαθέο ζύλνιν ΣHIGH. Ζ κεηαβιεηή ηνπ δεμηνύ ηκήκαηνο ηνπ θαλόλα ηνπνζεηείηαη πάληα 

ζην πάλσ κέξνο. 

 Κάζε θειί ηνπ εζσηεξηθνύ πίλαθα πεξηέρεη ην min(uTHIGH, uDHIGH) γηα ηα Σ θαη D ηεο 

γξακκήο θαη ζηήιεο ζηελ νπνία βξίζθεηαη. Ο εζσηεξηθόο απηόο πίλαθαο απνηειεί θαη ηε 

ζρέζε ζπλεπαγσγήο RK1. 

 Όκνηα πξνθύπηεη θαη ε  RK2(TLOW,DLOW)  γηα ηνλ θαλόλα Κ2 (πίλαθαο δεμηά) 

 Γενίκεσζη: Αλ ην if ηκήκα πεξηέρεη Ν εθθξάζεηο πξνθύπηεη πίλαθαο Ν+1 δηαζηάζεσλ. 
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Βήμα Α2: Παραγφγή επιμέροσς αποηελεζμάηφν  (1/2) 
 Με εθαξκνγή ηεο ζπιινγηζηηθήο δηαδηθαζίαο GMP: 

 Καλόλαο Κ1:  D'K1=Σ'oRK1(THIGH,DHIGH) 

 Καλόλαο Κ2:  D'K2=Σ'oRK2(TLOW,DLOW) 

 Απαηηείηαη ε γξαθή ηεο ζεξκνθξαζίαο Σ'=38.5 ζε κνξθή αζαθνύο ζπλόινπ, δειαδή: 

Σ' = 38.5 = { 0/37,  0/37.5,  0/38,  1/38.5,  0/39,  0/39.5,  0/40 } 

 Υξεζηκνπνηείηαη ε κέζνδνο ζύλζεζεο (o) max-min (ε ζπλεζέζηεξε πεξίπησζε). 

 Σερληθή όκνηα κε πνιιαπιαζηαζκό πηλάθσλ: ρξεζηκνπνηείηαη min αληί 

πνιιαπιαζηαζκνύ θαη max αληί πξόζζεζεο. 

 1νο πίλαθαο ην αζαθέο ζύλνιν Σ' (1x7) θαη 2νο ν αξηζηεξά ηνπ βήκαηνο Α1 (7x5) 

 Tν απνηέιεζκα ζα είλαη έλαο πίλαθαο 1x5 πνπ ζα απνηειεί θαη ηελ πνζόηεηα D'K1. 
 

         T   
D
 0 2 5 8 10  

          37 0 0 0 0 0  

          37.5 0 0 0 0 0  

D'K1= [0/37, 0/37.5, 0/38, 1/38.5, 0/39, 0/39.5, 0/40] o  38 0 0.2 0.2 0.2 0.2  

          38.5 0 0.2 0.5 0.5 0.5  

          39 0 0.2 0.5 0.8 0.8  

          39.5 0 0.2 0.5 0.8 1  

          40 0 0.2 0.5 0.8 1  

 D'Κ1 = {     0/0,  0.2/2,  0.5/5,  0.5/8,  0.5/10  } 

 Όκνηα πξνθύπηεη όηη ν θαλόλαο Κ2 δίλεη: D'Κ2 = {  0.2/0,  0.2/2,  0.2/5,  0.2/8,     0/10  } 
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Βήμα Α2: Παραγφγή επιμέροσς αποηελεζμάηφν  (2/2) 
 

 Γξαθηθή απεηθόληζε ησλ D'Κ1 (αξηζηεξά) θαη  D'Κ2 (δεμηά). 
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Βήμα Α3: Σσνάθροιζη αποηελεζμάηφν (Μέθοδος MAX) 
 Τπνινγίδεη ηε ζπλδπαζκέλε έμνδν ησλ θαλόλσλ παίξλνληαο ηε κέγηζηε ηηκή ζπγγέλεηαο 

από ηηο παξακέηξνπο εμόδνπ θάζε θαλόλα, ζεκείν πξνο ζεκείν (pointwise maximum - 

maxp/w). 

 Πξνηηκάηαη όηαλ ζηνλ ππνινγηζκό ηεο ζπλάξηεζεο ζπλεπαγσγήο R έρεη γίλεη ρξήζε ηνπ 

ηειεζηή ζπλεπαγσγήο Mandani min. 

 Γεδνκέλνπ όηη έρεη ππνινγηζηεί: 

   D1'Κ1 = {    0/0,  0.2/2,  0.5/5,  0.5/8,  0.5/10  } 

   D1'Κ2 = { 0.2/0,  0.2/2,  0.2/5,  0.2/8,     0/10  } 

  ε ζπλάζξνηζή ηνπο θαηά MAX δίλεη 

   D1'= {max(0,0.2)/0, max(0.2,0.2)/2, max(0.5,0.2)/5, max(0.5,0.2)/8, max(0.5,0)/10} = 

        = { 0.2/0,  0.2/2,  0.5/5,  0.5/8,  0.5/10 } 
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Βήμα Α4: Αποζαθήνιζη 
 

 Μέζνδνο απνζαθήληζεο MAXIMUM 

 Ζ δηαθξηηή ηηκή είλαη απηή πνπ αληηζηνηρεί ζηε κέγηζηε ηηκή ζπγγέλεηαο ηνπ ηειηθνύ 

απνηειέζκαηνο. 

 Αλ ππάξρνπλ πεξηζζόηεξεο από κία ηέηνηεο ηηκέο, ηόηε ιακβάλεηαη ν κέζνο όξνο ηνπο 

(average-of-maxima). 

 Υξεζηκνπνηώληαο average-of-maxima απνζαθήληζε ζην απνηέιεζκα ηεο ζπλάζξνηζεο 

max πξνθύπηεη ε δηαθξηηή ηηκή:  D1= (5+8+10)/3=7.7   
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Βήμα Β1: Υπολ. ζσνάρηηζης ζσνεπαγφγής (Μέθοδος PRODUCT) 
 Δπεηδή ππάξρνπλ δύν θαλόλεο, πξέπεη λα ππνινγηζηνύλ δύν ηειεζηέο ζπλεπαγσγήο, νη 

RK1 θαη RK2. Υξεζηκνπνηείηαη ν ηειεζηήο ζπλεπαγσγήο Larsen Product (ή απιά 

PRODUCT). 

Κ1: if  T  is  HIGH  then  D  is  HIGH     Κ2: if  T  is  LOW  then  D  is  LOW 

 Έζησ ν θαλόλαο Κ1. Καηαζθεπάδεηαη ν παξαθάησ πίλαθαο (αξηζηεξά) κε ηνλ εμήο ηξόπν: 

RK1 D 0 2 5 8 10 

T  0 0.2 0.5 0.8 1 

37 0 0 0 0 0 0 

37.5 0 0 0 0 0 0 

38 0.2 0 0.04 0.1 0.16 0.2 

38.5 0.5 0 0.1 0.25 0.4 0.5 

39 0.8 0 0.16 0.4 0.64 0.8 

39.5 1 0 0.2 0.5 0.8 1 

40 1 0 0.2 0.5 0.8 1 
 

RΚ2 D 0 2 5 8 10 

T  1 0.8 0.5 0.2 0 

37 0.2 0.2 0.16 0.1 0.04 0 

37.5 1 1 0.8 0.5 0.2 0 

38 0.5 0.5 0.4 0.25 0.1 0 

38.5 0.2 0.2 0.16 0.1 0.04 0 

39 0 0 0 0 0 0 

39.5 0 0 0 0 0 0 

40 0 0 0 0 0 0 
 

 

 Οη δύν πξώηεο γξακκέο πεξηέρνπλ ην αζαθέο ζύλνιν DHIGH, ελώ νη δύν πξώηεο ζηήιεο ην 

αζαθέο ζύλνιν ΣHIGH. Ζ κεηαβιεηή ηνπ δεμηνύ ηκήκαηνο ηνπ θαλόλα ηνπνζεηείηαη πάληα 

ζην πάλσ κέξνο. 

 Κάζε θειί ηνπ εζσηεξηθνύ πίλαθα πεξηέρεη ην (uTHIGH  uDHIGH) γηα ηα Σ θαη D ηεο γξακκήο 

θαη ζηήιεο ζηελ νπνία βξίζθεηαη. Ο εζσηεξηθόο απηόο πίλαθαο απνηειεί θαη ηε ζρέζε 

ζπλεπαγσγήο RK1. 

 Όκνηα πξνθύπηεη θαη ε  RK2(TLOW,DLOW)  γηα ηνλ θαλόλα Κ2  (πίλαθαο δεμηά) 



 

Σερλεηή Ννεκνζύλε – Αβεβαηόηεηα - Αζάθεηα  - 50 - 

Βήμα Β2: Παραγφγή επιμέροσς αποηελεζμάηφν (1/2) 
 Με εθαξκνγή ηεο ζπιινγηζηηθήο δηαδηθαζίαο GMP: 

 Καλόλαο Κ1:  D'K1=Σ'oRK1(THIGH,DHIGH) 

 Καλόλαο Κ2:  D'K2=Σ'oRK2(TLOW,DLOW) 

 Απαηηείηαη ε γξαθή ηεο ζεξκνθξαζίαο Σ'=38.5 ζε κνξθή αζαθνύο ζπλόινπ, δειαδή: 

Σ' = 38.5 = { 0/37,  0/37.5,  0/38,  1/38.5,  0/39,  0/39.5,  0/40 } 

 Υξεζηκνπνηείηαη ε κέζνδνο ζύλζεζεο (o) max-min (ε ζπλεζέζηεξε πεξίπησζε). 

 Σερληθή όκνηα κε πνιιαπιαζηαζκό πηλάθσλ: ρξεζηκνπνηείηαη min αληί 

πνιιαπιαζηαζκνύ θαη max αληί πξόζζεζεο. 

 1νο πίλαθαο ην αζαθέο ζύλνιν Σ' (1x7) θαη 2νο ν εζσηεξηθόο ηνπ βήκαηνο Β1 (7x5) 

 Tν απνηέιεζκα ζα είλαη έλαο πίλαθαο 1x5 πνπ ζα απνηειεί θαη ηελ πνζόηεηα D'K1. 
 

         T   
D
 0 2 5 8 10  

          37 0 0 0 0 0  

          37.5 0 0 0 0 0  

D'K1= [0/37, 0/37.5, 0/38, 1/38.5, 0/39, 0/39.5, 0/40] o  38 0 0.04 0.1 0.16 0.2  

          38.5 0 0.1 0.25 0.4 0.5  

          39 0 0.16 0.4 0.64 0.8  

          39.5 0 0.2 0.5 0.8 1  

          40 0 0.2 0.5 0.8 1  

 D'Κ1 = {    0/0,   0.1/2, 0.25/5,   0.4/8, 0.5/10 } 

 Όκνηα πξνθύπηεη όηη ν θαλόλαο Κ2 δίλεη: D'Κ2 = { 0.2/0, 0.16/2,   0.1/5, 0.04/8,    0/10 } 
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Βήμα Β2: Παραγφγή επιμέροσς αποηελεζμάηφν (2/2) 
 

 Γξαθηθή απεηθόληζε ησλ D'Κ1 (αξηζηεξά) θαη  D'Κ2 (δεμηά). 
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Βήμα Β3: Σσνάθροιζη αποηελεζμάηφν (Μέθοδος SUM) 
 

 Τπνινγίδεη ηε ζπλδπαζκέλε έμνδν ησλ θαλόλσλ παίξλνληαο ηo άζξνηζκα ησλ ηηκώλ ζπγ-

γέλεηαο ησλ παξακέηξσλ εμόδνπ θάζε θαλόλα, ζεκείν πξνο ζεκείν (pointwise sum - 

sump/w). 

 Πξνηηκάηαη όηαλ ζηνλ ππνινγηζκό ηεο ζπλάξηεζεο ζπλεπαγσγήο R έρεη γίλεη ρξήζε ηνπ 

ηειεζηή ζπλεπαγσγήο Larsen product. 

 Γεδνκέλνπ όηη έρεη ππνινγηζηεί: 

   D2'Κ1 = {    0/0,   0.1/2, 0.25/5,   0.4/8, 0.5/10  } 

   D2'Κ2 = { 0.2/0, 0.16/2,   0.1/5, 0.04/8,    0/10  } 

  ε ζπλάζξνηζή ηνπο θαηά MAX δίλεη 

   D2'= { (0+0.2)/0, (0.1+0.16)/2, (0.25+0.1)/5, (0.4+0.04)/8, (0.5+0)/10} = 

        = { 0.2/0,  0.26/2,  0.35/5,  0.44/8,  0.5/10 } 

 Ζ ζπλάζξνηζε sum κπνξεί λα νδεγήζεη ζε 

ηηκέο αιεζείαο κεγαιύηεξεο ηεο κνλάδαο.  

 Γηα απηό ην ιόγν πξηλ γίλεη απνζαθήληζε 

ηνπ απνηειέζκαηνο νη ηηκέο 

θαλνληθνπνηνύληαη. 

 Γελ απαηηείηαη θαλνληθνπνίεζε αλ ε 

κέζνδνο απνζαθήληζεο είλαη ε cendroid. 
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Βήμα Β4: Αποζαθήνιζη 
 Μέζνδνο απνζαθήληζεο CENDROID 

 Ζ δηαθξηηή ηηκή είλαη απηή πνπ πξνθύπηεη από ην θέληξν βάξνπο ηεο ηειηθήο ζπλάξηεζεο 

ζπγγέλεηαο γηα ηελ αζαθή παξάκεηξν εμόδνπ. 

 Σν θέληξν βάξνπο κηαο επηθάλεηαο πνπ νξίδεηαη από κία ζπλάξηεζε f(t) νξηζκέλε κεηαμύ 

t1 θαη t2 θαη ηνλ άμνλα x, βξίζθεηαη ζηε ζέζε tθβ πνπ 

νξίδεηαη από ηε γεληθή ζρέζε (1): 
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 ηελ πεξίπησζε δηαθξηηνύ ζπλόινπ αλαθνξάο, κε 

uOUT ζπλάξηεζε ζπγγέλεηαο εμόδνπ, ηα νινθιεξώκαηα αληηθαζίζηαληαη κε δηαθξηηό 

άζξνηζκα θαη γίλεηαη δεηγκαηνιεςία Ν ζεκείσλ ζην ζύλνιν αλαθνξάο ηεο uOUT (ζρ.2). 

 Με CENDROID απνζαθήληζε ζηα απνηειέζκαηα ηεο ζπλάζξνηζεο SUM, πξνθύπηεη:  

2.6
5.044.035.026.02.0

5.01044.0835.0526.022.00

)(

)(

5

1

'2

5

1

'2

'2 

















i

iD

i

iDi

D

tu

tut

t
 

 Αλ έρεη γίλεη ζύλζεζε απνηειεζκάησλ από επηκέξνπο θαλόλεο θαη ππάξρνπλ ηπρόλ 

αιιεινεπηθαιππηόκελεο πεξηνρέο, απηέο ιακβάλνληαη ππ' όςε κία κόλν θνξά. 
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Γιαγραμμαηική Δπίλσζη (1/2) 
 Προϋπόθεζη: νη ζπλαξη. ζπγγέλεηαο λα είλαη ζπλερείο θακπύιεο - όρη δεύγε (x,u(x)) 

 Πρόβλημα: ππνινγηζκόο ηεο δόζεο D' κηαο θαξκαθεπηηθήο νπζίαο κε βάζε ηελ 

ζεξκνθξαζία Σ' θαη ηνπο αζαθείο θαλόλεο: 

 Κ1: if  T  is  HIGH  then  D  is  HIGH Κ2: if  T  is  LOW  then  D  is  LOW 

 Θεσξώληαο κέζνδν ΜΗΝ γηα ηνλ ππνινγηζκό ησλ ζπλαξηήζεσλ ζπλεπαγσγήο: 
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 Οη "θακπύιεο" DEF θαη CGH απνηεινύλ ηελ ζπλάξηεζε ζπγγέλεηαο ηεο εμόδνπ ησλ 

θαλόλσλ Κ2 θαη Κ1 αληίζηνηρα.  

 Ζ ζπλάζξνηζε max ζηηο "θακπύιεο" DEF θαη CGH δίλεη ηελ "θακπύιε" DJGH πνπ είλαη 

ζε ζπκθσλία κε ηελ αλαιπηηθή ιύζε. Ζ απνζαθήληζε γίλεηαη όπσο θαη ζηελ αλαιπηηθή 

επίιπζε. 
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Γιαγραμμαηική Δπίλσζη (2/2) 
 Θεσξώληαο κέζνδν PRODUCT γηα ηνλ ππνινγηζκό ησλ ζπλαξηήζεσλ ζπλεπαγσγήο: 
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 Οη "θακπύιεο" DF θαη CH απνηεινύλ ηελ ζπλάξηεζε ζπγγέλεηαο ηεο εμόδνπ ησλ 

θαλόλσλ Κ2 θαη Κ1 αληίζηνηρα. 

 Ζ ζπλάζξνηζε SUM ζηηο "θακπύιεο" DF θαη CH δίλεη ηελ "θακπύιε" DH πνπ είλαη ζε 

ζπκθσλία κε ηελ αλαιπηηθή ιύζε. 

 Ζ απνζαθήληζε γηα ηνλ ππνινγηζκό ηνπ D' γίλεηαη όπσο θαη ζηελ αλαιπηηθή επίιπζε 
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Σσζηήμαηα Αζαθούς Σσλλογιζηικής 
 

 

 

 Καιή θαηαλόεζε ηεο δηαδηθαζίαο πνπ πξόθεηηαη λα κνληεινπνηεζεί. 

 Δσζκολόηερο ζημείο: ε επηινγή ησλ αζαθώλ κεηαβιεηώλ, ησλ ηηκώλ ηνπο θαη ησλ 

θαλόλσλ κε ηνπο νπνίνπο ζα ζπλδπαζηνύλ. 

 Ο πξνζδηνξηζκόο ησλ δηαθόξσλ ζπλαξηήζεσλ ζπγγέλεηαο, πνιιέο θνξέο γίλεηαη 

απηόκαηα κε ρξήζε λεπξσληθώλ δηθηύσλ. 

 Άιια ζεκεία πνπ απαηηνύλ πξνζνρή: ε επηινγή ηνπ θαηάιιεινπ ηειεζηή 

ζπλεπαγσγήο, ηεο κεζόδνπ απνζαθήληζεο, θιπ. 



 

Σερλεηή Ννεκνζύλε – Αβεβαηόηεηα - Αζάθεηα  - 57 - 

Σηαθερόηηηα/Ποιόηηηα Αζαθούς Σσζηήμαηος 
 Σηαθερόηηηα: ε ηθαλόηεηα ηνπ αζαθνύο ζπζηήκαηνο λα εκθαλίδεη θαιή 

ζπκπεξηθνξά ζε όιν ην θάζκα ηηκώλ εηζόδνπ. 

 πλήζσο ε ζηαζεξόηεηα ζπκπεξηιακβάλεηαη ζαλ αζαθήο κεηαβιεηή ζηελ 

πεξηγξαθή ηνπ ζπζηήκαηνο θαη ζρεηηθνί θαλόλεο ξπζκίδνπλ ηε ζπκπεξηθνξά ηνπ 

ζπζηήκαηνο ζε αθξαίεο θαηαζηάζεηο. 

 Δπεηδή πεξηζζόηεξνη ηνπ ελόο θαλόλεο ζπλεηζθέξνπλ ζην απνηέιεζκα ηνπ ζηαδίνπ 

ηεο ζπλάζξνηζεο, ε κνξθή ηνπ ηειηθνύ απνηειέζκαηνο πνιιέο θνξέο δίλεη κία θαιή 

έλδεημε γηα ηελ πνηόηεηα ηνπ ζπλνιηθνύ ζπζηήκαηνο.  
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Υαξαθηεξηζηηθέο πεξηπηώζεηο αζαθνύο εμόδνπ. 

Παράδειγμα 
a) Ύπαξμε ελόο "ηζρπξνύ" θαλόλα πνπ 

δηακνξθώλεη δξαζηηθά ην απνηέιεζκα 

(επηζπκεηό ραξαθηεξηζηηθό). 

b) Οη δύν θνξπθέο ηεο ζπλάξηεζεο 

ζπγγέλεηαο ηεο εμόδνπ θαλεξώλνπλ 

ηελ ύπαξμε δύν θαλόλσλ (ή νκάδσλ 

θαλόλσλ) νη νπνίνη έρνπλ αληηθαηηθή 

ζπκπεξηθνξά (απαηηείηαη βειηίσζε 

ηνπ ζπζηήκαηνο θαλόλσλ). 

c) Σν κεγάιν πιαηό, ππνδειώλεη όηη ην 

ζύζηεκα ησλ θαλόλσλ είλαη ειιηπέο. 



 

Σερλεηή Ννεκνζύλε – Αβεβαηόηεηα - Αζάθεηα  - 58 - 

Δθαρμογές Αζαθούς Λογικής 
 ύζηεκα Linkman (ηζηνξηθά ε πξώηε εθαξκνγή): έιεγρε ηελ κίμε ησλ πιηθώλ θαη 

ηελ θαηεξγαζία ηνπο ζε πεξηζηξεθόκελν θιίβαλν, ζε βηνκεραλίεο παξαγσγήο 

ηζηκέληνπ (ζε ρξήζε θαη ζηελ Διιάδα). 

 Ο ππόγεηνο ζηδεξόδξνκνο Sendai ζηελ Ηαπσλία: έιεγρνο ξπζκνύ επηηάρπλζεο θαη 

επηβξάδπλζεο ησλ ζπξκώλ, θιπ. 

 Φσηνγξαθηθέο κεραλέο πνπ εζηηάδνπλ θαη ξπζκίδνπλ ην ρξόλν έθζεζεο απηόκαηα. 

 Πιπληήξηα ξνύρσλ πνπ απνθαζίδνπλ κόλα ηνπο ην πξόγξακκα πιύζεο αλάινγα κε 

ηελ πνζόηεηα ξνύρσλ, ην πόζν βξώκηθα είλαη θαη ηελ πνηόηεηα ηνπ λεξνύ. 

 πζθεπέο video-camera: γηα ζπλερή εζηίαζε αιιά θαη ζηαζεξνπνίεζε ηεο εηθόλαο. 

 Αζαθή ζπζηήκαηα πέδεζεο (fuzzy ABS) θαη κεηάδνζεο θίλεζεο ζε απηνθίλεηα. 

 Αζαθή ζπζηήκαηα ειέγρνπ ιαβήο ζε ξνκπνηηθνύο βξαρίνλεο. 

 Αζαθείο ζπζθεπέο θιηκαηηζκνύ. 

 Αζαθείο βαιβίδεο γηα έιεγρν ξνήο. 

 Αζαθή ζπζηήκαηα θαηαλνκήο θαπζίκνπ αλάινγα κε ην θάθειν πηήζεο ζε 

δεμακελέο πνιεκηθώλ αεξνζθαθώλ. 

 Έκπεηξα ζπζηήκαηα γηα νηθνλνκηθέο εθαξκνγέο (ρξεκαηηζηήξην) κε αζαθείο 

θαλόλεο.  
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Αζκήζεις 
 8.5. Πσο ζα ραξαθηεξίδαηε έλα ζπίηη 80 m2 κε βάζε ηα αζαθή ζύλνια:  

  Μεγάιν={0.0/40, 0.1/50, 0.15/60, 0.5/80, 0.6/100, 0.7/110, 0.8/120, 0.9/140} θαη  

  Μηθξό={1.0/40, 0.9/50, 0.8/60, 0.6/80, 0.3/100, 0.2/110, 0.1/120, 0.0/140}.  
 

 8.6. Πσο ζα ραξαθηεξίδαηε θάπνηνλ κε κηζζό 800€ κε βάζε ηα αζαθή ζύλνια: 

  Υακειόκηζζνο={1/650, 0.9/700, 0.7/800, 0.5/1000, 0.3/1200, 0.1/1500} θαη  

  Τςειόκηζζνο={0/650, 0.1/700, 0.2/800, 0.4/1000, 0.6/1200, 0.7/1500}.  
 

 8.7. Πσο ζα ραξαθηεξίδαηε θάπνηνλ κε ειηθία 30 εηώλ κε βάζε ηα αζαθή ζύλνια:  

  Νένο={1/10, 0.9/20, 0.7/30, 0.4/40, 0.2/50, 0/60} θαη  

  Μεζήιηθαο={0/10, 0.1/20, 0.3/30, 0.5/40, 0.7/50, 0.9/60}.  
 

 8.8. Πσο ζα ραξαθηεξίδαηε θάπνηνλ κε ύςνο 1.8 κε βάζε ηα αζαθή ζύλνια: 

  Κνληόο={1/1.5, 1/1.6, 0.8/1.7, 0.3/1.8, 0.1/1.9, 0/1.95} θαη  

  Φειόο={0/1.5, 0/1.6, 0.2/1.7, 0.5/1.8, 0.7/1.9, 1/1.95}.  
 


