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Ορισµός

Αναγκαιότητα µελέτης

Ο µετασχηµατισµός Fourier είναι χρήσιµο εργαλείο στην ανάλυση σηµάτων

και συστηµάτων. ΄Οταν όµως το σήµα δεν έχει µετασχηµατισµό Fourier,

τότε υπάρχει πρόβληµα.

Γνωρίζουµε ότι για να ορίζεται ο µετασχηµατισµός Fourier το σήµα πρέπει

να είναι απολύτως ολοκληρώσιµο, π.χ. να είναι σήµα ενέργειας.

Είδαµε ότι για τα σήµατα u(t) και sgn(t) καθώς και για τις περιοδικές

συναρτήσεις ο µετασχηµατισµός Fourier δεν ορίστηκε απευθείας, αλλά

αποδόθηκε µετασχηµατισµός Fourier µε χρήση γενικευµένων

συναρτήσεων.

Προκύπτει αβίαστα η ανάγκη να µελετηθεί ο µετασχηµατισµός Laplace, ο

οποίος ορίζεται για τα προαναφερθέντα σήµατα.
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Ορισµός

∆ίπλευρος µετασχηµατισµός (1)

Εισάγεται µέσα στο ολοκλήρωµα του ορισµού του µετασχηµατισµού Fourier

ένας αποσβενύµενος εκθετικός παράγοντας e
−σt µε σ > 0 ο οποίος

πολλαπλασιάζεται µε το σήµα x(t), έτσι ώστε το προκύπτον σήµα

x(t) e
−σt να διαθέτει καλώς ορισµένο µετασχηµατισµό Fourier.

Τούτο επιτυγχάνεται αν∫ ∞
−∞
|x(t) e

−σt | dt =

∫ ∞
−∞
|x(t)| e−σt

dt <∞. (1)

Το γενικευµένο ολοκλήρωµα στην (1) είναι ϕραγµένο για x(t) = u(t),

x(t) = tu(t), οποιοδήποτε πολυώνυµο ως προς t που είναι µηδέν για

t < 0 είτε για αυξανόµενα εκθετικά σήµατα, λόγω της παρουσίας του

παράγοντα σύγκλισης e
−σt .
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Ορισµός

∆ίπλευρος µετασχηµατισµός (2)

Ο µετασχηµατισµός Fourier του τροποποιηµένου σήµατος δίνεται από την

F

{
e
−σt

x(t)

}
=

∫ ∞
−∞

x(t) e
−σt

e
−jωt

dt =

∫ ∞
−∞

x(t) e
−(σ+jω)t

dt

= X1(σ + jω) (2)

Θέτουµε s = σ + jω. Η µεταβλητή s λέγεται µιγαδική συχνότητα (complex

frequency). Τότε ο ευθύς δίπλευρος µετασχηµατισµός Laplace ορίζεται

ως

X(s)
4
=

∫ ∞
−∞

x(t) e
−st

dt. (3)

Γενικά ϑα υπάρχει µια περιοχή τιµών του σ = Re{s} και εποµένως µια

περιοχή του s στο µιγαδικό επίπεδο για την οποία ο X(s) υπάρχει.
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Ορισµός

∆ίπλευρος µετασχηµατισµός (3)

Ας πάρουµε τώρα τον αντίστροφο µετασχηµατισµό Fourier της X1(σ + jω)

x(t)e−σt =
1

2π

∫ ∞
−∞

X1(σ + jω) e
jωt

dω ⇒

x(t) =
1

2π

∫ ∞
−∞

X1(σ + jω) e
(σ+jω)t

dω. (4)

Ο αντίστροφος δίπλευρος µετασχηµατισµός Laplace:

x(t)
4
=

1

2πj

∫ σ+j∞

σ−j∞
X(s) e

st
ds. (5)

Ο αντίστροφος µετασχηµατισµός Laplace υπολογίζεται ως ολοκλήρωµα

στο µιγαδικό επίπεδο πάνω σε µια τροχιά (contour) παράλληλη προς τον

jω άξονα και ορισµένη για κάθε τιµή του σ τέτοια ώστε X(s) = X(σ + jω)
να συγκλίνει.
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Ορισµός

Μονόπλευρος µετασχηµατισµός (1)

Σε πολλές πρακτικές εφαρµογές µας ενδιαφέρει ο µονόπλευρος

µετασχηµατισµός Laplace που ισχύει για σήµατα x(t) που ορίζονται µόνο

σε ϑετικούς χρόνους, δηλαδή x(t) = 0 για t < 0:

X (s) = UL
{

x(t)
} 4
=

∫ ∞
0−

x(t) e
−st

dt (6)

όπου το ολοκλήρωµα περιλαµβάνει τους κρουστικούς παλµούς ή τις

ανώµαλες συναρτήσεις (singularities) ανώτερης τάξηςα΄ για t = 0.

Ο µονόπλευρος µετασχηµατισµός Laplace έχει ιδιαίτερη αξία για την

ανάλυση αιτιατών συστηµάτων και ιδιαίτερα συστηµάτων που

προσδιορίζονται από γραµµικές διαφορικές εξισώσεις µε σταθερούς

συντελεστές και µη-µηδενικές αρχικές συνθήκες.

α΄
Ανώµαλες συναρτήσεις ανώτερης τάξης είναι οι παράγωγοι πρώτης, δεύτερης κ.ο.κ

τάξης των κρουστικών παλµών ή πολλαπλά ολοκληρώµατα της ϐηµατικής συνάρτησης.
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Ορισµός

Μονόπλευρος µετασχηµατισµός (2)

Ο προσεκτικός αναγνώστης ανακαλεί ότι τέτοια συστήµατα δεν είναι

γραµµικά, αλλά στοιχειωδώς γραµµικά.

Από την εξίσωση ορισµού του µονόπλευρου µετασχηµατισµού Laplace

παρατηρούµε ότι η µόνη διαφορά έγκειται στο κάτω όριο ολοκλήρωσης.

1 ∆ύο σήµατα που διαφέρουν για t < 0, αλλά είναι ταυτόσηµα για t ≥ 0 ϑα

έχουν διαφορετικούς δίπλευρους µετασχηµατισµούς Laplace, αλλά

ταυτόσηµους µονόπλευρους µετασχηµατισµούς Laplace.

2 Για σήµατα που είναι ταυτοτικά µηδέν για t < 0, ο µονόπλευρος και ο

δίπλευρος µετασχηµατισµός Laplace ταυτίζονται.

Η µελέτη µας ϑα επικεντρωθεί στο δίπλευρο µετασχηµατισµό Laplace.

΄Οπου απαιτείται ϑα κάνουµε την αναγκαία διάκριση µεταξύ δίπλευρου και

µονόπλευρου µετασχηµατισµού.
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Από την εξίσωση ορισµού του µονόπλευρου µετασχηµατισµού Laplace

παρατηρούµε ότι η µόνη διαφορά έγκειται στο κάτω όριο ολοκλήρωσης.

1 ∆ύο σήµατα που διαφέρουν για t < 0, αλλά είναι ταυτόσηµα για t ≥ 0 ϑα

έχουν διαφορετικούς δίπλευρους µετασχηµατισµούς Laplace, αλλά

ταυτόσηµους µονόπλευρους µετασχηµατισµούς Laplace.

2 Για σήµατα που είναι ταυτοτικά µηδέν για t < 0, ο µονόπλευρος και ο

δίπλευρος µετασχηµατισµός Laplace ταυτίζονται.

Η µελέτη µας ϑα επικεντρωθεί στο δίπλευρο µετασχηµατισµό Laplace.

΄Οπου απαιτείται ϑα κάνουµε την αναγκαία διάκριση µεταξύ δίπλευρου και

µονόπλευρου µετασχηµατισµού.
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Ορισµός

Συγκρίσεις µετασχηµατισµών

Τα πλεονεκτήµατα του µετασχηµατισµού Laplace έναντι του

µετασχηµατισµού Fourier είναι τα εξής :

1 Η ευκολία υπολογισµού του µετασχηµατισµού Laplace.

2 Ο µετασχηµατισµός Laplace ενσωµατώνει τις αρχικές συνθήκες στην

επίλυση των γραµµικών διαφορικών εξισώσεων και µετατρέπει τις γραµµικές

διαφορικές εξισώσεις σε αλγεβρικές.

3 Ο µετασχηµατισµός Laplace παρέχει πληροφορίες για τις ιδιότητες ενός

Γ.Χ.Α. συστήµατος.

4 Ορίζεται µετασχηµατισµός Laplace και για σήµατα που δεν είναι απολύτως

ολοκληρώσιµα.

Ο µετασχηµατισµός Fourier χρησιµοποιείται στις τηλεπικοινωνίες, τα ϕίλτρα,

οπουδήποτε έχουµε να κάνουµε µε το ϕάσµα.

Ο µετασχηµατισµός Laplace χρησιµοποιείται στη ϑεωρία κυκλωµάτων και

στα συστήµατα αυτοµάτου ελέγχου.

Ο µετασχηµατισµός Fourier, εφόσον ορίζεται, µπορεί να υπολογιστεί

απευθείας αν γνωρίζουµε τον µετασχηµατισµό Laplace.
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Ορισµός

Περιοχή σύγκλισης (region of convergence)

Ως περιοχή σύγκλισης του µετασχηµατισµού Laplace ορίζεται το διάστηµα

τιµών του s = σ + jω για τις οποίες ο µετασχηµατισµός Fourier του σήµατος

x(t) e
−σt συγκλίνει.

Αν για ένα σήµα το ολοκλήρωµα ορισµού του µετασχηµατισµού Laplace

υπάρχει για µια τιµή s0 = σ0 + jω0, τότε υπάρχει ∀s: Re{s} > σ0.

Υπολογισµοί

Σπανίως καταφεύγουµε στον υπολογισµό του µετασχηµατισµού Laplace και

αντίστροφου µετασχηµατισµού Laplace µε τη χρήση των εξισώσεων ορισµού.

Προτιµούµε τη χρήση πινάκων και την αξιοποίηση των ιδιοτήτων του

µετασχηµατισµού.
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Ορισµός

Παράδειγµα 6.1 (1)

΄Εστω x(t) = e
−at

u(t), a > 0. Εφαρµόζοντας την εξίσωση ορισµού για

s = σ + jω παίρνουµε

X(σ + jω) =

∫ ∞
0−

e
−at

e
−st

dt =

∫ ∞
0−

e
−(s+a)t

dt =

=

∫ ∞
0−

e
−(σ+a)t

e
−jωt

dt =
1

(σ + a) + jω
, σ + a > 0

=
1

s + a
, Re{s} > −a. (7)

Είναι προφανές ότι η περιοχή σύγκλισης του µετασχηµατισµού Laplace (7)

είναι Re{s} > −a.
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u(t), a > 0. Εφαρµόζοντας την εξίσωση ορισµού για

s = σ + jω παίρνουµε

X(σ + jω) =

∫ ∞
0−

e
−at

e
−st

dt =

∫ ∞
0−

e
−(s+a)t

dt =

=

∫ ∞
0−

e
−(σ+a)t

e
−jωt

dt =
1

(σ + a) + jω
, σ + a > 0

=
1

s + a
, Re{s} > −a. (7)

Είναι προφανές ότι η περιοχή σύγκλισης του µετασχηµατισµού Laplace (7)

είναι Re{s} > −a.
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Παράδειγµα 6.1 (2): Περιοχή σύγκλισης του µετασχηµατισµού Laplace
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Παράδειγµα 6.1 (3): Μετασχηµατισµός Fourier

Επειδή ο jω άξονας κείται εντός της περιοχής σύγκλισης, ο µετασχηµατισµός

Fourier υπάρχει και προκύπτει από την (7) αν αντικαταστήσουµε όπου s = jω,

δηλαδή

X(jω) = X(σ + jω)
∣∣∣
σ=0

=
1

jω + a
. (8)

Παράδειγµα 6.1 (4): Εµβάθυνση στο µετασχηµατισµό Laplace

Ο µετασχηµατισµός Laplace είναι συνάρτηση µιγαδικής µεταβλητής που

λαµβάνει µιγαδικές τιµές.

Το µέτρο και η ϕάση του µετασχηµατισµού Laplace είναι στην ουσία

δισδιάστατες συναρτήσεις.

Μέτρο και ϕάση του µετασχηµατισµού Laplace
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Ορισµός

Ικανές συνθήκες για την ύπαρξη του µετασχηµατισµού Laplace (1)

Η ύπαρξη του ολοκληρώµατος στην (3) είναι εγγυηµένη αν το σήµα x(t)
ικανοποιεί τις ακόλουθες ικανές συνθήκες :

1 το x(t) είναι ολοκληρώσιµο σε κάθε πεπερασµένο διάστηµα τιµών του t

στην περιοχή −∞ < t < +∞ και

2 το x(t) είναι εκθετικής τάξης καθώς t τείνει στο ±∞, δηλαδή

limt→±∞ |x(t)|e−σt = 0 για κάποια περιοχή τιµών του σ.

Οι συνθήκες που προαναφέρθηκαν είναι ικανές, αλλά όχι αναγκαίες,

επειδή υπάρχουν σήµατα x(t) που δεν τις ικανοποιούν, αλλά διαθέτουν

µετασχηµατισµό Laplace.
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Ικανές συνθήκες για την ύπαρξη του µετασχηµατισµού Laplace (2)

Η περιοχή σύγκλισης του µετασχηµατισµού Laplace είναι µια λωρίδα στο

µιγαδικό επίπεδο. Πράγµατι· διαχωρίζοντας το ολοκλήρωµα ορισµού του

µετασχηµατισµού Laplace (3) σε αρνητικά και ϑετικά χρονικά διαστήµατα

X(s) =

∫
0

−∞
x(t) e

−st
dt +

∫ +∞

0

x(t) e
−st

dt (9)

παρατηρούµε ότι για να υπάρχει το πρώτο ολοκλήρωµα στην (9) για τη

χειρότερη δυνατή επιλογή x(t) = e
αt , όταν t < 0 και α ∈ R, πρέπει

σ = Re{s} < α. ΄Οντως το πρώτο ολοκλήρωµα αναλύεται σε∫
0

−∞
e
α t

e
−s t

dt =

∫
0

−∞
e
(α− s) t

dt =

∫ ∞
0

e
−(α− s) ξ

dξ (10)

απ΄ όπου καθίσταται προφανές ότι πρέπει α− σ > 0 για να υπάρχει.
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Ορισµός

Ικανές συνθήκες για την ύπαρξη του µετασχηµατισµού Laplace (3)

Οµοίως για να υπάρχει το δεύτερο ολοκλήρωµα στην (9) για τη χειρότερη

δυνατή επιλογή x(t) = e
βt για t > 0 και β ∈ R πρέπει σ = Re{s} > β.

Ο µετασχηµατισµός Laplace ϑα υπάρχει µόνο αν α > β. Γενικά η περιοχή

σύγκλισης ϑα είναι µια ανοιχτή περιοχή του s.

Εφεξής ο µετασχηµατισµός Fourier, όταν ορίζεται, ϑα παριστάνεται ως

X(jω) αντί X(ω) για να κάνουµε εµφανές ότι προκύπτει από το

µετασχηµατισµό Laplace αντικαθιστώντας όπου s το jω.

Μετασχηµατισµός Laplace 16/97



Ορισµός

Ικανές συνθήκες για την ύπαρξη του µετασχηµατισµού Laplace (3)

Οµοίως για να υπάρχει το δεύτερο ολοκλήρωµα στην (9) για τη χειρότερη

δυνατή επιλογή x(t) = e
βt για t > 0 και β ∈ R πρέπει σ = Re{s} > β.

Ο µετασχηµατισµός Laplace ϑα υπάρχει µόνο αν α > β. Γενικά η περιοχή

σύγκλισης ϑα είναι µια ανοιχτή περιοχή του s.

Εφεξής ο µετασχηµατισµός Fourier, όταν ορίζεται, ϑα παριστάνεται ως

X(jω) αντί X(ω) για να κάνουµε εµφανές ότι προκύπτει από το

µετασχηµατισµό Laplace αντικαθιστώντας όπου s το jω.

Μετασχηµατισµός Laplace 16/97



Ορισµός

Ικανές συνθήκες για την ύπαρξη του µετασχηµατισµού Laplace (3)

Οµοίως για να υπάρχει το δεύτερο ολοκλήρωµα στην (9) για τη χειρότερη

δυνατή επιλογή x(t) = e
βt για t > 0 και β ∈ R πρέπει σ = Re{s} > β.

Ο µετασχηµατισµός Laplace ϑα υπάρχει µόνο αν α > β. Γενικά η περιοχή

σύγκλισης ϑα είναι µια ανοιχτή περιοχή του s.

Εφεξής ο µετασχηµατισµός Fourier, όταν ορίζεται, ϑα παριστάνεται ως

X(jω) αντί X(ω) για να κάνουµε εµφανές ότι προκύπτει από το

µετασχηµατισµό Laplace αντικαθιστώντας όπου s το jω.

Μετασχηµατισµός Laplace 16/97



Ορισµός

Ρητοί µετασχηµατισµοί Laplace (1)

Αν το σήµα x(t) είναι γραµµικός συνδυασµός πραγµατικών ή µιγαδικών

εκθετικών, τότε ο µετασχηµατισµός Laplace είναι ϱητή συνάρτηση

X(s) =
N(s)

D(s)
. (11)

Στην περίπτωση αυτή, οι ϱίζες του πολυωνύµου του αριθµητή N(s)
ονοµάζονται µηδενικά (zeros), ενώ οι ϱίζες του πολυωνύµου του

παρονοµαστή ονοµάζονται πόλοι (poles). Παρατηρούµε ότι στα µηδενικά

µηδενίζεται ένας ϱητός µετασχηµατισµός Laplace, ενώ στους πόλους

ένας ϱητός µετασχηµατισµός Laplace απειρίζεται.

Ας υποθέσουµε ότι ένας ϱητός µετασχηµατισµός Laplace αναλύεται ως

X(s) =
N(s)

D(s)
=

a0 + a1s + . . .+ aMs
M

b0 + b1s + . . .+ bNsN
=

∏
M

i=1
(s − zi)∏

N

i=1
(s − pi)

. (12)

Μετασχηµατισµός Laplace 17/97



Ορισµός

Ρητοί µετασχηµατισµοί Laplace (1)

Αν το σήµα x(t) είναι γραµµικός συνδυασµός πραγµατικών ή µιγαδικών

εκθετικών, τότε ο µετασχηµατισµός Laplace είναι ϱητή συνάρτηση

X(s) =
N(s)

D(s)
. (11)

Στην περίπτωση αυτή, οι ϱίζες του πολυωνύµου του αριθµητή N(s)
ονοµάζονται µηδενικά (zeros), ενώ οι ϱίζες του πολυωνύµου του

παρονοµαστή ονοµάζονται πόλοι (poles). Παρατηρούµε ότι στα µηδενικά

µηδενίζεται ένας ϱητός µετασχηµατισµός Laplace, ενώ στους πόλους

ένας ϱητός µετασχηµατισµός Laplace απειρίζεται.

Ας υποθέσουµε ότι ένας ϱητός µετασχηµατισµός Laplace αναλύεται ως

X(s) =
N(s)

D(s)
=

a0 + a1s + . . .+ aMs
M

b0 + b1s + . . .+ bNsN
=

∏
M

i=1
(s − zi)∏

N

i=1
(s − pi)

. (12)

Μετασχηµατισµός Laplace 17/97



Ορισµός

Ρητοί µετασχηµατισµοί Laplace (1)

Αν το σήµα x(t) είναι γραµµικός συνδυασµός πραγµατικών ή µιγαδικών

εκθετικών, τότε ο µετασχηµατισµός Laplace είναι ϱητή συνάρτηση

X(s) =
N(s)

D(s)
. (11)

Στην περίπτωση αυτή, οι ϱίζες του πολυωνύµου του αριθµητή N(s)
ονοµάζονται µηδενικά (zeros), ενώ οι ϱίζες του πολυωνύµου του

παρονοµαστή ονοµάζονται πόλοι (poles). Παρατηρούµε ότι στα µηδενικά

µηδενίζεται ένας ϱητός µετασχηµατισµός Laplace, ενώ στους πόλους

ένας ϱητός µετασχηµατισµός Laplace απειρίζεται.

Ας υποθέσουµε ότι ένας ϱητός µετασχηµατισµός Laplace αναλύεται ως

X(s) =
N(s)

D(s)
=

a0 + a1s + . . .+ aMs
M

b0 + b1s + . . .+ bNsN
=

∏
M

i=1
(s − zi)∏

N

i=1
(s − pi)

. (12)

Μετασχηµατισµός Laplace 17/97



Ορισµός

Ρητοί µετασχηµατισµοί Laplace (2)

Σ᾿ ένα ϱητό µετασχηµατισµό Laplace ο αριθµός των µηδενικών zi πρέπει

να ισούται µε τον αριθµό των πόλων pi .

1 Τούτο είναι προφανές αν στην (12) M = N, οπότε όλοι οι πόλοι και τα

µηδενικά είναι πρόδηλοι.

2 Αν M < N, τότε λείπουν µηδενικά. Στην περίπτωση αυτή προσθέτουµε

N −M άδηλα µηδενικά στο άπειρο, επειδή

X(s) =
1

s
N−M

aM + aM−1s
−1 + . . .+ a0s

−M

bN + bN−1s
−1 + . . .+ b0s

−N
(13)

και lims→∞ X(s) = 0.

3 Αν M > N, τότε λείπουν πόλοι. Στην περίπτωση αυτή προσθέτουµε M − N

άδηλους πόλους στο άπειρο, επειδή lims→∞ X(s) =∞.
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Παράδειγµα 6.2 (1)

΄Εστω το σήµα

x(t) = e
−t

u(t) + e
−2t

u(t). (14)

Ο µετασχηµατισµός Laplace του σήµατος x(t) είναι

X(s) =
1

s + 1︸ ︷︷ ︸
Re{s}>−1

+
1

s + 2︸ ︷︷ ︸
Re{s}>−2

ROC: Re{s} > −1 (15)

όπου για τον πρώτο παράγοντα του αθροίσµατος στον X(s) έχουµε ROC:

Re{s} > −1, ενώ για τον δεύτερο παράγοντα έχουµε ROC: Re{s} > −2.

Οπότε τελικά προκύπτει ότι η περιοχή σύγκλισης του αθροίσµατος των

επιµέρους µετασχηµατισµών Laplace ϑα είναι η τοµή των επιµέρους

ROC, δηλαδή Re{s} > −1.
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Ορισµός

Παράδειγµα 6.2 (2)

Κάνοντας πράξεις στην (15) παίρνουµε :

X(s) =
(s + 2) + (s + 1)

(s + 1)(s + 2)
=

2s + 3

(s + 1)(s + 2)
, Re{s} > −1. (16)

΄Αρα ο X(s) έχει ένα πρόδηλο µηδενικό για s = − 3

2
, ένα άδηλο µηδενικό

για s =∞ και δύο πρόδηλους πόλους για s = −1 και s = −2, αντιστοίχως.
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Ορισµός

Παράδειγµα 6.2 (3): ∆ιάγραµµα πόλων-µηδενικών του µετασχηµατισµού

Laplace
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Ορισµός

Παράδειγµα 6.3 (1)

΄Εστω το σήµα

x(t) = δ(t)− 4

3
e
−t

u(t) +
1

3
e

2t
u(t). (17)

Τότε :

δ(t)
L←→
∫ +∞

−∞
δ(t) e

−st
dt = 1 (18)

X(s) = 1− 4

3

1

s + 1
+

1

3

1

s − 2
=

(s − 1)2

(s + 1)(s − 2)
, Re{s} > 2.(19)

Λέµε ότι ο X(s) που δίνεται από την (19) έχει διπλό µηδενικό για s = 1 και

απλούς πόλους για s = −1 και s = 2.
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Ορισµός

Παράδειγµα 6.3 (2): ∆ιάγραµµα πόλων-µηδενικών του µετασχηµατισµού

Laplace
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Περιοχή σύγκλισης του µετασχηµατισµού Laplace

Ιδιότητες (1)

Η ολοκληρωµένη ϑεώρηση του µετασχηµατισµού Laplace δεν απαιτεί µόνο τον

προσδιορισµό της αλγεβρικής παράστασης X(s), αλλά και την εύρεση της

σχετιζόµενης περιοχής σύγκλισης.

Ιδιότητα 1: Η περιοχή σύγκλισης αποτελείται από λωρίδες του s-επιπέδου

που είναι παράλληλες προς τον jω άξονα. ∆ηλαδή, η περιοχή σύγκλισης

του µετασχηµατισµού Laplace του x(t) αποτελείται από εκείνες τις τιµές

του s για τις οποίες το x(t)e−σt είναι απολύτως ολοκληρώσιµο :∫ ∞
−∞
|x(t)| e−σt

dt <∞.

Ιδιότητα 2: Για ϱητούς µετασχηµατισµούς Laplace η περιοχή σύγκλισης δεν

περιέχει πόλους.
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Περιοχή σύγκλισης του µετασχηµατισµού Laplace

Ιδιότητες (2)

Ιδιότητα 3: Αν το σήµα x(t) είναι πεπερασµένης διάρκειας και απολύτως

ολοκληρώσιµο, τότε η περιοχή σύγκλισης εκτείνεται σ᾿ ολόκληρο το

s-επίπεδο.

Από την στιγµή που το χρονικό διάστηµα στο οποίο το x(t) δεν µηδενίζεται

είναι πεπερασµένο, αν το πολλαπλασιάσουµε µ᾿ ένα εκθετικό όρο e
−σt , η

συνάρτηση που προκύπτει παραµένει ολοκληρώσιµη στην ίδια περιοχή µε

το x(t). Αν λοιπόν ∫
T2

T1

|x(t)| dt <∞ (20)

τότε, για να είναι το s = σ + jω µέσα στην περιοχή σύγκλισης απαιτούµε

ότι το x(t)e−σt να είναι απολύτως ολοκληρώσιµο, δηλαδή∫
T2

T1

|x(t)| e−σt
dt <∞. (21)
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Περιοχή σύγκλισης του µετασχηµατισµού Laplace

Ιδιότητες (3)

∆ιακρίνουµε τις εξής περιπτώσεις :

1 Αν σ = Re{s} = 0, το ολοκλήρωµα (21) είναι ϕραγµένο λόγω της (20).

2 Αν σ > 0, επειδή ∫
T2

T1

|x(t)| e−σt
dt < e

−σT1

∫
T2

T1

|x(t)| dt (22)

συνάγουµε ότι το δεξί µέρος της (22) είναι ϕραγµένο, άρα και το αριστερό

ϑα είναι ϕραγµένο, οπότε η περιοχή σύγκλισης είναι Re{s} > 0.

3 Αν σ < 0, επειδή ∫
T2

T1

|x(t)|e−σt
dt < e

−σT2

∫
T2

T1

|x(t)|dt (23)

συνάγουµε ότι το δεξί µέρος της (23) είναι ϕραγµένο, άρα και το αριστερό

ϑα είναι ϕραγµένο, οπότε η περιοχή σύγκλισης είναι Re{s} < 0.

Συνεπώς η περιοχή σύγκλισης είναι όλο το s−επίπεδο.
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Περιοχή σύγκλισης του µετασχηµατισµού Laplace

Παράδειγµα 6.4

΄Εστω

x(t) =

{
e
−at , αν 0 < t < T

0, αλλού.

Τότε

X(s) =

∫
T

0

e
−at

e
−st

dt =
1

s + a

[
1− e

−(s+a)T

]
.

Σύµφωνα µε την Ιδιότητα 3, η περιοχή σύγκλισης είναι όλο το s-επίπεδο.

Επειδή ο αριθµητής και ο παρονοµαστής του κλάσµατος µηδενίζονται για

s = −a, το −a δεν είναι πόλος της X(s). Αυτό µπορεί να δειχθεί

εφαρµόζοντας τον κανόνα L’ Hospital

lim
s→−a

X(s) = lim
s→−a

[
d

ds
(1− e

−(s+a)T )
d

ds
(s + a)

]
.

Παρατηρούµε ότι δεν υπάρχει πόλος για s = −a, επειδή το όριο είναι

X(−a) = T .
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Περιοχή σύγκλισης του µετασχηµατισµού Laplace

Ιδιότητες (4)

Ιδιότητα 4: Αν το σήµα x(t) είναι δεξιάς πλευράς, δηλαδή x(t) = 0 για

t < T1, και η ευθεία Re{s} = σ0 κείται στην περιοχή σύγκλισης του X(s),

τότε όλες οι τιµές του s για τις οποίες Re{s} > σ0 ανήκουν στην περιοχή

σύγκλισης.

Αν σ0 ανήκει στην περιοχή σύγκλισης, τότε
∫ +∞
−∞ |x(t)|e

−σ0t
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T1

|x(t)| e−(σ1−σ0)t
e
−σ0t

dt

≤ e
−(σ1−σ0)T1

∫ ∞
T1

|x(t)| e−σ0t
dt <∞

οπότε σ1 ∈ ROC. Λέµε ότι η περιοχή σύγκλισης είναι ένα δεξί ηµιεπίπεδο.
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Περιοχή σύγκλισης του µετασχηµατισµού Laplace

Ιδιότητες (5)

Ιδιότητα 5: Αν το σήµα x(t) είναι αριστερής πλευράς, δηλαδή x(t) = 0 για

t > T2, και η ευθεία Re{s} = σ0 κείται στην περιοχή σύγκλισης του X(s),

τότε όλες οι τιµές του s που είναι τέτοιες ώστε Re{s} < σ0 ανήκουν στην

περιοχή σύγκλισης. Για τα σήµατα αριστερής πλευράς, η περιοχή

σύγκλισης είναι αριστερό ηµιεπίπεδο.

Ιδιότητα 6: Αν το σήµα x(t) είναι αµφίπλευρο, δηλαδή υφίσταται για ∀t , και

η ευθεία Re{s} = σ0 κείται στην περιοχή σύγκλισης του X(s), τότε η

περιοχή σύγκλισης συγκροτείται από µια λωρίδα στο s-επίπεδο που

περιλαµβάνει την ευθεία Re{s} = σ0.

Ιδιότητα 7: Αν ο µετασχηµατισµός Laplace X(s) του σήµατος x(t) είναι

ϱητή συνάρτηση, τότε η περιοχή σύγκλισης ϕράσσεται από τους πόλους ή

εκτείνεται στο άπειρο. Επιπλέον η περιοχή σύγκλισης δεν περιέχει κανένα

πόλο του X(s).
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Περιοχή σύγκλισης του µετασχηµατισµού Laplace

Ιδιότητες (6)

Ιδιότητα 8: Αν ο µετασχηµατισµός Laplace X(s) του σήµατος x(t) είναι

ϱητή συνάρτηση, όταν το σήµα x(t) είναι δεξιάς πλευράς, τότε η περιοχή

σύγκλισης εκτείνεται δεξιότερα του πιο δεξιού πόλου· ενώ όταν το x(t)
είναι αριστερής πλευράς, τότε η περιοχή σύγκλισης εκτείνεται

αριστερότερα του πιο αριστερού πόλου.
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Υπολογισµός του αντιστρόφου µετασχηµατισµού Laplace

Προλεγόµενα (1)

Το ολοκλήρωµα του αντιστρόφου µετασχηµατισµού Laplace στην (5)

πρέπει να υπολογιστεί πάνω σε µια τροχιά µέσα στην περιοχή σύγκλισης.

Αν το ολοκλήρωµα υπολογιστεί πάνω σε µια τροχιά οπουδήποτε εκτός της

περιοχής σύγκλισης η µοναδικότητα του Ϲεύγους x(t)
L←→ X(s) ϑα

καταστραφεί. Ακόµη και αν ο X(s) ορίζεται οπουδήποτε στο s-επίπεδο

εκτός από έναν αριθµό µεµονωµένων ανώµαλων σηµείων, ο X(s) είναι ο

µετασχηµατισµός Laplace του σήµατος x(t) µόνο για τις τιµές του s που

κείνται µέσα στην περιοχή σύγκλισης.

Για τα αιτιατά σήµατα, οι σχέσεις που ορίζουν ένα Ϲεύγος µετασχηµατισµού

Laplace είναι µοναδικές συν ή πλην µια µηδενική (null) συνάρτηση ν(t),

δηλαδή X(s)
L−1

←→ x(t)± ν(t) όπου
∫

t

0
ν(ξ) dξ = 0, ∀t . Ως µηδενική

συνάρτηση ορίζουµε κάθε συνάρτηση που είναι παντού µηδέν εκτός από

ένα αϱιθµήσιµο σύνολο σηµείων, όπου έχει πεπερασµένες τιµές.
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Υπολογισµός του αντιστρόφου µετασχηµατισµού Laplace

Προλεγόµενα (2)

Συµπεραίνουµε ότι ο αντίστροφος µετασχηµατισµός Laplace δεν είναι

µονοσήµαντα ορισµένος, γιατί τα σήµατα στο πεδίο του χρόνου µπορούν

να διαφέρουν κατά µια µηδενική συνάρτηση.

Για παράδειγµα, δύο τέτοια σήµατα είναι τα

x1(t) =


1 αν t > 0

0.5 αν t = 0

0 αν t < 0

και x2(t) =


1 αν t > 0

1 αν t = 0

0 αν t < 0

που έχουν τον ίδιο µετασχηµατισµό Laplace X(s) = 1
s

. Προφανώς η

διαφορά µεταξύ των x1(t) και x2(t) είναι τετριµένη. Οι µηδενικές

συναρτήσεις είναι ασήµαντες στην εφαρµογή του µετασχηµατισµού

Laplace.

Αν ο αντίστροφος µετασχηµατισµός Laplace είναι συνεχής συνάρτηση του

χρόνου, τότε υπάρχει µονοσήµαντη αντιστοιχία.
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Υπολογισµός του αντιστρόφου µετασχηµατισµού Laplace

Ανάπτυξη σε µερικά κλάσµατα (1)

Για µετασχηµατισµούς Laplace που είναι ϱητές συναρτήσεις του s, ο

υπολογισµός του αντιστρόφου µετασχηµατισµού µπορεί να γίνει µε χρήση της

ανάπτυξης σε µερικά κλάσµατα, δηλαδή της επέκτασης µιας ϱητής αλγεβρικής

έκφρασης σε άθροισµα µερικών κλασµάτων (όρων µικρότερης τάξης), που

προτάθηκε από τον Heaviside.

΄Εστω

X(s) =
N(s)

D(s)

όπου το πολυώνυµο του παρονοµαστή παραγοντοποιείται ως εξής

D(s) =
n∏

i=1

(s − αi).

∆ιακρίνουµε τις εξής περιπτώσεις :
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Υπολογισµός του αντιστρόφου µετασχηµατισµού Laplace

Ανάπτυξη σε µερικά κλάσµατα : Μη επαναλαµβανόµενοι γραµµικοί όροι

(διακεκριµένοι πραγµατικοί πόλοι)

΄Εστω ένας γραµµικός όρος s − α1 τότε

X(s) =
N(s)

D(s)
=

N(s)

(s − α1)D1(s)
=

A

s − α1

+
N1(s)

D1(s)
(24)

όπου

A =
(s − α1)N(s)

D(s)

∣∣∣
s=α1

=
N(α1)

D1(α1)
. (25)

Αν επαναλάβουµε την ίδια διαδικασία για όλους τους γραµµικούς όρους

παίρνουµε

Ai =
(s − αi)N(s)

D(s)

∣∣∣
s=αi

. (26)
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Υπολογισµός του αντιστρόφου µετασχηµατισµού Laplace

Ανάπτυξη σε µερικά κλάσµατα : Επαναλαµβανόµενοι γραµµικοί όροι

(s − αi)
k για k ≥ 2 (πολλαπλοί πραγµατικοί πόλοι) [1]

΄Εστω ένας πόλος στο α1 µε πολλαπλότητα k , (s − α1)
k . Κάνουµε την

επέκταση

X(s) =
N(s)

D(s)
=

N(s)

(s − α1)k
=

A11

s − α1

+
A12

(s − α1)2
+. . .+

A1k

(s − α1)k
. (27)

Αν πολλαπλασιάσουµε αµφότερα τα µέλη της (27) µε (s− α1)
k παίρνουµε

(s − α1)
k

N(s)

D(s)
= A11(s − α1)

k−1 + A12(s − α1)
k−2 + . . .+ A1k . (28)

Υπολογίζοντας την τιµή της ταυτότητας (28) για s = α1 προκύπτει

A1k = (s − α1)
k

N(s)

D(s)

∣∣∣
s=α1

(29)
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Υπολογισµός του αντιστρόφου µετασχηµατισµού Laplace

Ανάπτυξη σε µερικά κλάσµατα : Επαναλαµβανόµενοι γραµµικοί όροι

(s − αi)
k για k ≥ 2 (πολλαπλοί πραγµατικοί πόλοι) [2]

ενώ αν διαφορίσουµε την (28) και υπολογίσουµε την τιµή της παραγώγου

για s = α1 ϑα προκύψει

A1 k−1 =
d

ds

[
(s − α1)

k
N(s)

D(s)

]∣∣∣
s=α1

(30)

και γενικεύοντας µετά από k − l διαφορίσεις ϑα έχουµε

A1l =
1

(k − l)!

[
d

k−l

dsk−l

[
(s − α1)

k
N(s)

D(s)

]]∣∣∣
s=α1

l = 1, 2, . . . , k − 1. (31)

Η (31) γενικεύεται για κάθε επαναλαµβανόµενο γραµµικό όρο.
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Υπολογισµός του αντιστρόφου µετασχηµατισµού Laplace

Ανάπτυξη σε µερικά κλάσµατα : Μιγαδικοί πόλοι

Οι µιγαδικοί πόλοι εµφανίζονται σε συζυγή Ϲεύγη, οπότε αν

συγχωνεύσουµε τα αντίστοιχα µονώνυµα, προκύπτει

(s + α+ jω0)(s + α− jω0) = (s + α)2 + ω2
0 (32)

οπότε στην ανάπτυξη σε µερικά κλάσµατα ϑα εµφανιστεί όρος της µορφής

A1s + A2

(s + α)2 + ω2
0

(33)

και για την αντιστροφή του όρου αυτού χρησιµοποιούνται οι σχέσεις

s + α

(s + α)2 + ω2
0

, Re{s} > −α L−1

←→ e
−αt

cosω0t u(t) (34)

ω0

(s + α)2 + ω2
0

, Re{s} > −α L−1

←→ e
−αt

sinω0t u(t). (35)
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Υπολογισµός του αντιστρόφου µετασχηµατισµού Laplace

Ανάπτυξη σε µερικά κλάσµατα : Πολλαπλοί τετραγωνικοί παράγοντες

Στην περίπτωση αυτή κάνουµε την επέκταση

A

(s2 + α)k
≡ A1s + B1

s2 + α
+

A2s + B2

(s2 + α)2
+ . . .+

Ak s + Bk

(s2 + α)k
(36)

και από τα εκ ταυτότητας ίσα πολυώνυµα εξισώνουµε τους συντελεστές

των ιδίων δυνάµεων του s.
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Υπολογισµός του αντιστρόφου µετασχηµατισµού Laplace

X(s) δεν έχει πολλαπλούς πόλους και η τάξη του αριθµητή N(s) είναι

µικρότερη από αυτή του παρονοµαστή D(s)

Ισχύει

X(s) =
N(s)

D(s)
=

m∑
i=1

Ai

s + αi

. (37)

Η περιοχή σύγκλισης του X(s) µπορεί να εξαχθεί από τις περιοχές

σύγκλισης των επιµέρους όρων. Υπάρχουν δύο δυνατότητες για τον

αντίστροφο µετασχηµατισµό Laplace:

1 ROC δεξιά του πόλου s = −αi , οπότε

Ai

s + αi

L−1

←→ Ai e
−αi t

u(t) (38)

2 ROC αριστερά του πόλου s = −αi , οπότε

Ai

s + αi

L−1

←→ −Ai e
−αi t

u(−t). (39)
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Υπολογισµός του αντιστρόφου µετασχηµατισµού Laplace

Παράδειγµα 6.5 (1)

΄Εστω X(s) = 1

(s+1)(s+2) , Re{s} > −1.

Αναλύοντας σε άθροισµα µερικών κλασµάτων παίρνουµε

X(s) =
1

(s + 1)(s + 2)
=

A

s + 1
+

B

s + 2
(40)

όπου

A =

[
(s + 1)X(s)

]
s=−1

=
1

s + 2

∣∣∣∣
s=−1

= 1 (41)

B =

[
(s + 2)X(s)

]
s=−2

=
1

s + 1

∣∣∣∣
s=−2

= −1. (42)

΄Αρα

X(s) =
1

s + 1
− 1

s + 2
, Re{s} > −1. (43)
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Υπολογισµός του αντιστρόφου µετασχηµατισµού Laplace

Παράδειγµα 6.5 (2)

Πρέπει να εκλέξω σαν ROC κάθε όρου την περιοχή R1(R2) που είναι

τέτοια ώστε R1 ∩ R2 να ισούται µε τη δοσµένη ROC =
{

s : Re{s} > −1
}

.

Αρκεί: R1 =
{

s : Re{s} > −1
}

και R2 =
{

s : Re{s} > −2
}

,

οπότε

x(t) = e
−t

u(t)− e
−2t

u(t). (44)

Μετασχηµατισµός Laplace 41/97
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Υπολογισµός του αντιστρόφου µετασχηµατισµού Laplace

Παράδειγµα 6.5 (3)

΄Εστω X(s) = 1

(s+1)(s+2) , Re{s} < −2.

Αρκεί R1 =
{

s : Re{s} < −1
}

και R2 =
{

s : Re{s} < −2
}

,

οπότε

x(t) = −e
−t

u(−t) + e
−2t

u(−t). (45)
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Υπολογισµός του αντιστρόφου µετασχηµατισµού Laplace

Παράδειγµα 6.5 (3)

΄Εστω X(s) = 1

(s+1)(s+2) , Re{s} < −2.

Αρκεί R1 =
{

s : Re{s} < −1
}

και R2 =
{

s : Re{s} < −2
}

,

οπότε

x(t) = −e
−t

u(−t) + e
−2t

u(−t). (45)
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Υπολογισµός του αντιστρόφου µετασχηµατισµού Laplace

Παράδειγµα 6.5 (4)

΄Εστω

X(s) =
1

(s + 1)(s + 2)
, −2 < Re{s} < −1. (46)

Αρκεί R1 =
{

s : Re{s} < −1
}

και R2 =
{

s : Re{s} > −2
}

,

οπότε

x(t) = −e
−t

u(−t)− e
−2t

u(t). (47)
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Υπολογισµός του αντιστρόφου µετασχηµατισµού Laplace

Παράδειγµα 6.5 (4)

΄Εστω

X(s) =
1

(s + 1)(s + 2)
, −2 < Re{s} < −1. (46)

Αρκεί R1 =
{

s : Re{s} < −1
}
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s : Re{s} > −2
}
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−t
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−2t

u(t). (47)
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Ιδιότητες του µετασχηµατισµού Laplace

Γενικά

Εξετάζουµε τις ιδιότητες του (δίπλευρου) µετασχηµατισµού Laplace.

΄Οπου υπάρχουν διαφοροποιήσεις, παραθέτουµε τις αντίστοιχες ιδιότητες

για το µονόπλευρο µετασχηµατισµό Laplace.

Σ᾿ όλες τις άλλες περιπτώσεις, οι ιδιότητες του δίπλευρου µετασχηµατισµού

Laplace ισχύουν και για το µονόπλευρο.

Χαρακτηριστικά Ϲεύγη δίπλευρων µετασχηµατισµών Laplace

Ιδιότητες δίπλευρου µετασχηµατισµού Laplace

Ιδιότητες µονόπλευρου µετασχηµατισµού Laplace
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Ιδιότητες του µετασχηµατισµού Laplace

Γραµµική ιδιότητα

Αν x(t)
L←→ X(s) µε ROC: R1 και g(t)

L←→ G(s) µε ROC: R2, τότε

ax(t) + bg(t)
L←→ aX(s) + bG(s), ROC: περιέχει την R1 ∩ R2. (48)

Η περιοχή σύγκλισης µπορεί να είναι ευρύτερη, όταν λόγου χάρη

εξουδετερώνεται ένας πόλος από ένα µηδενικό.
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Ιδιότητες του µετασχηµατισµού Laplace

Παράδειγµα 6.6

Να υπολογιστεί ο µετασχηµατισµός Laplace του σήµατος x(t) = x1(t)− x2(t)
όταν

x1(t)
L←→ 1

s + 1
, Re{s} > −1

x2(t)
L←→ 1

(s + 1)(s + 2)
, Re{s} > −1.

Εφαρµόζοντας τη γραµµική ιδιότητα προκύπτει

x(t)
L←→ X(s) = X1(s)− X2(s) =

1

s + 1
− 1

(s + 1)(s + 2)

=
(s + 2)− 1

(s + 1)(s + 2)
=

1

s + 2

µε περιοχή σύγκλισης Re{s} > −2.
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Ιδιότητες του µετασχηµατισµού Laplace

Μετατόπιση στο χρόνο

Αν x(t)
L←→ X(s) µε ROC: R, τότε

x(t − t0)
L←→ e

−st0
X(s), ROC: R. (49)

Η περιοχή σύγκλισης παραµένει ίδια.
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Ιδιότητες του µετασχηµατισµού Laplace

Χρονική κλιµάκωση

Αν x(t)
L←→ X(s) µε ROC: R, τότε

x(at)
L←→ 1

|a|
X(

s

a
), ROC:

R
a
. (50)

Στο µονόπλευρο µετασχηµατισµό Laplace η πραγµατική σταθερά κλιµάκωσης a

πρέπει να είναι ϑετική, δηλαδή a > 0.
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Ιδιότητες του µετασχηµατισµού Laplace

Χρονική κλιµάκωση

Η περιοχή σύγκλισης στην (50) ερµηνεύεται ως εξής : Αν R είναι η

γραµµοσκιασµένη περιοχή του Σχήµατος (α), τότε η νέα περιοχή σύγκλισης
R
a

ϑα είναι η λωρίδα µεταξύ των
r2
a

και
r1
a

του Σχήµατος (ϐ), η οποία για a > 1 ϑα

είναι στενότερη της αρχικής, ενώ για 0 < a < 1 ϑα είναι ευρύτερη. Προφανώς

για a < 0 ϑα αναστραφεί η διάταξη των r2 και r1.
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Ιδιότητες του µετασχηµατισµού Laplace

Παραγώγιση στο χρόνο (1)

Αν x(t) είναι παραγωγίσιµη και εκθετικής τάξης καθώς t → ±∞ και

x(t)
L←→ X(s) µε ROC: R τότε

dx(t)

dt

L←→ s X(s), ROC: περιέχει την R. (51)

Απόδειξη :

L

{
dx(t)

dt

}
=

∫ +∞

−∞

dx(t)

dt
e
−st

dt

= x(t) e
−st

∣∣∣+∞
−∞

+ s

∫ +∞

−∞
x(t)e−st

dt

= lim
t→+∞

[
x(t)e−st

]
− lim

t→−∞

[
x(t)e−st

]
+ sX(s) (52)

επειδή οι πρώτοι δύο όροι στην (52) είναι µηδενικοί όταν x(t) είναι

εκθετικής τάξης για t → ±∞.
Μετασχηµατισµός Laplace 47/97



Ιδιότητες του µετασχηµατισµού Laplace

Παραγώγιση στο χρόνο (1)

Αν x(t) είναι παραγωγίσιµη και εκθετικής τάξης καθώς t → ±∞ και

x(t)
L←→ X(s) µε ROC: R τότε
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Απόδειξη :

L

{
dx(t)

dt

}
=

∫ +∞

−∞

dx(t)

dt
e
−st

dt

= x(t) e
−st

∣∣∣+∞
−∞

+ s

∫ +∞

−∞
x(t)e−st

dt

= lim
t→+∞

[
x(t)e−st

]
− lim

t→−∞

[
x(t)e−st

]
+ sX(s) (52)

επειδή οι πρώτοι δύο όροι στην (52) είναι µηδενικοί όταν x(t) είναι

εκθετικής τάξης για t → ±∞.
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Ιδιότητες του µετασχηµατισµού Laplace

Παραγώγιση στο χρόνο (2)

Παρατηρήστε ότι για x(t) = u(t), ο µετασχηµατισµός Laplace της

ϐηµατικής συνάρτησης κατ᾿ εφαρµογή της εξίσωσης ορισµού προκύπτει ως

X(s) = 1

s
µε Re{s} > 0.

Επειδή
du(t)

dt
= δ(t), εφαρµόζοντας την (51) παίρνουµε δ(t)

L←→ 1 µε

ROC: όλο το s-επίπεδο.
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Ιδιότητες του µετασχηµατισµού Laplace
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Ιδιότητες του µετασχηµατισµού Laplace

Παραγώγιση στο χρόνο (3)

Για το µονόπλευρο µετασχηµατισµό Laplace η (51) διαφοροποιείται σε

dx(t)

dt

UL←→ sX (s)− x(0−), ROC: περιέχει την R (53)

όπου X (s) είναι ο µονόπλευρος µετασχηµατισµός Laplace του σήµατος

x(t) και x(0−) είναι η τιµή του x(t) για t = 0−.

Πράγµατι· ο δεύτερος όρος στην (52) τροποποιείται σε

limt→0−

[
x(t)e−st

]
= x(0−). Για αιτιατές συναρτήσεις x(0−) = 0.

Αν x
(n)(0−) είναι οι τιµές της n-στής παραγώγου στο 0−, η (53) γενικεύεται

σε

UL

{
d

n
x(t)

dt

}
= s

nX (s)− s
n−1

x(0−)− s
n−2

x
(1)(0−)− . . .− x

(n−1)(0−)

(54)
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Ιδιότητες του µετασχηµατισµού Laplace

Παραγώγιση στο χρόνο (3)
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nX (s)− s
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(n−1)(0−)

(54)

Μετασχηµατισµός Laplace 49/97



Ιδιότητες του µετασχηµατισµού Laplace

Παραγώγιση στο χρόνο (3)
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d
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Ιδιότητες του µετασχηµατισµού Laplace

Παραγώγιση στο s- επίπεδο

∆ιαφορίζοντας αµφότερα τα µέλη της (3) ως προς s

dX(s)

ds
=

∫ +∞

−∞
(−t) x(t) e

−st
dt (55)

οπότε συνάγουµε ότι αν x(t)
L←→ X(s) µε ROC: R, τότε

−t x(t)
L←→ dX(s)

ds
, ROC: R. (56)
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Ιδιότητες του µετασχηµατισµού Laplace
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Ιδιότητες του µετασχηµατισµού Laplace

Ολοκλήρωση στον χρόνο

Αν x(t)
L←→ X(s) µε ROC: R, τότε

L
[ ∫

t

−∞
x(λ) dλ

]
=

1

s
X(s), ROC: περιέχει την R ∩

{
Re{s} > 0

}
. (57)

Στο µονόπλευρο µετασχηµατισµό Laplace υπάρχουν δύο παραλλαγές της

ιδιότητας αυτής :

UL
[ ∫

t

0−
x(λ)dλ

]
=

1

s
X (s), ROC: περιέχει την R ∩

{
Re{s} > 0

}
(58)

UL
[ ∫

t

−∞
x(λ)dλ

]
=

1

s
X (s) + 1

s

∫
0−

−∞
x(λ)dλ,

ROC: περιέχει την R ∩
{

Re{s} > 0
}

. (59)
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Ιδιότητες του µετασχηµατισµού Laplace

Ολοκλήρωση στον χρόνο

Απόδειξη (59): ΄Εστω g(t) =
∫

t

−∞ x(λ)dλ. Τότε

g(t) =

∫
0−

−∞
x(λ) dλ︸ ︷︷ ︸

g(0−)

+

∫
t

0−
x(λ) dλ = g(0−) +

∫
t

0−
x(λ) dλ. (60)

Αλλά
dg(t)

dt
= x(t), οπότε

UL

{
dg(t)

dt

}
= UL

{
x(t)

}
⇔ (61)

sG(s)− g(0−) = X (s)⇔

G(s) =
1

s
X (s) + 1

s
g(0−). (62)
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Ιδιότητες του µετασχηµατισµού Laplace

Μετατόπιση στο s-επίπεδο

Αν x(t)
L←→ X(s) µε ROC: R, τότε

e
s0t

x(t)
L←→ X(s − s0), ROC: R + Re{s0} (63)

e
jω0t

x(t)
L←→ X(s − jω0), ROC: R. (64)
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Ιδιότητες του µετασχηµατισµού Laplace

Συνέλιξη δύο σηµάτων

Αν x(t)
L←→ X(s) µε ROC: R1 και g(t)

L←→ G(s) µε ROC: R2, τότε

(x ∗ g)(t)
L←→ X(s) G(s), ROC: περιέχει την R1 ∩ R2. (65)

Απόδειξη :

L

{
(x ∗ g)(t)

}
=

∫ ∞
−∞

[ ∫ ∞
−∞

x(λ)g(t − λ)dλ
]
e
−st

dt =

=

∫ ∞
−∞

x(λ)e−sλ
dλ

∫ ∞
−∞

g(t − λ)e−s(t−λ)
dλ =

= X(s) G(s). (66)
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Ιδιότητες του µετασχηµατισµού Laplace

Θεώρηµα αρχικής και τελικής τιµής

Υπό τις συνθήκες ότι x(t) = 0 για t < 0 και x(t) δεν περιέχει κρουστικούς

παλµούς ή ανωµαλίες ανώτερης τάξης για t = 0, ισχύει το ϑεώρηµα αρχικής

τιµής

lim
t→0+

x(t) = lim
s→∞

sX(s) (67)

και το ϑεώρηµα τελικής τιµής

lim
t→∞

x(t) = lim
s→0

sX(s). (68)
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Ιδιότητες του µετασχηµατισµού Laplace

Θεώρηµα αρχικής και τελικής τιµής

Επειδή x(t) = 0 για t < 0, έχουµε x(t) = x(t)u(t). Αν αναπτύξουµε το x(t)
κατά Taylor περί το 0+ παίρνουµε

x(t) =
[
x(0+) + x

(1)(0+)t + . . .+ x
(n)(0+)

t
n

n!
+ . . .

]
u(t) (69)

όπου x
(n)(0+) είναι η τιµή της n-στής παραγώγου για t = 0+. Υπολογίζοντας το

µετασχηµατισµό Laplace αµφοτέρων των πλευρών της προκύπτει

X(s) =
∞∑

n=0

x
(n)(0+)

sn+1
(70)

όπου έγινε χρήση του µετασχηµατισµού

x
(n)(0+)

(
t
n

n!

)
u(t)

L←→ x
(n)(0+)

sn+1
, Re{s} > 0. (71)
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Ιδιότητες του µετασχηµατισµού Laplace

Θεώρηµα αρχικής και τελικής τιµής

Οπότε

sX(s) = x
(0)(0+) +

x
(1)(0+)

s
+ . . . (72)

που ολοκληρώνει την απόδειξη του ϑεωρήµατος της αρχικής τιµής, αν πάρουµε

το όριο για s →∞.
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Ιδιότητες του µετασχηµατισµού Laplace

Θεώρηµα αρχικής και τελικής τιµής

Επειδή x(t) = 0 για t < 0 παίρνουµε το µονόπλευρο µετασχηµατισµό Laplace

για να συµπεριλάβουµε και τυχόν µη-µηδενικές αρχικές συνθήκες, οπότε

UL
{

dx(t)

dt

}
= sX(s)− x(0−). (73)

Αν πάρουµε το όριο αµφοτέρων των µερών της για s → 0 προκύπτει

lim
s→0

∫ ∞
0−

dx(t)

dt
e
−st

dt = lim
s→0

sX(s)− x(0−)⇔

lim
t→∞

x(t)− x(0−) = lim
s→0

sX(s)− x(0−) (74)

που ολοκληρώνει την απόδειξη του ϑεωρήµατος της τελικής τιµής.
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Ιδιότητες του µετασχηµατισµού Laplace

Θεώρηµα αρχικής και τελικής τιµής

Το ϑεώρηµα της τελικής τιµής χρησιµοποιείται για την εύρεση της τιµής ενός

σήµατος στη µόνιµη κατάσταση (ισορροπία).

Το ϑεώρηµα της τελικής τιµής δεν ισχύει όταν η sX(s) έχει πόλους στο δεξί

ηµιεπίπεδο ή στον ϕανταστικό άξονα.

Εάν υπάρχουν πόλοι στο δεξί ηµιεπίπεδο, αυτοί αντιστοιχούν σε αυξανόµενα

εκθετικά σήµατα στο πεδίο του χρόνου των οποίων το όριο για t →∞ δεν

υπάρχει.

Στην περίπτωση που υπάρχουν πόλοι στον jω άξονα, αυτοί αντιστοιχούν σε

καθαρά ηµίτονα και τα όρια για t →∞ ορίζονται µε χρήση της ϑεωρίας των

γενικευµένων συναρτήσεων.

Μετασχηµατισµός Laplace 53/97



Ιδιότητες του µετασχηµατισµού Laplace

Μονόπλευρος µετασχηµατισµός Laplace ηµι-περιοδικών συναρτήσεων

∆εν µιλάµε για αυστηρώς περιοδικά σήµατα, αλλά για συναρτήσεις που είναι

῾῾περιοδικές᾿᾿ για ϑετικούς χρόνους. ΄Εστω το σήµα της πρώτης περιόδου

xT (t) =

{
x(t) αν 0 ≤ t ≤ T

0 αλλού
(75)

τότε ένα ηµι-περιοδικό σήµα x(t) µπορεί να εκφραστεί σαν

x(t) = xT (t) + xT (t − T) + xT (t − 2T) + . . . =
∞∑

k=0

xT (t − kT). (76)
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Ιδιότητες του µετασχηµατισµού Laplace

Μονόπλευρος µετασχηµατισµός Laplace ηµι-περιοδικών συναρτήσεων

Αν xT (t)
UL←→ XT (s), τότε

xT (t − kT)
UL←→ XT (s) e

−k T s. (77)

Οπότε

X (s) = UL

{ ∞∑
k=0

xT (t − kT)

}
=
∞∑

k=0

UL

{
xT (t − kT)

}

=
∞∑

k=0

XT (s) e
−kTs = XT (s)

∞∑
k=0

e
−kT s = XT (s)

1

1− e−s T
. (78)

Εποµένως

x(t)
UL←→ XT (s)

1

1− e−s T
. (79)
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Ιδιότητες του µετασχηµατισµού Laplace

Παράδειγµα 6.7

Να προσδιοριστεί ο µετασχηµατισµός Laplace των u(t) και cosω0t u(t).

Παρατηρούµε ότι και τα δύο σήµατα είναι δεξιάς πλευράς. Επειδή για t < 0

µηδενίζονται, ο δίπλευρος και ο µονόπλευρος µετασχηµατισµός Laplace

ταυτίζονται. Ο µετασχηµατισµός Laplace του u(t) είναι

L
{

u(t)

}
=

∫ ∞
0

e
−st

dt =
e
−st

−s

∣∣∣∣∞
0

=
1

s
, Re{s} > 0. (80)

Για το σήµα cosω0t u(t) έχουµε

L
{

cosω0t u(t)

}
= L

{
1

2
e

jω0t
u(t) +

1

2
e
−jω0t

u(t)

}
=

1

2
(

1

s − jω0

+
1

s + jω0

) =
s

s2 + ω2
0

, Re{s} > 0.(81)
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Ιδιότητες του µετασχηµατισµού Laplace

Παράδειγµα 6.8

Να υπολογιστεί ο αντίστροφος µετασχηµατισµός Laplace του X(s) = 1

s
2 ,

Re{s} > 0.

Από την ιδιότητα του µετασχηµατισµού Laplace του ολοκληρώµατος παίρνουµε

1

s2
=

1

s

1

s
=

1

s
X(s) (82)

όπου

X(s) =
1

s

L−1

←→ u(t) (83)

άρα

L−1

{
1

s2

}
=

∫
t

−∞
u(λ)dλ =

∫
t

0

dλ = t u(t). (84)

Συνεπώς

tu(t)
L←→ 1

s2
, Re{s} > 0. (85)
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Ιδιότητες του µετασχηµατισµού Laplace

Παράδειγµα 6.9

Να υπολογιστεί ο µονόπλευρος µετασχηµατισµός Laplace της παραγώγου του

σήµατος cosω0t u(t).

Εφαρµόζοντας την ιδιότητα της διαφόρισης

UL
{

d

dt
cosω0t u(t)

}
= sX (s)− x(0−) (86)

Αλλά για x(t) = cosω0t u(t) ο µονόπλευρος και δίπλευρος µετασχηµατισµός

Laplace ταυτίζονται, οπότε από τον Πίνακα Ϲευγών µετασχηµατισµών προκύπτει

X (s) = X(s) =
s

s2 + ω2
0

, Re{s} > 0. (87)

Επειδή x(0−) = u(0−) = 0, τελικώς παίρνουµε

UL
{

d

dt
cosω0t u(t)

}
=

s
2

s2 + ω2
0

, Re{s} > 0. (88)
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Ιδιότητες του µετασχηµατισµού Laplace

Παράδειγµα 6.10

Να υπολογιστεί ο µετασχηµατισµός Laplace του σήµατος e
−t

u(t) ∗ e
−t

u(t).

Εφαρµόζοντας την ιδιότητα της συνέλιξης παίρνουµε

L
{

e
−t

u(t)∗e−t
u(t)

}
= L

{
e
−t

u(t)

}
·L
{

e
−t

u(t)

}
=

1

(s + 1)2
, Re{s} > −1.

(89)
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Ιδιότητες του µετασχηµατισµού Laplace

Σχέση µετασχηµατισµών Laplace και Fourier

Για να υπάρχει ο µετασχηµατισµός Fourier, αρκεί ο jω άξονας (δηλαδή, η

ευθεία Re{s} = 0) να ανήκει στην περιοχή σύγκλισης του µετασχηµατισµού

Laplace. Τούτο ισοδυναµεί µε την απαίτηση όλοι οι πόλοι είναι στο αριστερό

s-ηµιεπίπεδο ή πάνω στον jω άξονα.

Αν οι πόλοι κείτονται στο αριστερό s-ηµιεπίπεδο, ο µετασχηµατισµός Fourier

προκύπτει κάνοντας την αντικατάσταση :

X(ω) = X(s)

∣∣∣∣
s=jω

. (90)

Αν υπάρχουν πόλοι πάνω στον jω άξονα, τότε το σήµα x(t) στο πεδίο του

χρόνου περιέχει συνηµιτονοειδείς όρους, οπότε :

1 Προσδιορίζουµε το x(t) µε αντιστροφή του µετασχηµατισµού Laplace.

2 Υπολογίζουµε το µετασχηµατισµό Fourier που αντιστοιχεί στο x(t) που

ϐρέθηκε προηγουµένως.
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s-ηµιεπίπεδο ή πάνω στον jω άξονα.

Αν οι πόλοι κείτονται στο αριστερό s-ηµιεπίπεδο, ο µετασχηµατισµός Fourier

προκύπτει κάνοντας την αντικατάσταση :

X(ω) = X(s)

∣∣∣∣
s=jω

. (90)

Αν υπάρχουν πόλοι πάνω στον jω άξονα, τότε το σήµα x(t) στο πεδίο του

χρόνου περιέχει συνηµιτονοειδείς όρους, οπότε :

1 Προσδιορίζουµε το x(t) µε αντιστροφή του µετασχηµατισµού Laplace.

2 Υπολογίζουµε το µετασχηµατισµό Fourier που αντιστοιχεί στο x(t) που

ϐρέθηκε προηγουµένως.
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Ανάλυση και χαρακτηρισµός Γ.Χ.Α. συστηµάτων

χρησιµοποιώντας το µετασχηµατισµό Laplace

Συνάρτηση συστήµατος

Η απόκριση ενός Γ.Χ.Α. συστήµατος µε κρουστική απόκριση h(t) σ᾿ ένα

µιγαδικό εκθετικό της µορφής e
st είναι y(t) = H(s) e

st όπου

H(s) =

∫ ∞
−∞

h(t) e
−st

dt. (91)

Για s ∈ C προκύπτει ο µετασχηµατισµός Laplace της h(t), που αναφέρεται

ως συνάρτηση συστήµατος (system function) ή συνάρτηση µεταφοράς

(transfer function).

Από την ιδιότητα της συνέλιξης προκύπτει ότι ο µετασχηµατισµός Laplace

της εξόδου ενός Γ.Χ.Α. συστήµατος είναι Y (s) = H(s) X(s), όπου X(s) ο

µετασχηµατισµός Laplace της διέγερσης.

Πολλές ιδιότητες του Γ.Χ.Α. συστήµατος µπορούν να συσχετιστούν µε

ιδιότητες της συνάρτησης συστήµατος στο s-επίπεδο.
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Ανάλυση και χαρακτηρισµός Γ.Χ.Α. συστηµάτων

χρησιµοποιώντας το µετασχηµατισµό Laplace

Αιτιατότητα

Η κρουστική απόκριση ενός αιτιατού Γ.Χ.Α. συστήµατος είναι µηδέν για t < 0.

Κατά συνέπεια η κρουστική απόκριση είναι δεξιάς πλευράς, οπότε ισχύουν

Ιδιότητα 1: Η περιοχή σύγκλισης της συνάρτησης συστήµατος H(s) ενός

αιτιατού Γ.Χ.Α. συστήµατος είναι ένα δεξί ηµιεπίπεδο.

Ιδιότητα 2: Για συστήµατα µε ϱητή συνάρτηση συστήµατος H(s), η

αιτιατότητα ισοδυναµεί µε περιοχή σύγκλισης που είναι δεξί ηµιεπίπεδο

δεξιότερα από τον πιό δεξιό πόλο.
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Ανάλυση και χαρακτηρισµός Γ.Χ.Α. συστηµάτων

χρησιµοποιώντας το µετασχηµατισµό Laplace

Παράδειγµα 6.11

Θεωρήστε το σύστηµα µε κρουστική απόκριση

h(t) = e
−2t

u(t).

Επειδή h(t) = 0 για t < 0 συνάγουµε ότι το σύστηµα είναι αιτιατό. Η συνάρτηση

συστήµατος υπολογίζεται αντικαθιστώντας στο µετασχηµατισµό Laplace, που

εξήχθη στο στο Παράδειγµα 6.1, όπου a = 2:

H(s) =
1

s + 2
, Re{s} > −2.

Στην περίπτωση αυτή η H(s) είναι ϱητή και επαληθεύεται η ορθότητα της

Ιδιότητας 2.
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Ιδιότητας 2.
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Ανάλυση και χαρακτηρισµός Γ.Χ.Α. συστηµάτων

χρησιµοποιώντας το µετασχηµατισµό Laplace

Παράδειγµα 6.12

Θεωρήστε το σύστηµα µε κρουστική απόκριση h(t) = e
−2|t|. Παρατηρούµε ότι

το σύστηµα δεν είναι αιτιατό. Επειδή η h(t) µπορεί να αναλυθεί ως

h(t) = e
−2t

u(t) + e
2t

u(−t) αν αξιοποιήσουµε τα Ϲεύγη µετασχηµατισµών

Laplace παίρνουµε

e
−2t

u(t)
L←→ 1

s + 2
, Re{s} > −2

e
2t

u(−t)
L←→ − 1

s − 2
, Re{s} < 2

και προκύπτει η συνάρτηση συστήµατος

H(s) =
1

s + 2
− 1

s − 2
=
−4

s2 − 4
, −2 < Re{s} < 2
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Ανάλυση και χαρακτηρισµός Γ.Χ.Α. συστηµάτων

χρησιµοποιώντας το µετασχηµατισµό Laplace

Παρατηρήσεις

Η περιοχή σύγκλισης της συνάρτησης συστήµατος H(s) ενός αιτιατού

Γ.Χ.Α. συστήµατος είναι ένα δεξί ηµιεπίπεδο. Το αντίστροφο δεν είναι κατ᾿

ανάγκη αληθές. Μια περιοχή σύγκλισης συνάρτησης συστήµατος στα

δεξιά του πιό δεξιού πόλου δεν εγγυάται ότι το σύστηµα είναι αιτιατό, αλλά

µόνο ότι είναι δεξιάς πλευράς.

΄Ενα σύστηµα λέγεται ανταιτιατό (anti-causal), εάν h(t) = 0 για t > 0. Η

περιοχή σύγκλισης ενός ανταιτιατού συστήµατος είναι ένα αριστερό

ηµιεπίπεδο. Αν η συνάρτηση συστήµατος είναι ϱητή, τότε η περιοχή

σύγκλισης ϑα κείται αριστερότερα του πιό αριστερού πόλου.
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Ανάλυση και χαρακτηρισµός Γ.Χ.Α. συστηµάτων

χρησιµοποιώντας το µετασχηµατισµό Laplace

Παράδειγµα 6.13

΄Εστω η συνάρτηση συστήµατος

H(s) =
e

s

s + 2
, Re{s} > −2. (92)

Η (92) προδικάζει ότι η κρουστική απόκριση h(t) είναι δεξιάς πλευράς. Πράγµατι

από την

e
−2t

u(t)
L←→ 1

s + 2
, Re{s} > −2

ως συνέπεια της ιδιότητας της µετατόπισης στο χρόνο προκύπτει η H(s)

e
−2(t+1)

u(t + 1)
L←→ e

s

s + 2
, Re{s} > −2

οπότε η κρουστική απόκριση είναι h(t) = e
−2(t+1)

u(t + 1) που είναι µεν

δεξιάς πλευράς, αλλά µη-αιτιατή.
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Ανάλυση και χαρακτηρισµός Γ.Χ.Α. συστηµάτων

χρησιµοποιώντας το µετασχηµατισµό Laplace

Ευστάθεια

΄Ενα Γ.Χ.Α. είναι ευσταθές όταν η κρουστική του απόκριση είναι απολύτως

ολοκληρώσιµη. Εποµένως, όταν ο µετασχηµατισµός Fourier της κρουστικής

απόκρισης είναι καλώς ορισµένος. Οπότε ισχύουν

Ιδιότητα 3: ΄Ενα Γ.Χ.Α. σύστηµα είναι ευσταθές, όταν η περιοχή σύγκλισης

της συνάρτησης συστήµατος H(s) περιλαµβάνει τον jω άξονα.

Ιδιότητα 4: ΄Ενα αιτιατό σύστηµα µε ϱητή συνάρτηση συστήµατος H(s) είναι

ευσταθές, τότε και µόνο τότε αν όλοι οι πόλοι της H(s) κείνται στο αριστερό

s-ηµιεπίπεδο, δηλαδή όταν όλοι οι πόλοι έχουν αρνητικό πραγµατικό µέρος.
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Ανάλυση και χαρακτηρισµός Γ.Χ.Α. συστηµάτων

χρησιµοποιώντας το µετασχηµατισµό Laplace

Παράδειγµα 6.14

΄Εστω Γ.Χ.Α. σύστηµα µε κρουστική απόκριση h(t) = e
−t

u(t)− e
−2t

u(t).

Αν ανατρέξουµε στο Παράδειγµα 6.5 τότε η συνάρτηση συστήµατος προκύπτει

H(s) =
1

(s + 1)(s + 2)
, Re{s} > −1.

Το σύστηµα είναι

1 αιτιατό, επειδή η περιοχή σύγκλισης της συνάρτησης συστήµατος είναι

δεξιότερα του πιό δεξιού πόλου και

2 ευσταθές, επειδή η περιοχή σύγκλισης της συνάρτησης συστήµατος

περιλαµβάνει τον jω άξονα.
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Ανάλυση και χαρακτηρισµός Γ.Χ.Α. συστηµάτων

χρησιµοποιώντας το µετασχηµατισµό Laplace

Παράδειγµα 6.14

Αν η συνάρτηση συστήµατος ήταν

H(s) =
1

(s + 1)(s + 2)
, −2 < Re{s} < −1 ή (93)

H(s) =
1

(s + 1)(s + 2)
, Re{s} < −2 (94)

τότε σε αµφότερες τις περιπτώσεις, επειδή η περιοχή σύγκλισης δεν

περιλαµβάνει τον jω άξονα, αποφαινόµαστε ότι τα συστήµατα αυτά είναι

ασταθή. Στη δεύτερη περίπτωση το σύστηµα είναι ανταιτιατό.
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Γεωµετρικός υπολογισµός του µετασχηµατισµού Fourier από

το διάγραµµα πόλων-µηδενικών

Σκοπός

Ο µετασχηµατισµός Fourier ενός σήµατος είναι ο µετασχηµατισµός

Laplace υπολογισµένος πάνω στον jω άξονα.

ϑα µελετήσουµε µια διαδικασία για το γεωµετρικό υπολογισµό του

µετασχηµατισµού Fourier και γενικότερα του µετασχηµατισµού Laplace σε

οποιοδήποτε σηµείο του µιγαδικού επιπέδου από το διάγραµµα

πόλων-µηδενικών που συνδέεται µ᾿ ένα ϱητό µετασχηµατισµό Laplace.
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Γεωµετρικός υπολογισµός του µετασχηµατισµού Fourier από

το διάγραµµα πόλων-µηδενικών

Υπολογισµός µετασχηµατισµού Laplace µ᾿ ένα απλό µηδενικό (1)

΄Εστω X(s) = s − a. Η τιµή του µετασχηµατισµού Laplace στο s1 ∈ C,

X(s1) = s1 − a, είναι ένας µιγαδικός αριθµός που προκύπτει ως άθροισµα

των µιγαδικών αριθµών s1 και −a.

Επειδή κάθε µιγαδικός αριθµός µπορεί να παρασταθεί µ᾿ ένα διάνυµα, το

s1 − a, προκύπτει ως το διανυσµατικό άθροισµα των s1 και −a, οπότε είναι

ένα διάνυσµα που άγεται από το µηδενικό (δηλαδή, το a) και δείχνει στο

σηµείο s1. Τότε

µήκος του διανύσµατος X(s1) =
∣∣X(s1)

∣∣ = µήκος s1 − a =
∣∣s1 − a

∣∣
ϕάση του διανύσµατος X(s1) = ∠X(s1) = γωνία µεταξύ του

διανύσµατος s1 − a και του πραγµατικού άξονα = φ.
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ϕάση του διανύσµατος X(s1) = ∠X(s1) = γωνία µεταξύ του

διανύσµατος s1 − a και του πραγµατικού άξονα = φ.
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Γεωµετρικός υπολογισµός του µετασχηµατισµού Fourier από

το διάγραµµα πόλων-µηδενικών

Υπολογισµός µετασχηµατισµού Laplace µ᾿ ένα απλό µηδενικό (1)

΄Εστω X(s) = s − a. Η τιµή του µετασχηµατισµού Laplace στο s1 ∈ C,

X(s1) = s1 − a, είναι ένας µιγαδικός αριθµός που προκύπτει ως άθροισµα

των µιγαδικών αριθµών s1 και −a.

Επειδή κάθε µιγαδικός αριθµός µπορεί να παρασταθεί µ᾿ ένα διάνυµα, το

s1 − a, προκύπτει ως το διανυσµατικό άθροισµα των s1 και −a, οπότε είναι

ένα διάνυσµα που άγεται από το µηδενικό (δηλαδή, το a) και δείχνει στο

σηµείο s1. Τότε

µήκος του διανύσµατος X(s1) =
∣∣X(s1)

∣∣ = µήκος s1 − a =
∣∣s1 − a

∣∣
ϕάση του διανύσµατος X(s1) = ∠X(s1) = γωνία µεταξύ του

διανύσµατος s1 − a και του πραγµατικού άξονα = φ.
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Γεωµετρικός υπολογισµός του µετασχηµατισµού Fourier από

το διάγραµµα πόλων-µηδενικών

Υπολογισµός µετασχηµατισµού Laplace µ᾿ ένα απλό µηδενικό (2)
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Γεωµετρικός υπολογισµός του µετασχηµατισµού Fourier από

το διάγραµµα πόλων-µηδενικών

Υπολογισµός µετασχηµατισµού Laplace µ᾿ έναν απλό πόλο

΄Εστω X(s) = 1
s − a

.

Κατ᾿ αναλογία η τιµή του X(s1) ϑα έχει µέτρο

|X(s1)| =
1

|s1 − a|

και ϕάση

∠X(s1) = −φ.
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Γεωµετρικός υπολογισµός του µετασχηµατισµού Fourier από

το διάγραµµα πόλων-µηδενικών

Υπολογισµός µετασχηµατισµού Laplace µ᾿ έναν απλό πόλο

΄Εστω X(s) = 1
s − a

.

Κατ᾿ αναλογία η τιµή του X(s1) ϑα έχει µέτρο

|X(s1)| =
1

|s1 − a|

και ϕάση

∠X(s1) = −φ.
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Γεωµετρικός υπολογισµός του µετασχηµατισµού Fourier από

το διάγραµµα πόλων-µηδενικών

Υπολογισµός µετασχηµατισµού Laplace µ᾿ έναν απλό πόλο

΄Εστω X(s) = 1
s − a

.

Κατ᾿ αναλογία η τιµή του X(s1) ϑα έχει µέτρο

|X(s1)| =
1

|s1 − a|

και ϕάση

∠X(s1) = −φ.
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Γεωµετρικός υπολογισµός του µετασχηµατισµού Fourier από

το διάγραµµα πόλων-µηδενικών

Υπολογισµός ϱητού µετασχηµατισµού Laplace (1)

΄Ενας ϱητός µετασχηµατισµός Laplace µπορεί να εκφραστεί ως

X(s) = M

∏
R

i=1
(s − βi)∏

P

j=1
(s − αj)

οπότε η τιµή του µετασχηµατισµού για s = s1 σε παράσταση µέτρου-ϕάσης

είναι X(s1) = |X(s1)|∠X(s1) όπου

|X(s1)| = |M|
∏

R

i=1
|s1 − βi |∏

P

j=1
|s1 − αj |

(95)

∠X(s1) =


∑

R

i=1
∠(s1 − βi)−

∑
P

j=1
∠(s1 − αj), αν M > 0

π +
∑

R

i=1
∠(s1 − βi)−

∑
P

j=1
∠(s1 − αj), αν M < 0.

(96)
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Γεωµετρικός υπολογισµός του µετασχηµατισµού Fourier από

το διάγραµµα πόλων-µηδενικών

Υπολογισµός ϱητού µετασχηµατισµού Laplace (1)

΄Ενας ϱητός µετασχηµατισµός Laplace µπορεί να εκφραστεί ως

X(s) = M

∏
R

i=1
(s − βi)∏

P

j=1
(s − αj)

οπότε η τιµή του µετασχηµατισµού για s = s1 σε παράσταση µέτρου-ϕάσης

είναι X(s1) = |X(s1)|∠X(s1) όπου

|X(s1)| = |M|
∏

R

i=1
|s1 − βi |∏

P

j=1
|s1 − αj |

(95)

∠X(s1) =


∑

R

i=1
∠(s1 − βi)−

∑
P

j=1
∠(s1 − αj), αν M > 0

π +
∑

R

i=1
∠(s1 − βi)−

∑
P

j=1
∠(s1 − αj), αν M < 0.

(96)
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Γεωµετρικός υπολογισµός του µετασχηµατισµού Fourier από

το διάγραµµα πόλων-µηδενικών

Υπολογισµός ϱητού µετασχηµατισµού Laplace (1)

΄Ενας ϱητός µετασχηµατισµός Laplace µπορεί να εκφραστεί ως

X(s) = M

∏
R

i=1
(s − βi)∏

P

j=1
(s − αj)

οπότε η τιµή του µετασχηµατισµού για s = s1 σε παράσταση µέτρου-ϕάσης

είναι X(s1) = |X(s1)|∠X(s1) όπου

|X(s1)| = |M|
∏

R

i=1
|s1 − βi |∏

P

j=1
|s1 − αj |

(95)

∠X(s1) =


∑

R

i=1
∠(s1 − βi)−

∑
P

j=1
∠(s1 − αj), αν M > 0

π +
∑

R

i=1
∠(s1 − βi)−

∑
P

j=1
∠(s1 − αj), αν M < 0.

(96)
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Γεωµετρικός υπολογισµός του µετασχηµατισµού Fourier από

το διάγραµµα πόλων-µηδενικών

Υπολογισµός ϱητού µετασχηµατισµού Laplace (2)

Εποµένως το µέτρο του X(s1) είναι το µέτρο του παράγοντα κλίµακας M

επί το γινόµενο των µηκών των διανυσµάτων που άγονται από τα µηδενικά

και καταλήγουν στο s1 διά το γινόµενο των µηκών των διανυσµάτων που

άγονται από τους πόλους και καταλήγουν στο s1.

Οµοίως η ϕάση του X(s1) είναι το άθροισµα των γωνιών των διανυσµάτων

που άγονται από τα µηδενικά και καταλήγουν στο s1 µείον το άθροισµα των

γωνιών των διανυσµάτων που άγονται από τους πόλους και καταλήγουν στο

s1 συν ενδεχοµένως π ακτίνια, όταν M < 0.

Ο γεωµετρικός υπολογισµός του µετασχηµατισµού Fourier χρησιµεύει στην

προσεγγιστική εξαγωγή των χονδρικών χαρακτηριστικών του, αξιοποιώντας

τις ασυµπτωτικές ιδιότητες του µήκους και της γωνίας των διανυσµάτων που

άγονται από τους πόλους και τα µηδενικά.
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Γεωµετρικός υπολογισµός του µετασχηµατισµού Fourier από

το διάγραµµα πόλων-µηδενικών

Υπολογισµός ϱητού µετασχηµατισµού Laplace (2)

Εποµένως το µέτρο του X(s1) είναι το µέτρο του παράγοντα κλίµακας M

επί το γινόµενο των µηκών των διανυσµάτων που άγονται από τα µηδενικά

και καταλήγουν στο s1 διά το γινόµενο των µηκών των διανυσµάτων που

άγονται από τους πόλους και καταλήγουν στο s1.

Οµοίως η ϕάση του X(s1) είναι το άθροισµα των γωνιών των διανυσµάτων

που άγονται από τα µηδενικά και καταλήγουν στο s1 µείον το άθροισµα των

γωνιών των διανυσµάτων που άγονται από τους πόλους και καταλήγουν στο

s1 συν ενδεχοµένως π ακτίνια, όταν M < 0.

Ο γεωµετρικός υπολογισµός του µετασχηµατισµού Fourier χρησιµεύει στην

προσεγγιστική εξαγωγή των χονδρικών χαρακτηριστικών του, αξιοποιώντας

τις ασυµπτωτικές ιδιότητες του µήκους και της γωνίας των διανυσµάτων που

άγονται από τους πόλους και τα µηδενικά.
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Γεωµετρικός υπολογισµός του µετασχηµατισµού Fourier από

το διάγραµµα πόλων-µηδενικών

Υπολογισµός ϱητού µετασχηµατισµού Laplace (2)

Εποµένως το µέτρο του X(s1) είναι το µέτρο του παράγοντα κλίµακας M

επί το γινόµενο των µηκών των διανυσµάτων που άγονται από τα µηδενικά

και καταλήγουν στο s1 διά το γινόµενο των µηκών των διανυσµάτων που

άγονται από τους πόλους και καταλήγουν στο s1.

Οµοίως η ϕάση του X(s1) είναι το άθροισµα των γωνιών των διανυσµάτων

που άγονται από τα µηδενικά και καταλήγουν στο s1 µείον το άθροισµα των

γωνιών των διανυσµάτων που άγονται από τους πόλους και καταλήγουν στο

s1 συν ενδεχοµένως π ακτίνια, όταν M < 0.

Ο γεωµετρικός υπολογισµός του µετασχηµατισµού Fourier χρησιµεύει στην

προσεγγιστική εξαγωγή των χονδρικών χαρακτηριστικών του, αξιοποιώντας

τις ασυµπτωτικές ιδιότητες του µήκους και της γωνίας των διανυσµάτων που

άγονται από τους πόλους και τα µηδενικά.
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Γεωµετρικός υπολογισµός του µετασχηµατισµού Fourier από

το διάγραµµα πόλων-µηδενικών

Υπολογισµός ϱητού µετασχηµατισµού Laplace (2)

Εποµένως το µέτρο του X(s1) είναι το µέτρο του παράγοντα κλίµακας M

επί το γινόµενο των µηκών των διανυσµάτων που άγονται από τα µηδενικά

και καταλήγουν στο s1 διά το γινόµενο των µηκών των διανυσµάτων που

άγονται από τους πόλους και καταλήγουν στο s1.

Οµοίως η ϕάση του X(s1) είναι το άθροισµα των γωνιών των διανυσµάτων

που άγονται από τα µηδενικά και καταλήγουν στο s1 µείον το άθροισµα των

γωνιών των διανυσµάτων που άγονται από τους πόλους και καταλήγουν στο

s1 συν ενδεχοµένως π ακτίνια, όταν M < 0.

Ο γεωµετρικός υπολογισµός του µετασχηµατισµού Fourier χρησιµεύει στην

προσεγγιστική εξαγωγή των χονδρικών χαρακτηριστικών του, αξιοποιώντας

τις ασυµπτωτικές ιδιότητες του µήκους και της γωνίας των διανυσµάτων που

άγονται από τους πόλους και τα µηδενικά.
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Γεωµετρικός υπολογισµός του µετασχηµατισµού Fourier από

το διάγραµµα πόλων-µηδενικών

Υπολογισµός ϱητού µετασχηµατισµού Laplace (2)

Εποµένως το µέτρο του X(s1) είναι το µέτρο του παράγοντα κλίµακας M

επί το γινόµενο των µηκών των διανυσµάτων που άγονται από τα µηδενικά

και καταλήγουν στο s1 διά το γινόµενο των µηκών των διανυσµάτων που

άγονται από τους πόλους και καταλήγουν στο s1.

Οµοίως η ϕάση του X(s1) είναι το άθροισµα των γωνιών των διανυσµάτων

που άγονται από τα µηδενικά και καταλήγουν στο s1 µείον το άθροισµα των

γωνιών των διανυσµάτων που άγονται από τους πόλους και καταλήγουν στο

s1 συν ενδεχοµένως π ακτίνια, όταν M < 0.

Ο γεωµετρικός υπολογισµός του µετασχηµατισµού Fourier χρησιµεύει στην

προσεγγιστική εξαγωγή των χονδρικών χαρακτηριστικών του, αξιοποιώντας

τις ασυµπτωτικές ιδιότητες του µήκους και της γωνίας των διανυσµάτων που

άγονται από τους πόλους και τα µηδενικά.
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Γεωµετρικός υπολογισµός του µετασχηµατισµού Fourier από

το διάγραµµα πόλων-µηδενικών

Παράδειγµα 6.15 (1)

΄Εστω

X(s) =
1

s + 1

3

, Re{s} > −1

3
.

Ο µετασχηµατισµός Fourier ορίζεται, διότι η περιοχή σύγκλισης περιλαµβάνει τον

jω άξονα. Θέτοντας s = jω µπορούµε να υπολογίσουµε γεωµετρικώς το

µετασχηµατισµό Fourier.
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Γεωµετρικός υπολογισµός του µετασχηµατισµού Fourier από

το διάγραµµα πόλων-µηδενικών

Παράδειγµα 6.15 (1)

΄Εστω

X(s) =
1

s + 1

3

, Re{s} > −1

3
.

Ο µετασχηµατισµός Fourier ορίζεται, διότι η περιοχή σύγκλισης περιλαµβάνει τον

jω άξονα. Θέτοντας s = jω µπορούµε να υπολογίσουµε γεωµετρικώς το

µετασχηµατισµό Fourier.
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Γεωµετρικός υπολογισµός του µετασχηµατισµού Fourier από

το διάγραµµα πόλων-µηδενικών

Παράδειγµα 6.15 (2)

΄Εχουµε X(jω) = 1

jω+ 1

3

ή

|X(jω)| =
1√

1

9
+ ω2

∠X(jω) = − arctan(
ω
1

3

) = − arctan(3ω)

Το µήκος του διανύσµατος του πόλου αυξάνει µονότονα καθώς αυξάνει το ω,

άρα |X(jω)| ελαττώνεται µονότονα µε την αύξηση του ω.
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Γεωµετρικός υπολογισµός του µετασχηµατισµού Fourier από

το διάγραµµα πόλων-µηδενικών

Παράδειγµα 6.15 (2)

΄Εχουµε X(jω) = 1

jω+ 1

3

ή

|X(jω)| =
1√

1

9
+ ω2

∠X(jω) = − arctan(
ω
1

3

) = − arctan(3ω)

Το µήκος του διανύσµατος του πόλου αυξάνει µονότονα καθώς αυξάνει το ω,

άρα |X(jω)| ελαττώνεται µονότονα µε την αύξηση του ω.
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Γεωµετρικός υπολογισµός του µετασχηµατισµού Fourier από

το διάγραµµα πόλων-µηδενικών

Πρωτοβάθµια συστήµατα (1)

Η κρουστική απόκριση ενός πρωτοβάθµιου συστήµατος και η αντίστοιχη

συνάρτηση συστήµατος είναι

h(t) =
1

τ
e
− t
τ u(t)

L←→

H(s) =
1

τ

1

s + 1

τ

=
1

sτ + 1
, Re{s} > − 1

τ
.

΄Ενα τέτοιο Γ.Χ.Α. σύστηµα περιγράφεται από τη διαφορική εξίσωση

τ
dy(t)

dt
+ y(t) = x(t), y(0) = 0

για την οποία ισχύει η συνθήκη αρχικής ηρεµίας x(t) = 0, όταν t < 0.

Η ϑετική πραγµατική σταθερά τ είναι γνωστή ως σταθερά χρόνου. Για την τιµή

t = τ παρατηρούµε ότι h(τ) = 1

e
h(0).
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Γεωµετρικός υπολογισµός του µετασχηµατισµού Fourier από

το διάγραµµα πόλων-µηδενικών

Πρωτοβάθµια συστήµατα (1)

Η κρουστική απόκριση ενός πρωτοβάθµιου συστήµατος και η αντίστοιχη

συνάρτηση συστήµατος είναι

h(t) =
1

τ
e
− t
τ u(t)

L←→

H(s) =
1

τ

1

s + 1

τ

=
1

sτ + 1
, Re{s} > − 1

τ
.

΄Ενα τέτοιο Γ.Χ.Α. σύστηµα περιγράφεται από τη διαφορική εξίσωση

τ
dy(t)

dt
+ y(t) = x(t), y(0) = 0

για την οποία ισχύει η συνθήκη αρχικής ηρεµίας x(t) = 0, όταν t < 0.

Η ϑετική πραγµατική σταθερά τ είναι γνωστή ως σταθερά χρόνου. Για την τιµή

t = τ παρατηρούµε ότι h(τ) = 1

e
h(0).
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Γεωµετρικός υπολογισµός του µετασχηµατισµού Fourier από

το διάγραµµα πόλων-µηδενικών

Πρωτοβάθµια συστήµατα (1)

Η κρουστική απόκριση ενός πρωτοβάθµιου συστήµατος και η αντίστοιχη

συνάρτηση συστήµατος είναι

h(t) =
1

τ
e
− t
τ u(t)

L←→

H(s) =
1

τ

1

s + 1

τ

=
1

sτ + 1
, Re{s} > − 1

τ
.

΄Ενα τέτοιο Γ.Χ.Α. σύστηµα περιγράφεται από τη διαφορική εξίσωση

τ
dy(t)

dt
+ y(t) = x(t), y(0) = 0

για την οποία ισχύει η συνθήκη αρχικής ηρεµίας x(t) = 0, όταν t < 0.

Η ϑετική πραγµατική σταθερά τ είναι γνωστή ως σταθερά χρόνου. Για την τιµή

t = τ παρατηρούµε ότι h(τ) = 1

e
h(0).
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Γεωµετρικός υπολογισµός του µετασχηµατισµού Fourier από

το διάγραµµα πόλων-µηδενικών

Πρωτοβάθµια συστήµατα (2)
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Γεωµετρικός υπολογισµός του µετασχηµατισµού Fourier από

το διάγραµµα πόλων-µηδενικών

Πρωτοβάθµια συστήµατα (3)

Συνάγουµε τα ακόλουθα χονδρικά χαρακτηριστικά για τη µεταβολή της H(jω) ως

προς ω:

Το µέτρο |H(jω)| της απόκρισης συχνότητας, H(jω), παρουσιάζει µέγιστο

όταν ω = 0.

Το µέτρο |H(jω)| της απόκρισης συχνότητας, H(jω) παρουσιάζει ϐαθµιαία

µείωση καθώς το ω αυξάνεται.

Η ϕάση ∠H(jω) της απόκρισης συχνότητας, H(jω), µειώνεται από το 0 στο

−π
2

καθώς το ω αυξάνεται.

Πράγµατι

|H(jω)| =
∣∣∣∣ 1

jωτ + 1

∣∣∣∣ = 1√
ω2τ 2 + 1

.
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Γεωµετρικός υπολογισµός του µετασχηµατισµού Fourier από

το διάγραµµα πόλων-µηδενικών

Πρωτοβάθµια συστήµατα (3)

Συνάγουµε τα ακόλουθα χονδρικά χαρακτηριστικά για τη µεταβολή της H(jω) ως

προς ω:

Το µέτρο |H(jω)| της απόκρισης συχνότητας, H(jω), παρουσιάζει µέγιστο

όταν ω = 0.

Το µέτρο |H(jω)| της απόκρισης συχνότητας, H(jω) παρουσιάζει ϐαθµιαία

µείωση καθώς το ω αυξάνεται.

Η ϕάση ∠H(jω) της απόκρισης συχνότητας, H(jω), µειώνεται από το 0 στο

−π
2

καθώς το ω αυξάνεται.

Πράγµατι

|H(jω)| =
∣∣∣∣ 1

jωτ + 1

∣∣∣∣ = 1√
ω2τ 2 + 1

.
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Γεωµετρικός υπολογισµός του µετασχηµατισµού Fourier από

το διάγραµµα πόλων-µηδενικών

Πρωτοβάθµια συστήµατα (3)
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όταν ω = 0.

Το µέτρο |H(jω)| της απόκρισης συχνότητας, H(jω) παρουσιάζει ϐαθµιαία

µείωση καθώς το ω αυξάνεται.

Η ϕάση ∠H(jω) της απόκρισης συχνότητας, H(jω), µειώνεται από το 0 στο

−π
2

καθώς το ω αυξάνεται.

Πράγµατι
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ω2τ 2 + 1

.
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Γεωµετρικός υπολογισµός του µετασχηµατισµού Fourier από

το διάγραµµα πόλων-µηδενικών

Πρωτοβάθµια συστήµατα (3)
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Η ϕάση ∠H(jω) της απόκρισης συχνότητας, H(jω), µειώνεται από το 0 στο
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2

καθώς το ω αυξάνεται.

Πράγµατι

|H(jω)| =
∣∣∣∣ 1
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ω2τ 2 + 1
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Γεωµετρικός υπολογισµός του µετασχηµατισµού Fourier από

το διάγραµµα πόλων-µηδενικών
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Γεωµετρικός υπολογισµός του µετασχηµατισµού Fourier από

το διάγραµµα πόλων-µηδενικών

Πρωτοβάθµια συστήµατα (3)
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Γεωµετρικός υπολογισµός του µετασχηµατισµού Fourier από

το διάγραµµα πόλων-µηδενικών

Πρωτοβάθµια συστήµατα (3)

Συνάγουµε τα ακόλουθα χονδρικά χαρακτηριστικά για τη µεταβολή της H(jω) ως

προς ω:

Το µέτρο |H(jω)| της απόκρισης συχνότητας, H(jω), παρουσιάζει µέγιστο

όταν ω = 0.
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Γεωµετρικός υπολογισµός του µετασχηµατισµού Fourier από

το διάγραµµα πόλων-µηδενικών

Πρωτοβάθµια συστήµατα (4)

Αν υπολογίσουµε την έκφραση

20 log10 |H(jω)| = −10 log10(ω
2τ 2 + 1)

≈ −20 log10 ω − 20 log10 τ, ω � 1

τ

τότε το µέτρο της απόκρισης συχνότητας µετριέται σε dB.

Παρατηρούµε ότι στη συχνότητα ω = 1
τ το µέτρο της απόκρισης συχνότητας

είναι 3 dB κάτω από τη µέγιστη τιµή του για ω = 0. Η συχνότητα ω = 1
τ

ονοµάζεται συχνότητα αποκοπής.

Για συχνότητα δεκαπλάσια της συχνότητας αποκοπής το µέτρο της απόκρισης

συχνότητας είναι

20 log10 |H(jω)|
∣∣∣∣
ω= 10

τ

∼= −10 log10 101 = −20 dB.
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Γεωµετρικός υπολογισµός του µετασχηµατισµού Fourier από

το διάγραµµα πόλων-µηδενικών

Πρωτοβάθµια συστήµατα (4)

Αν υπολογίσουµε την έκφραση

20 log10 |H(jω)| = −10 log10(ω
2τ 2 + 1)

≈ −20 log10 ω − 20 log10 τ, ω � 1

τ

τότε το µέτρο της απόκρισης συχνότητας µετριέται σε dB.

Παρατηρούµε ότι στη συχνότητα ω = 1
τ το µέτρο της απόκρισης συχνότητας

είναι 3 dB κάτω από τη µέγιστη τιµή του για ω = 0. Η συχνότητα ω = 1
τ

ονοµάζεται συχνότητα αποκοπής.

Για συχνότητα δεκαπλάσια της συχνότητας αποκοπής το µέτρο της απόκρισης

συχνότητας είναι

20 log10 |H(jω)|
∣∣∣∣
ω= 10

τ

∼= −10 log10 101 = −20 dB.
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Γεωµετρικός υπολογισµός του µετασχηµατισµού Fourier από

το διάγραµµα πόλων-µηδενικών

Πρωτοβάθµια συστήµατα (4)

Αν υπολογίσουµε την έκφραση

20 log10 |H(jω)| = −10 log10(ω
2τ 2 + 1)

≈ −20 log10 ω − 20 log10 τ, ω � 1

τ

τότε το µέτρο της απόκρισης συχνότητας µετριέται σε dB.

Παρατηρούµε ότι στη συχνότητα ω = 1
τ το µέτρο της απόκρισης συχνότητας

είναι 3 dB κάτω από τη µέγιστη τιµή του για ω = 0. Η συχνότητα ω = 1
τ

ονοµάζεται συχνότητα αποκοπής.

Για συχνότητα δεκαπλάσια της συχνότητας αποκοπής το µέτρο της απόκρισης

συχνότητας είναι

20 log10 |H(jω)|
∣∣∣∣
ω= 10

τ

∼= −10 log10 101 = −20 dB.
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Γεωµετρικός υπολογισµός του µετασχηµατισµού Fourier από

το διάγραµµα πόλων-µηδενικών

Πρωτοβάθµια συστήµατα (4)

Οµοίως µπορούµε να δείξουµε ότι

∠H(jω) = − arctan(ωτ)

≈


0 ω ≤ 0.1

τ
−π

4

[
log10(ωτ) + 1

]
0.1
τ ≤ ω ≤

10
τ

−π
2

ω ≥ 10
τ .

Οι γραφικές παραστάσεις του 20 log10 |H(jω)| και της ∠H(jω) ως προς ω
καλούνται διαγράµµατα Bode (Bode plots). Στα διαγράµµατα Bode, η συχνότητα

ω µετριέται σε λογαριθµική κλίµακα.

Ελάττωση της σταθεράς χρόνου συνεπάγεται αύξηση της συχνότητας αποκοπής,

διεύρυνση του εύρους Ϲώνης και γρηγορότερο ϱυθµό πτώσης της h(t).

∆ιαγράµµατα Bode πρωτοβάθµιου συστήµατος.
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Γεωµετρικός υπολογισµός του µετασχηµατισµού Fourier από

το διάγραµµα πόλων-µηδενικών

Πρωτοβάθµια συστήµατα (4)

Οµοίως µπορούµε να δείξουµε ότι

∠H(jω) = − arctan(ωτ)

≈


0 ω ≤ 0.1

τ
−π

4

[
log10(ωτ) + 1

]
0.1
τ ≤ ω ≤

10
τ

−π
2

ω ≥ 10
τ .

Οι γραφικές παραστάσεις του 20 log10 |H(jω)| και της ∠H(jω) ως προς ω
καλούνται διαγράµµατα Bode (Bode plots). Στα διαγράµµατα Bode, η συχνότητα

ω µετριέται σε λογαριθµική κλίµακα.

Ελάττωση της σταθεράς χρόνου συνεπάγεται αύξηση της συχνότητας αποκοπής,

διεύρυνση του εύρους Ϲώνης και γρηγορότερο ϱυθµό πτώσης της h(t).

∆ιαγράµµατα Bode πρωτοβάθµιου συστήµατος.
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Γεωµετρικός υπολογισµός του µετασχηµατισµού Fourier από

το διάγραµµα πόλων-µηδενικών

Πρωτοβάθµια συστήµατα (4)

Οµοίως µπορούµε να δείξουµε ότι

∠H(jω) = − arctan(ωτ)

≈


0 ω ≤ 0.1

τ
−π

4

[
log10(ωτ) + 1

]
0.1
τ ≤ ω ≤

10
τ

−π
2

ω ≥ 10
τ .

Οι γραφικές παραστάσεις του 20 log10 |H(jω)| και της ∠H(jω) ως προς ω
καλούνται διαγράµµατα Bode (Bode plots). Στα διαγράµµατα Bode, η συχνότητα

ω µετριέται σε λογαριθµική κλίµακα.

Ελάττωση της σταθεράς χρόνου συνεπάγεται αύξηση της συχνότητας αποκοπής,

διεύρυνση του εύρους Ϲώνης και γρηγορότερο ϱυθµό πτώσης της h(t).

∆ιαγράµµατα Bode πρωτοβάθµιου συστήµατος.
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Γεωµετρικός υπολογισµός του µετασχηµατισµού Fourier από

το διάγραµµα πόλων-µηδενικών

∆ευτεροβάθµια συστήµατα (1)

Η κρουστική απόκριση ενός δευτεροβάθµιου συστήµατος είναι

h(t) = M

[
e

c1 t − e
c2 t

]
u(t)

όπου

c1 = −ζωn + ωn

√
ζ2 − 1 (97)

c2 = −ζωn − ωn

√
ζ2 − 1 (98)

M =
ωn

2
√
ζ2 − 1

, ωn > 0. (99)

Η παράµετρος ζ καλείται λόγος απόσβεσης (damping ratio) και η συχνότητα ωn

καλείται µη-αποσβενύµενη ϕυσική συχνότητα (undamped natural frequency).
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Γεωµετρικός υπολογισµός του µετασχηµατισµού Fourier από

το διάγραµµα πόλων-µηδενικών

∆ευτεροβάθµια συστήµατα (1)

Η κρουστική απόκριση ενός δευτεροβάθµιου συστήµατος είναι

h(t) = M

[
e

c1 t − e
c2 t

]
u(t)

όπου

c1 = −ζωn + ωn

√
ζ2 − 1 (97)

c2 = −ζωn − ωn

√
ζ2 − 1 (98)

M =
ωn

2
√
ζ2 − 1

, ωn > 0. (99)

Η παράµετρος ζ καλείται λόγος απόσβεσης (damping ratio) και η συχνότητα ωn

καλείται µη-αποσβενύµενη ϕυσική συχνότητα (undamped natural frequency).
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Γεωµετρικός υπολογισµός του µετασχηµατισµού Fourier από

το διάγραµµα πόλων-µηδενικών

∆ευτεροβάθµια συστήµατα (2)

΄Ενα τέτοιο Γ.Χ.Α. σύστηµα περιγράφεται από τη γραµµική διαφορική εξίσωση µε

σταθερούς συντελεστές

d
2
y(t)

dt2
+ 2ζωn

dy(t)

dt
+ ω2

n
y(t) = ω2

n
x(t), y(0) = 0

για την οποία ισχύει η συνθήκη αρχικής ηρεµίας, x(t) = 0 όταν t < 0. Η

συνάρτηση συστήµατος είναι

H(s) =
ω2

n

s2 + 2ζωns + ω2
n

=
ω2

n

(s − c1)(s − c2)
. (100)
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Γεωµετρικός υπολογισµός του µετασχηµατισµού Fourier από

το διάγραµµα πόλων-µηδενικών

∆ευτεροβάθµια συστήµατα (2)

΄Ενα τέτοιο Γ.Χ.Α. σύστηµα περιγράφεται από τη γραµµική διαφορική εξίσωση µε

σταθερούς συντελεστές

d
2
y(t)

dt2
+ 2ζωn

dy(t)

dt
+ ω2

n
y(t) = ω2

n
x(t), y(0) = 0

για την οποία ισχύει η συνθήκη αρχικής ηρεµίας, x(t) = 0 όταν t < 0. Η

συνάρτηση συστήµατος είναι

H(s) =
ω2

n

s2 + 2ζωns + ω2
n

=
ω2

n

(s − c1)(s − c2)
. (100)
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Γεωµετρικός υπολογισµός του µετασχηµατισµού Fourier από

το διάγραµµα πόλων-µηδενικών

Υπεραποσβενύµενα δευτεροβάθµια συστήµατα (1)

Για ζ > 1, c1, c2 είναι πραγµατικοί πόλοι, οπότε το δευτεροβάθµιο σύστηµα

είναι γινόµενο δύο πρωτοβάθµιων συστηµάτων.

Στο πεδίο του χρόνου η αντίστοιχη κρουστική απόκριση είναι διαφορά δύο

αποσβενύµενων εκθετικών.

Λέµε ότι το σύστηµα είναι υπεραποσβενύµενο (overdamped).
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Γεωµετρικός υπολογισµός του µετασχηµατισµού Fourier από
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Γεωµετρικός υπολογισµός του µετασχηµατισµού Fourier από

το διάγραµµα πόλων-µηδενικών
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Γεωµετρικός υπολογισµός του µετασχηµατισµού Fourier από

το διάγραµµα πόλων-µηδενικών

Υπεραποσβενύµενα δευτεροβάθµια συστήµατα (2)

Το µέτρο της απόκρισης συχνότητας, |H(jω)|, ϕθίνει µονότονα καθώς το

|ω| αυξάνεται. Εποµένως το σύστηµα έχει κατωδιαβατή συχνοτική

συµπεριφορά.

Η ϕάση της απόκρισης συχνότητας, ∠H(jω), κυµαίνεται µεταξύ 0 (για

ω → 0) και −π (καθώς το ω →∞).

Καθώς το ζ αυξάνεται ο ένας πόλος πλησιάζει τον jω άξονα και ο άλλος

πόλος αποµακρύνεται στον αρνητικό ηµιάξονα των πραγµατικών αριθµών.

Ο πόλος που είναι κοντά στον jω άξονα αντιστοιχεί σ᾿ ένα κατωδιαβατό

πρωτοβάθµιο σύστηµα µε χαµηλή συχνότητα αποκοπής και αργή απόσβεση

στο πεδίο του χρόνου (µεγάλη σταθερά χρόνου). Ο πόλος που είναι

µακριά από τον jω άξονα αντιστοιχεί σ᾿ ένα κατωδιαβατό πρωτοβάθµιο
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Μετασχηµατισµός Laplace 84/97



Γεωµετρικός υπολογισµός του µετασχηµατισµού Fourier από

το διάγραµµα πόλων-µηδενικών

Υπεραποσβενύµενα δευτεροβάθµια συστήµατα (2)

Το µέτρο της απόκρισης συχνότητας, |H(jω)|, ϕθίνει µονότονα καθώς το

|ω| αυξάνεται. Εποµένως το σύστηµα έχει κατωδιαβατή συχνοτική

συµπεριφορά.

Η ϕάση της απόκρισης συχνότητας, ∠H(jω), κυµαίνεται µεταξύ 0 (για

ω → 0) και −π (καθώς το ω →∞).

Καθώς το ζ αυξάνεται ο ένας πόλος πλησιάζει τον jω άξονα και ο άλλος

πόλος αποµακρύνεται στον αρνητικό ηµιάξονα των πραγµατικών αριθµών.

Ο πόλος που είναι κοντά στον jω άξονα αντιστοιχεί σ᾿ ένα κατωδιαβατό

πρωτοβάθµιο σύστηµα µε χαµηλή συχνότητα αποκοπής και αργή απόσβεση

στο πεδίο του χρόνου (µεγάλη σταθερά χρόνου). Ο πόλος που είναι

µακριά από τον jω άξονα αντιστοιχεί σ᾿ ένα κατωδιαβατό πρωτοβάθµιο

σύστηµα µε υψηλή συχνότητα αποκοπής και γρήγορη απόσβεση στο πεδίο

του χρόνου (µικρή σταθερά χρόνου).

Μετασχηµατισµός Laplace 84/97



Γεωµετρικός υπολογισµός του µετασχηµατισµού Fourier από

το διάγραµµα πόλων-µηδενικών

Υπεραποσβενύµενα δευτεροβάθµια συστήµατα (2)

Το µέτρο της απόκρισης συχνότητας, |H(jω)|, ϕθίνει µονότονα καθώς το

|ω| αυξάνεται. Εποµένως το σύστηµα έχει κατωδιαβατή συχνοτική

συµπεριφορά.

Η ϕάση της απόκρισης συχνότητας, ∠H(jω), κυµαίνεται µεταξύ 0 (για

ω → 0) και −π (καθώς το ω →∞).

Καθώς το ζ αυξάνεται ο ένας πόλος πλησιάζει τον jω άξονα και ο άλλος

πόλος αποµακρύνεται στον αρνητικό ηµιάξονα των πραγµατικών αριθµών.

Ο πόλος που είναι κοντά στον jω άξονα αντιστοιχεί σ᾿ ένα κατωδιαβατό

πρωτοβάθµιο σύστηµα µε χαµηλή συχνότητα αποκοπής και αργή απόσβεση

στο πεδίο του χρόνου (µεγάλη σταθερά χρόνου). Ο πόλος που είναι

µακριά από τον jω άξονα αντιστοιχεί σ᾿ ένα κατωδιαβατό πρωτοβάθµιο

σύστηµα µε υψηλή συχνότητα αποκοπής και γρήγορη απόσβεση στο πεδίο

του χρόνου (µικρή σταθερά χρόνου).

Μετασχηµατισµός Laplace 84/97



Γεωµετρικός υπολογισµός του µετασχηµατισµού Fourier από

το διάγραµµα πόλων-µηδενικών

Υπεραποσβενύµενα δευτεροβάθµια συστήµατα (2)

Το µέτρο της απόκρισης συχνότητας, |H(jω)|, ϕθίνει µονότονα καθώς το

|ω| αυξάνεται. Εποµένως το σύστηµα έχει κατωδιαβατή συχνοτική

συµπεριφορά.

Η ϕάση της απόκρισης συχνότητας, ∠H(jω), κυµαίνεται µεταξύ 0 (για

ω → 0) και −π (καθώς το ω →∞).

Καθώς το ζ αυξάνεται ο ένας πόλος πλησιάζει τον jω άξονα και ο άλλος

πόλος αποµακρύνεται στον αρνητικό ηµιάξονα των πραγµατικών αριθµών.

Ο πόλος που είναι κοντά στον jω άξονα αντιστοιχεί σ᾿ ένα κατωδιαβατό

πρωτοβάθµιο σύστηµα µε χαµηλή συχνότητα αποκοπής και αργή απόσβεση

στο πεδίο του χρόνου (µεγάλη σταθερά χρόνου). Ο πόλος που είναι

µακριά από τον jω άξονα αντιστοιχεί σ᾿ ένα κατωδιαβατό πρωτοβάθµιο

σύστηµα µε υψηλή συχνότητα αποκοπής και γρήγορη απόσβεση στο πεδίο

του χρόνου (µικρή σταθερά χρόνου).

Μετασχηµατισµός Laplace 84/97



Γεωµετρικός υπολογισµός του µετασχηµατισµού Fourier από

το διάγραµµα πόλων-µηδενικών

Υπεραποσβενύµενα δευτεροβάθµια συστήµατα (2)

Το µέτρο της απόκρισης συχνότητας, |H(jω)|, ϕθίνει µονότονα καθώς το

|ω| αυξάνεται. Εποµένως το σύστηµα έχει κατωδιαβατή συχνοτική

συµπεριφορά.

Η ϕάση της απόκρισης συχνότητας, ∠H(jω), κυµαίνεται µεταξύ 0 (για

ω → 0) και −π (καθώς το ω →∞).

Καθώς το ζ αυξάνεται ο ένας πόλος πλησιάζει τον jω άξονα και ο άλλος

πόλος αποµακρύνεται στον αρνητικό ηµιάξονα των πραγµατικών αριθµών.

Ο πόλος που είναι κοντά στον jω άξονα αντιστοιχεί σ᾿ ένα κατωδιαβατό

πρωτοβάθµιο σύστηµα µε χαµηλή συχνότητα αποκοπής και αργή απόσβεση

στο πεδίο του χρόνου (µεγάλη σταθερά χρόνου). Ο πόλος που είναι

µακριά από τον jω άξονα αντιστοιχεί σ᾿ ένα κατωδιαβατό πρωτοβάθµιο

σύστηµα µε υψηλή συχνότητα αποκοπής και γρήγορη απόσβεση στο πεδίο

του χρόνου (µικρή σταθερά χρόνου).

Μετασχηµατισµός Laplace 84/97



Γεωµετρικός υπολογισµός του µετασχηµατισµού Fourier από

το διάγραµµα πόλων-µηδενικών

Υπεραποσβενύµενα δευτεροβάθµια συστήµατα (3)

Για ζ � 1, ο κοντινός στο jω άξονα πόλος παίζει τον πρωταγωνιστικό ϱόλο

στην κατωδιαβατή συχνοτική συµπεριφορά του συστήµατος, επειδή το

µήκος και η γωνία του διανύσµατος που άγεται από αυτόν τον πόλο είναι

πιό ευαίσθητα σε µεταβολές του ω απ᾿ ό,τι το µήκος και η γωνία του

διανύσµατος που άγεται από τον µακρινό πόλο.

Θέτοντας όπου s = jω στην (100) προκύπτει η απόκριση συχνότητας

H(jω) =
ω2

n

(jω)2 + 2ζωn(jω) + ω2
n

. (101)

∆ιαιρώντας αριθµητή και παρονοµαστή µε ω2
n

παίρνουµε

H(jω) = 1

( jω
ωn

)2 + 2ζ( jω
ωn

) + 1
. Μεταβάλλοντας το ωn ισοδυναµεί µε

χρονική και συχνοτική κλιµάκωση.

Μετασχηµατισµός Laplace 85/97



Γεωµετρικός υπολογισµός του µετασχηµατισµού Fourier από

το διάγραµµα πόλων-µηδενικών

Υπεραποσβενύµενα δευτεροβάθµια συστήµατα (3)

Για ζ � 1, ο κοντινός στο jω άξονα πόλος παίζει τον πρωταγωνιστικό ϱόλο

στην κατωδιαβατή συχνοτική συµπεριφορά του συστήµατος, επειδή το

µήκος και η γωνία του διανύσµατος που άγεται από αυτόν τον πόλο είναι

πιό ευαίσθητα σε µεταβολές του ω απ᾿ ό,τι το µήκος και η γωνία του

διανύσµατος που άγεται από τον µακρινό πόλο.

Θέτοντας όπου s = jω στην (100) προκύπτει η απόκριση συχνότητας

H(jω) =
ω2

n

(jω)2 + 2ζωn(jω) + ω2
n

. (101)

∆ιαιρώντας αριθµητή και παρονοµαστή µε ω2
n

παίρνουµε

H(jω) = 1

( jω
ωn

)2 + 2ζ( jω
ωn

) + 1
. Μεταβάλλοντας το ωn ισοδυναµεί µε

χρονική και συχνοτική κλιµάκωση.

Μετασχηµατισµός Laplace 85/97



Γεωµετρικός υπολογισµός του µετασχηµατισµού Fourier από

το διάγραµµα πόλων-µηδενικών

Υπεραποσβενύµενα δευτεροβάθµια συστήµατα (3)

Για ζ � 1, ο κοντινός στο jω άξονα πόλος παίζει τον πρωταγωνιστικό ϱόλο

στην κατωδιαβατή συχνοτική συµπεριφορά του συστήµατος, επειδή το

µήκος και η γωνία του διανύσµατος που άγεται από αυτόν τον πόλο είναι

πιό ευαίσθητα σε µεταβολές του ω απ᾿ ό,τι το µήκος και η γωνία του

διανύσµατος που άγεται από τον µακρινό πόλο.

Θέτοντας όπου s = jω στην (100) προκύπτει η απόκριση συχνότητας

H(jω) =
ω2

n

(jω)2 + 2ζωn(jω) + ω2
n

. (101)

∆ιαιρώντας αριθµητή και παρονοµαστή µε ω2
n

παίρνουµε

H(jω) = 1

( jω
ωn

)2 + 2ζ( jω
ωn

) + 1
. Μεταβάλλοντας το ωn ισοδυναµεί µε

χρονική και συχνοτική κλιµάκωση.

Μετασχηµατισµός Laplace 85/97



Γεωµετρικός υπολογισµός του µετασχηµατισµού Fourier από

το διάγραµµα πόλων-µηδενικών

Υπεραποσβενύµενα δευτεροβάθµια συστήµατα (3)

Για ζ � 1, ο κοντινός στο jω άξονα πόλος παίζει τον πρωταγωνιστικό ϱόλο

στην κατωδιαβατή συχνοτική συµπεριφορά του συστήµατος, επειδή το

µήκος και η γωνία του διανύσµατος που άγεται από αυτόν τον πόλο είναι

πιό ευαίσθητα σε µεταβολές του ω απ᾿ ό,τι το µήκος και η γωνία του

διανύσµατος που άγεται από τον µακρινό πόλο.

Θέτοντας όπου s = jω στην (100) προκύπτει η απόκριση συχνότητας

H(jω) =
ω2

n

(jω)2 + 2ζωn(jω) + ω2
n

. (101)

∆ιαιρώντας αριθµητή και παρονοµαστή µε ω2
n

παίρνουµε

H(jω) = 1

( jω
ωn

)2 + 2ζ( jω
ωn

) + 1
. Μεταβάλλοντας το ωn ισοδυναµεί µε

χρονική και συχνοτική κλιµάκωση.

Μετασχηµατισµός Laplace 85/97



Γεωµετρικός υπολογισµός του µετασχηµατισµού Fourier από

το διάγραµµα πόλων-µηδενικών

Υπεραποσβενύµενα δευτεροβάθµια συστήµατα (3)

Για ζ � 1, ο κοντινός στο jω άξονα πόλος παίζει τον πρωταγωνιστικό ϱόλο

στην κατωδιαβατή συχνοτική συµπεριφορά του συστήµατος, επειδή το

µήκος και η γωνία του διανύσµατος που άγεται από αυτόν τον πόλο είναι

πιό ευαίσθητα σε µεταβολές του ω απ᾿ ό,τι το µήκος και η γωνία του

διανύσµατος που άγεται από τον µακρινό πόλο.

Θέτοντας όπου s = jω στην (100) προκύπτει η απόκριση συχνότητας

H(jω) =
ω2

n

(jω)2 + 2ζωn(jω) + ω2
n

. (101)

∆ιαιρώντας αριθµητή και παρονοµαστή µε ω2
n

παίρνουµε

H(jω) = 1

( jω
ωn

)2 + 2ζ( jω
ωn

) + 1
. Μεταβάλλοντας το ωn ισοδυναµεί µε

χρονική και συχνοτική κλιµάκωση.

Μετασχηµατισµός Laplace 85/97



Γεωµετρικός υπολογισµός του µετασχηµατισµού Fourier από

το διάγραµµα πόλων-µηδενικών

Κρίσιµα αποσβενύµενα δευτεροβάθµια συστήµατα

Για ζ = 1, τότε το σύστηµα έχει ένα διπλό πραγµατικό πόλο στο

c1 = c2 = −ωn

και η απόκριση συχνότητας εκφυλίζεται σε

H(jω) =
ω2

n

(jω + ωn)2
. (102)

Χρησιµοποιώντας τον Πίνακα Ϲευγών µετασχηµατισµών Fourier, προκύπτει η

κρουστική απόκριση

h(t) = ω2
n

t e
−ωn t

u(t). (103)

Λέµε ότι το δευτεροβάθµιο σύστηµα είναι κρίσιµα αποσβενύµενο (critically

damped).
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damped).
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Γεωµετρικός υπολογισµός του µετασχηµατισµού Fourier από

το διάγραµµα πόλων-µηδενικών

Υποαποσβενύµενα δευτεροβάθµια συστήµατα (1)

Για 0 < ζ < 1 η κρουστική απόκριση παίρνει τη µορφή

h(t) =
ωne
−ζωnt√
1− ζ2

sin
(
ωn

√
1− ζ2 t

)
u(t). (104)

Λέµε ότι το σύστηµα είναι υποαποσβενύµενο (underdamped). Η

κρουστική απόκριση παρουσιάζει αποσβενύµενες ταλαντώσεις. Η

συχνότητα των ταλαντώσεων είναι ωn

√
1− ζ2 και είναι µικρότερη της ωn.

Ο ϱυθµός απόσβεσης της ηµιτονοειδούς ταλάντωσης αυξάνεται καθώς το

ζ αυξάνεται. Η ϐηµατική απόκριση παρουσιάζει ταλαντώσεις (ringing) και

υπέρβαση (overshoot), δηλαδή λαµβάνει τιµές µεγαλύτερες από την

τελική της τιµή.

Μετασχηµατισµός Laplace 87/97



Γεωµετρικός υπολογισµός του µετασχηµατισµού Fourier από

το διάγραµµα πόλων-µηδενικών

Υποαποσβενύµενα δευτεροβάθµια συστήµατα (1)

Για 0 < ζ < 1 η κρουστική απόκριση παίρνει τη µορφή

h(t) =
ωne
−ζωnt√
1− ζ2

sin
(
ωn

√
1− ζ2 t

)
u(t). (104)

Λέµε ότι το σύστηµα είναι υποαποσβενύµενο (underdamped). Η

κρουστική απόκριση παρουσιάζει αποσβενύµενες ταλαντώσεις. Η

συχνότητα των ταλαντώσεων είναι ωn

√
1− ζ2 και είναι µικρότερη της ωn.

Ο ϱυθµός απόσβεσης της ηµιτονοειδούς ταλάντωσης αυξάνεται καθώς το

ζ αυξάνεται. Η ϐηµατική απόκριση παρουσιάζει ταλαντώσεις (ringing) και

υπέρβαση (overshoot), δηλαδή λαµβάνει τιµές µεγαλύτερες από την

τελική της τιµή.

Μετασχηµατισµός Laplace 87/97



Γεωµετρικός υπολογισµός του µετασχηµατισµού Fourier από

το διάγραµµα πόλων-µηδενικών

Υποαποσβενύµενα δευτεροβάθµια συστήµατα (1)

Για 0 < ζ < 1 η κρουστική απόκριση παίρνει τη µορφή

h(t) =
ωne
−ζωnt√
1− ζ2

sin
(
ωn

√
1− ζ2 t

)
u(t). (104)

Λέµε ότι το σύστηµα είναι υποαποσβενύµενο (underdamped). Η

κρουστική απόκριση παρουσιάζει αποσβενύµενες ταλαντώσεις. Η

συχνότητα των ταλαντώσεων είναι ωn

√
1− ζ2 και είναι µικρότερη της ωn.

Ο ϱυθµός απόσβεσης της ηµιτονοειδούς ταλάντωσης αυξάνεται καθώς το

ζ αυξάνεται. Η ϐηµατική απόκριση παρουσιάζει ταλαντώσεις (ringing) και

υπέρβαση (overshoot), δηλαδή λαµβάνει τιµές µεγαλύτερες από την

τελική της τιµή.
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Γεωµετρικός υπολογισµός του µετασχηµατισµού Fourier από

το διάγραµµα πόλων-µηδενικών

Υποαποσβενύµενα δευτεροβάθµια συστήµατα (1)

Για 0 < ζ < 1 η κρουστική απόκριση παίρνει τη µορφή

h(t) =
ωne
−ζωnt√
1− ζ2

sin
(
ωn

√
1− ζ2 t

)
u(t). (104)

Λέµε ότι το σύστηµα είναι υποαποσβενύµενο (underdamped). Η

κρουστική απόκριση παρουσιάζει αποσβενύµενες ταλαντώσεις. Η

συχνότητα των ταλαντώσεων είναι ωn

√
1− ζ2 και είναι µικρότερη της ωn.

Ο ϱυθµός απόσβεσης της ηµιτονοειδούς ταλάντωσης αυξάνεται καθώς το

ζ αυξάνεται. Η ϐηµατική απόκριση παρουσιάζει ταλαντώσεις (ringing) και

υπέρβαση (overshoot), δηλαδή λαµβάνει τιµές µεγαλύτερες από την

τελική της τιµή.

Μετασχηµατισµός Laplace 87/97



Γεωµετρικός υπολογισµός του µετασχηµατισµού Fourier από

το διάγραµµα πόλων-µηδενικών

Υποαποσβενύµενα δευτεροβάθµια συστήµατα (1)

Για 0 < ζ < 1 η κρουστική απόκριση παίρνει τη µορφή

h(t) =
ωne
−ζωnt√
1− ζ2

sin
(
ωn

√
1− ζ2 t

)
u(t). (104)

Λέµε ότι το σύστηµα είναι υποαποσβενύµενο (underdamped). Η

κρουστική απόκριση παρουσιάζει αποσβενύµενες ταλαντώσεις. Η

συχνότητα των ταλαντώσεων είναι ωn

√
1− ζ2 και είναι µικρότερη της ωn.

Ο ϱυθµός απόσβεσης της ηµιτονοειδούς ταλάντωσης αυξάνεται καθώς το

ζ αυξάνεται. Η ϐηµατική απόκριση παρουσιάζει ταλαντώσεις (ringing) και

υπέρβαση (overshoot), δηλαδή λαµβάνει τιµές µεγαλύτερες από την

τελική της τιµή.

Μετασχηµατισµός Laplace 87/97



Γεωµετρικός υπολογισµός του µετασχηµατισµού Fourier από

το διάγραµµα πόλων-µηδενικών

Υποαποσβενύµενα δευτεροβάθµια συστήµατα (2)

Στην περίπτωση αυτή έχουµε συζυγείς µιγαδικούς πόλους, επειδή η

κρουστική απόκριση είναι συνάρτηση πραγµατικής τιµής.
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Γεωµετρικός υπολογισµός του µετασχηµατισµού Fourier από

το διάγραµµα πόλων-µηδενικών

Υποαποσβενύµενα δευτεροβάθµια συστήµατα (3)

Για ζ µικρό, οι πόλοι είναι κοντά στον jω άξονα.

΄Οταν ω → ωn

√
1− ζ2, ο πόλος στο δεύτερο τεταρτηµόριο υπερισχύει

στη συχνοτική συµπεριφορά του συστήµατος. Παρατηρήστε ότι η απόσταση[
jω − (−ζωn + jωn

√
1− ζ2)

]
(105)

γίνεται ελάχιστη όταν ω = ωn

√
1− ζ2. Παρατηρούµε τότε κορύφωση

(peak) στην απόκριση συχνοτήτας για ω κοντά στην ωn

√
1− ζ2. Η κορυφή

της απόκρισης συχνότητας δεν συµβαίνει όταν ω = ωn

√
1− ζ2, αλλά για

συχνότητα ω ελαφρώς µικρότερη από την τιµή ωn

√
1− ζ2, λόγω της

παρουσίας του άλλου πόλου.

Μετασχηµατισµός Laplace 89/97



Γεωµετρικός υπολογισµός του µετασχηµατισµού Fourier από

το διάγραµµα πόλων-µηδενικών

Υποαποσβενύµενα δευτεροβάθµια συστήµατα (3)

Για ζ µικρό, οι πόλοι είναι κοντά στον jω άξονα.

΄Οταν ω → ωn

√
1− ζ2, ο πόλος στο δεύτερο τεταρτηµόριο υπερισχύει

στη συχνοτική συµπεριφορά του συστήµατος. Παρατηρήστε ότι η απόσταση[
jω − (−ζωn + jωn

√
1− ζ2)

]
(105)

γίνεται ελάχιστη όταν ω = ωn

√
1− ζ2. Παρατηρούµε τότε κορύφωση

(peak) στην απόκριση συχνοτήτας για ω κοντά στην ωn

√
1− ζ2. Η κορυφή

της απόκρισης συχνότητας δεν συµβαίνει όταν ω = ωn

√
1− ζ2, αλλά για

συχνότητα ω ελαφρώς µικρότερη από την τιµή ωn

√
1− ζ2, λόγω της

παρουσίας του άλλου πόλου.
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Γεωµετρικός υπολογισµός του µετασχηµατισµού Fourier από

το διάγραµµα πόλων-µηδενικών

Υποαποσβενύµενα δευτεροβάθµια συστήµατα (3)

Για ζ µικρό, οι πόλοι είναι κοντά στον jω άξονα.

΄Οταν ω → ωn

√
1− ζ2, ο πόλος στο δεύτερο τεταρτηµόριο υπερισχύει

στη συχνοτική συµπεριφορά του συστήµατος. Παρατηρήστε ότι η απόσταση[
jω − (−ζωn + jωn

√
1− ζ2)

]
(105)

γίνεται ελάχιστη όταν ω = ωn

√
1− ζ2. Παρατηρούµε τότε κορύφωση

(peak) στην απόκριση συχνοτήτας για ω κοντά στην ωn

√
1− ζ2. Η κορυφή

της απόκρισης συχνότητας δεν συµβαίνει όταν ω = ωn

√
1− ζ2, αλλά για

συχνότητα ω ελαφρώς µικρότερη από την τιµή ωn

√
1− ζ2, λόγω της

παρουσίας του άλλου πόλου.
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Γεωµετρικός υπολογισµός του µετασχηµατισµού Fourier από

το διάγραµµα πόλων-µηδενικών

Υποαποσβενύµενα δευτεροβάθµια συστήµατα (4)

Για 0 < ζ < 1, το δευτεροβάθµιο σύστηµα είναι ένα µη-ιδανικό

Ϲωνοδιαβατό ϕίλτρο (non-ideal bandpass filter). Η παράµετρος ζ ελέγχει

την οξύτητα και το εύρος της κορυφής της απόκρισης συχνότητας. Συχνά

χρησιµοποιούµε επίσης την παράµετρο Q = 1
2ζ

που ονοµάζεται

συντελεστής ποιότητας (quality measure).

Το µήκος του διανύσµατος που άγεται από τον πόλο στο δεύτερο

τεταρτηµόριο αυξάνεται κατά παράγοντα
√

2 από τη µικρότερη τιµή που

αντιστοιχεί σε ω = ωn

√
1− ζ2 όταν το ω αυξάνεται κατά ζωn. Συνεπώς

για µικρά ζ και αγνοώντας την παρουσία του µακρινού πόλου στο τρίτο

τεταρτηµόριο, το µέτρο της απόκρισης συχνότητας, |H(jω)|, είναι εντός

ενός παράγοντα
√

2 της µέγιστης τιµής του στην συχνοτική περιοχή

ωn

√
1− ζ2 − ζωn < ω < ωn

√
1− ζ2 + ζωn. (106)
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Γεωµετρικός υπολογισµός του µετασχηµατισµού Fourier από

το διάγραµµα πόλων-µηδενικών

Υποαποσβενύµενα δευτεροβάθµια συστήµατα (4)

Για 0 < ζ < 1, το δευτεροβάθµιο σύστηµα είναι ένα µη-ιδανικό

Ϲωνοδιαβατό ϕίλτρο (non-ideal bandpass filter). Η παράµετρος ζ ελέγχει

την οξύτητα και το εύρος της κορυφής της απόκρισης συχνότητας. Συχνά

χρησιµοποιούµε επίσης την παράµετρο Q = 1
2ζ

που ονοµάζεται

συντελεστής ποιότητας (quality measure).

Το µήκος του διανύσµατος που άγεται από τον πόλο στο δεύτερο

τεταρτηµόριο αυξάνεται κατά παράγοντα
√

2 από τη µικρότερη τιµή που

αντιστοιχεί σε ω = ωn

√
1− ζ2 όταν το ω αυξάνεται κατά ζωn. Συνεπώς

για µικρά ζ και αγνοώντας την παρουσία του µακρινού πόλου στο τρίτο

τεταρτηµόριο, το µέτρο της απόκρισης συχνότητας, |H(jω)|, είναι εντός

ενός παράγοντα
√

2 της µέγιστης τιµής του στην συχνοτική περιοχή

ωn

√
1− ζ2 − ζωn < ω < ωn

√
1− ζ2 + ζωn. (106)
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Γεωµετρικός υπολογισµός του µετασχηµατισµού Fourier από

το διάγραµµα πόλων-µηδενικών

Υποαποσβενύµενα δευτεροβάθµια συστήµατα (4)

Για 0 < ζ < 1, το δευτεροβάθµιο σύστηµα είναι ένα µη-ιδανικό

Ϲωνοδιαβατό ϕίλτρο (non-ideal bandpass filter). Η παράµετρος ζ ελέγχει

την οξύτητα και το εύρος της κορυφής της απόκρισης συχνότητας. Συχνά

χρησιµοποιούµε επίσης την παράµετρο Q = 1
2ζ

που ονοµάζεται

συντελεστής ποιότητας (quality measure).

Το µήκος του διανύσµατος που άγεται από τον πόλο στο δεύτερο

τεταρτηµόριο αυξάνεται κατά παράγοντα
√

2 από τη µικρότερη τιµή που

αντιστοιχεί σε ω = ωn

√
1− ζ2 όταν το ω αυξάνεται κατά ζωn. Συνεπώς

για µικρά ζ και αγνοώντας την παρουσία του µακρινού πόλου στο τρίτο

τεταρτηµόριο, το µέτρο της απόκρισης συχνότητας, |H(jω)|, είναι εντός

ενός παράγοντα
√

2 της µέγιστης τιµής του στην συχνοτική περιοχή

ωn

√
1− ζ2 − ζωn < ω < ωn

√
1− ζ2 + ζωn. (106)

Μετασχηµατισµός Laplace 90/97



Γεωµετρικός υπολογισµός του µετασχηµατισµού Fourier από

το διάγραµµα πόλων-µηδενικών

Υποαποσβενύµενα δευτεροβάθµια συστήµατα (4)

Το εύρος Ϲώνης του Ϲωνοδιαβατού ϕίλτρου είναι 2ζωn. Συχνά

χρησιµοποιούµε το σχετικό εύρος Ϲώνης B = 2ζ που είναι το εύρος Ϲώνης

δια ωn. Παρατηρούµε ότι B = 1
Q

. Το εύρος Ϲώνης αυξάνεται, όταν το ζ
αυξάνεται ή ισοδύναµα όταν ο συντελεστής ποιότητας Q µειώνεται.

Καθώς µεταβάλλουµε το ζ κρατώντας το ωn σταθερό, επειδή ζ = cos θ, οι

πόλοι µετακινούνται πάνω σ᾿ ένα ηµικύκλιο ακτίνας ωn. Καθώς το ζ αυξάνει

από το 0 στο 1, οι δύο συζυγείς µιγαδικοί πόλοι κινούνται στο αριστερό

s-ηµιεπίπεδο πάνω σ᾿ ένα ηµικύκλιο ακτίνας ωn.

∆ιαγράµµατα Bode δευτεροβάθµιου Ϲωνοδιαβατού συστήµατος.

Μετασχηµατισµός Laplace 91/97



Γεωµετρικός υπολογισµός του µετασχηµατισµού Fourier από

το διάγραµµα πόλων-µηδενικών

Υποαποσβενύµενα δευτεροβάθµια συστήµατα (4)

Το εύρος Ϲώνης του Ϲωνοδιαβατού ϕίλτρου είναι 2ζωn. Συχνά

χρησιµοποιούµε το σχετικό εύρος Ϲώνης B = 2ζ που είναι το εύρος Ϲώνης

δια ωn. Παρατηρούµε ότι B = 1
Q

. Το εύρος Ϲώνης αυξάνεται, όταν το ζ
αυξάνεται ή ισοδύναµα όταν ο συντελεστής ποιότητας Q µειώνεται.

Καθώς µεταβάλλουµε το ζ κρατώντας το ωn σταθερό, επειδή ζ = cos θ, οι

πόλοι µετακινούνται πάνω σ᾿ ένα ηµικύκλιο ακτίνας ωn. Καθώς το ζ αυξάνει

από το 0 στο 1, οι δύο συζυγείς µιγαδικοί πόλοι κινούνται στο αριστερό

s-ηµιεπίπεδο πάνω σ᾿ ένα ηµικύκλιο ακτίνας ωn.

∆ιαγράµµατα Bode δευτεροβάθµιου Ϲωνοδιαβατού συστήµατος.

Μετασχηµατισµός Laplace 91/97



Γεωµετρικός υπολογισµός του µετασχηµατισµού Fourier από

το διάγραµµα πόλων-µηδενικών

Υποαποσβενύµενα δευτεροβάθµια συστήµατα (4)

Το εύρος Ϲώνης του Ϲωνοδιαβατού ϕίλτρου είναι 2ζωn. Συχνά

χρησιµοποιούµε το σχετικό εύρος Ϲώνης B = 2ζ που είναι το εύρος Ϲώνης

δια ωn. Παρατηρούµε ότι B = 1
Q

. Το εύρος Ϲώνης αυξάνεται, όταν το ζ
αυξάνεται ή ισοδύναµα όταν ο συντελεστής ποιότητας Q µειώνεται.

Καθώς µεταβάλλουµε το ζ κρατώντας το ωn σταθερό, επειδή ζ = cos θ, οι

πόλοι µετακινούνται πάνω σ᾿ ένα ηµικύκλιο ακτίνας ωn. Καθώς το ζ αυξάνει

από το 0 στο 1, οι δύο συζυγείς µιγαδικοί πόλοι κινούνται στο αριστερό

s-ηµιεπίπεδο πάνω σ᾿ ένα ηµικύκλιο ακτίνας ωn.

∆ιαγράµµατα Bode δευτεροβάθµιου Ϲωνοδιαβατού συστήµατος.

Μετασχηµατισµός Laplace 91/97



Γεωµετρικός υπολογισµός του µετασχηµατισµού Fourier από

το διάγραµµα πόλων-µηδενικών

Υποαποσβενύµενα δευτεροβάθµια συστήµατα (5)

Μεταβάλλοντας το ωn κρατώντας το ζ σταθερό, τα συµπεράσµατα της

προηγούµενης συζήτησης παραµένουν εξίσου έγκυρα, επειδή το µέτρο

και η ϕάση της απόκρισης συχνότητας εξαρτώνται από το λόγο
ω
ωn

. Και

στην περίπτωση αυτή η απόκριση συχνότητας δίνεται από την (101).

Για ζ → 0 η κορυφή της απόκρισης συχνότητας είναι οξεία και το εύρος

Ϲώνης είναι πολύ στενό. Εποµένως όταν ο συντελεστής ποιότητας Q

αυξάνεται το ϕίλτρο καθίσταται ολοένα και πιο επιλεκτικό συχνοτήτων.
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Γεωµετρικός υπολογισµός του µετασχηµατισµού Fourier από

το διάγραµµα πόλων-µηδενικών

Υποαποσβενύµενα δευτεροβάθµια συστήµατα (5)

Μεταβάλλοντας το ωn κρατώντας το ζ σταθερό, τα συµπεράσµατα της

προηγούµενης συζήτησης παραµένουν εξίσου έγκυρα, επειδή το µέτρο

και η ϕάση της απόκρισης συχνότητας εξαρτώνται από το λόγο
ω
ωn

. Και

στην περίπτωση αυτή η απόκριση συχνότητας δίνεται από την (101).

Για ζ → 0 η κορυφή της απόκρισης συχνότητας είναι οξεία και το εύρος

Ϲώνης είναι πολύ στενό. Εποµένως όταν ο συντελεστής ποιότητας Q

αυξάνεται το ϕίλτρο καθίσταται ολοένα και πιο επιλεκτικό συχνοτήτων.
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Γεωµετρικός υπολογισµός του µετασχηµατισµού Fourier από

το διάγραµµα πόλων-µηδενικών

Υποαποσβενύµενα δευτεροβάθµια συστήµατα (5)
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προηγούµενης συζήτησης παραµένουν εξίσου έγκυρα, επειδή το µέτρο

και η ϕάση της απόκρισης συχνότητας εξαρτώνται από το λόγο
ω
ωn

. Και

στην περίπτωση αυτή η απόκριση συχνότητας δίνεται από την (101).

Για ζ → 0 η κορυφή της απόκρισης συχνότητας είναι οξεία και το εύρος
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Γεωµετρικός υπολογισµός του µετασχηµατισµού Fourier από

το διάγραµµα πόλων-µηδενικών

Μη-αποσβενύµενα δευτεροβάθµια συστήµατα

Για ζ = 0 οι πόλοι ϐρίσκονται πάνω στον jω άξονα και στο πεδίο του

χρόνου η κρουστική απόκριση είναι ηµιτονοειδής χωρίς απόσβεση :

h(t) = M

[
e

jωnt − e
−jωnt

]
= 2jM sin

(
ωn t

)
. (107)

Η απόκριση συχνότητας είναι

H(jω) = 2Mπ
[
δ(ω − ωn)− δ(ω + ωn)

]
. (108)

οπότε το σύστηµα είναι µη-αποσβενύµενο (undamped) και η συχνότητα

ταλάντωσης είναι η ωn.
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Γεωµετρικός υπολογισµός του µετασχηµατισµού Fourier από

το διάγραµµα πόλων-µηδενικών

Μέτρο απόκρισης συχνότητας δευτεροβάθµιου Ϲωνοδιαβατού

συστήµατος

΄Οταν η απόκριση συχνότητας δίνεται από την (101), τότε για το µέτρο της

απόκρισης συχνότητας ισχύει

20 log10 |H(jω)| = −10 log10

{[
1− (

ω

ωn

)2

]2

+ 4ζ2(
ω

ωn

)2

}
≈

{
0 αν ω � ωn

−40 log10 ω + 40 log10 ωn αν ω � ωn.
(109)
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Γεωµετρικός υπολογισµός του µετασχηµατισµού Fourier από

το διάγραµµα πόλων-µηδενικών

Φάση απόκρισης συχνότητας δευτεροβάθµιου Ϲωνοδιαβατού

συστήµατος

∠H(jω) = − arctan

(
2ζ ωωn

1− ( ωωn
)2

)

≈


0 ω ≤ 0.1ωn

−π
2

[
log10(

ω
ωn

) + 1
]

0.1ωn ≤ ω ≤ 10ωn

−π ω ≥ 10ωn.

(110)

Καταστάσεις δευτεροβάθµιου συστήµατος.
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Γεωµετρικός υπολογισµός του µετασχηµατισµού Fourier από

το διάγραµµα πόλων-µηδενικών

Ολοπερατά συστήµατα (1)

Ολοπερατό (all-pass) καλείται το σύστηµα που έχει συνάρτηση συστήµατος

H(s) = s−α
s+α , Re{s} > −α µε α > 0,

οπότε η απόκριση συχνότητας ενός τέτοιου συστήµατος είναι

H(jω) = jω−α
jω+α .
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Γεωµετρικός υπολογισµός του µετασχηµατισµού Fourier από

το διάγραµµα πόλων-µηδενικών

Ολοπερατά συστήµατα (2)

Από το διάγραµµα πόλων-µηδενικών και στοιχειώδεις γνώσεις

τριγωνοµετρίας προκύπτει το µέτρο και η ϕάση της απόκρισης συχνότητας :

|H(jω)| =
|jω − α|
|jω + α|

=

√
α2 + ω2

√
α2 + ω2

= 1 (111)

∠H(jω) = ∠(jω − α)− ∠(jω + α)

= arctan(
ω

−α
)− arctan(

ω

α
) = π − arctan(

ω

α
)− arctan(

ω

α
)

= π − 2 arctan(
ω

α
) (112)

ή αλλιώς ∠H(jω) = ϕ1 − ϕ2 = (π − ϕ2)− ϕ2 = π − 2ϕ2 όπου

ϕ2 = arctan(ωα).

Απόκριση συχνότητας ολοπερατού συστήµατος.
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