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ΑΣΚΗΣΕΙΣ

Περιγραϕική Στατιστική, Εκτίµηση και ΄Ελεγχος Παραµέτρων

1. ∆είξτε ότι η εκτιµήτρια s2 της διασποράς σ2 είναι αµερόληπτη.

2. ∆ύο τυχαίες µεταβλητές X1 και X2 έχουν κοινή διασπορά σ2 και s2
1, s2

2 είναι οι αµερόληπτες
δειγµατικές διασπορές των X1 και X2, αντίστοιχα, από δείγµατα µεγέθους n1 και n2. ∆είξτε
ότι η εκτιµήτρια s2 =

(n1−1)s2
1+(n2−1)s2

2
n1+n2−2 της σ2 είναι επίσης αµερόληπτη.

3. Υπολογίστε την εκτιµήτρια της µέγιστης πιθανοϕάνειας της παραµέτρου λ της εκθετικής
κατανοµής fX (x) = λe−λx από ένα δείγµα της X µεγέθους n. Είναι αυτή η εκτιµήτρια
αµερόληπτη ;

4. Μετρήθηκε η αντοχή διάτµησης σε κάθε ένα από 10 σηµεία συγκόλλησης που χρησιµο-
ποιήθηκαν σε ένα πείραµα και τα αποτελέσµατα είναι (σε psi)

392 376 401 367 389 362 409 415 358 375

(α΄) Υποθέτοντας πως η αντοχή διάτµησης ακολουθεί κανονική κατανοµή εκτιµείστε την
πραγµατική µέση αντοχή διάτµησης και την τυπική απόκλιση της αντοχής διάτµη-
σης µε τη µέθοδο της µεγίστης πιθανοϕάνειας.

(ϐ΄) Υποθέτουµε πως ϑέλουµε να ελέγξουµε την αντοχή διάτµησης ενός άλλου σηµείου
συγκόλλησης. Χρησιµοποιώντας τα παραπάνω δεδοµένα ϐρείτε την πιθανότητα η
αντοχή διάτµησης να είναι µικρότερη από 400 psi.

5. Για τον έλεγχο της περιεκτικότητας του χάλυβα σε ϱαδιενέργεια σε δύο εργοστάσια πα-
ϱαγωγής χάλυβα Α και Β έγιναν οι παρακάτω µετρήσεις ϱαδιενέργειας σε τυχαία δοκίµια
χάλυβα (οι µετρήσεις είναι σε σε Bq/g):

∆οκίµια 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

Α (Bq/g) 0.37 0.00 0.54 0.59 0.16 0.86 0.86 0.49 0.60 0.55

Β (Bq/g) 0.24 0.52 0.12 0.95 0.26 0.33 0.62 0.32 0.27 0.05 0.39 0.10 0.51 0.79 0.09

Θεωρείται ότι η διασπορά της ϱαδιενέργειας στο χάλυβα είναι ίδια για τα δύο εργοστάσια
(σ2

1 = σ2
2 = σ2).

(α΄) Σχηµατίστε το ϑηκόγραµµα για τα δεδοµένα ϱαδιενέργειας στο χάλυβα των δύο
δειγµάτων και σχολιάστε αν η ϱαδιενέργεια στους χάλυβες των δύο εργοστασίων
φαίνεται να ακολουθούν κανονική κατανοµή. Σχολιάστε επίσης αν φαίνεται να
διαϕέρουν αυτές οι δύο κατανοµές.

(ϐ΄) Εκτιµείστε τη µέση ϱαδιενέργεια στο χάλυβα για το εργοστάσιο Α (σηµειακή εκτίµη-
ση και 95% διάστηµα εµπιστοσύνης).

(γ΄) Κάνετε την ίδια εκτίµηση για το εργοστάσιο Β.

(δ΄) ΄Εστω ότι το ανώτατο επιτρεπτό όριο για τη µέση ϱαδιενέργεια στο χάλυβα είναι 0.5
Bq/g. Με ϐάση τα παραπάνω διαστήµατα εµπιστοσύνης σε επίπεδο εµπιστοσύνης
95% απαντήστε αν ϑα γινόταν αποδεκτός στην αγορά ο χάλυβας από το εργοστάσιο
Α και από το εργοστάσιο Β.
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(ε΄) Για το παραπάνω ερώτηµα κάνετε κατάλληλο στατιστικό έλεγχο στο ίδιο επίπεδο
εµπιστοσύνης. Σχολιάστε τις απαντήσεις σας από τον έλεγχο και το διάστηµα εµπι-
στοσύνης.

(ϝ΄) Ελέγξτε χρησιµοποιώντας διάστηµα εµπιστοσύνης και έλεγχο υπόθεσης σε επίπεδο
εµπιστοσύνης 95% αν η µέση ϱαδιενέργεια στους χάλυβες των δύο εργοστασίων είναι
ίδια.

6. Στα πλαίσια µελέτης για την επίβλεψη της ποιότητας του νερού σε έναν ποταµό µετρήθηκε
η ποσότητα των αιωρούµενων στερεών (αναλογία σωµατιδίων ανά εκατοµύριο) σε δείγµα
νερού από τον ποταµό. Τα αποτελέσµατα των µετρήσεων για 10 µέρες είναι

14 25 21 28 30 63 29 63 55 19
Από προηγούµενες µετρήσεις σε άλλους ποταµους είναι γνωστό ότι η τυπική απόκλιση
της ποσότητας των αιωρούµενων σωµατιδίων στο νερό είναι 20 σωµατίδια ανά εκατοµύριο.

(α΄) Μπορούµε να δεχτούµε την παραπάνω εµπειρική τιµή της τυπικής απόκλισης των
αιωρούµενων στερεών γι αυτόν το ποταµό ; Γιατί ; Κάνετε τον κατάλληλο έλεγχο για
να απαντήσετε αυτό το ερώτηµα σε στατιστική σηµαντικότητα α = 0.01.

(ϐ΄) Υπολογίστε τα µέτρα ϑέσης και µεταβλητότητας για τα δεδοµένα του δείγµατος και
σχηµατίστε το κατάλληλο ϑηκόγραµµα. Σχολιάστε αν φαίνεται η περιεκτικότητα των
αιωρούµενων σωµατιδίων στο νερό του ποταµού να ακολουθεί κανονική κατανοµή.

(γ΄) Θεωρώντας γνωστή την τυπική απόκλιση των αιωρούµενων σωµατιδίων και ίση µε
20, εκτιµείστε τη µέση ποσότητα των αιωρούµενων στερεών στο νερό του ποταµού
υπολογίζοντας τη σηµειακή εκτίµηση και το 95% διάστηµα εµπιστοσύνης.

(δ΄) Το νερό του ποταµού ϑεωρείται κακής ποιότητας όταν η µέση ποσότητα των αιω-
ϱούµενων σωµατιδίων στο νερό υπερβαίνει την ποσότητα των 50 σωµατίδιων (ανά
εκατοµύριο). ∆ιατυπώστε την κατάλληλη στατιστική υπόθεση και κάνετε τον έλεγχο
για να απαντήσετε σε στατιστική σηµαντικότητα α = 0.05 αν το νερό του ποταµού
ϑα χαρακτηριζόταν ως κακής ποιότητας µε ϐάση τό δείγµα. Ποιά είναι η απάντηση
στο ίδιο ερώτηµα σε επίπεδο σηµαντικότητας α = 0.01;

(ε΄) Πόσες επιπλέον παρατηρήσεις πρέπει να κάνουµε για να έχει το 95% διάστηµα εµ-
πιστοσύνης της µέσης ποσότητας αιωρούµενων στερεών εύρος 10 (δηλαδή η ακρίβεια
της µέσης ποσότητας να δίνεται µε ±5);

7. ΄Εχει µελετηθεί η ϱωγµατογενής διάβρωση σιδήρου κι ατσαλιού από καυστική τάση γιατί
προκαλεί ϑραύσεις του µετάλλου, για παράδειγµα παρουσιάζονται ϑραύσεις γύρω από
πιρτσίνια (καρϕιά) σε χαλύβδινους λέβητες. Σε δοκιµές που έγιναν µετρήθηκε το µήκος
ϱωγµής (σε µm) ως αποτέλεσµα της σταθερής τάσης διάβρωσης που ασκήθηκε σε λείες
ϱάβδους από κάποιο κράµα χάλυβα για ορισµένο χρονικό διάστηµα. ΄Εγιναν οι παρακάτω
µετρήσεις µήκους ϱωγµής (σε µm) σε 21 δοκίµια :

16.1 9.6 24.9 20.4 12.7 21.2 30.2 25.8 18.5 10.3 25.3

14.0 27.1 45.0 23.3 24.2 14.6 8.9 32.4 11.8 28.5

(α΄) Σχηµατίστε το ιστόγραµµα των δεδοµένων του µήκους ϱωγµής και σχολιάστε αν το
µήκος ϱωγµής του µετάλλου φαίνεται να ακολουθεί κανονική κατανοµή.
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(ϐ΄) Υπολογίστε το 95% διάστηµα εµπιστοσύνης καθώς και το 99% διάστηµα εµπιστο-
σύνης για το µέσο µήκος ϱωγµής του µετάλλου µε ϐάση το δείγµα.

(γ΄) Το µέταλλο ϑεωρείται ακατάλληλο όταν το µήκος ϱωγµής υπερβαίνει τα 30 µm (επει-
δή πιστεύεται ότι τότε µπορεί να προκληθεί ϑραύση από τη ϱωγµατογενή διάβρωση).
Με ϐάση στατιστικό έλεγχο υπόθεσης σε επίπεδο εµπιστοσύνης 95% µπορούµε να
χαρακτηρίσουµε αυτό το κράµα χάλυβα ακατάλληλο ; Θα άλλαζε η απάντηση αν
κάναµε τον ίδιο έλεγχο σε επίπεδο εµπιστοσύνης 99%; Συγκρίνετε τις απαντήσεις
µε τα διαστήµατα εµπιστοσύνης από το ερώτηµα 7β΄.

(δ΄) Θέλουµε να εκτιµήσουµε το µέσο µήκος ϱωγµής µε µεγάλη ακρίβεια, ±2µm, δηλαδή
το 95% διάστηµα εµπιστοσύνης του µέσου µήκους ϱωγµής να έχει εύρος 4µm.
Πόσες ακόµα µετρήσεις πρέπει να κάνουµε·

8. Η φθορά στους αγωγούς ενός αστικού δικτύου αγωγών έχει προκαλέσει σοβαρές ανησυ-
χίες. Η αποκατάσταση ενός αγωγού µε φθορές µπορεί να επιτευχθεί εϕαρµόζοντας µια
ευπροσάρµοστη επένδυση στον αγωγό. Για να δοκιµασθεί µια νέα τεχνική συγκόλλησης
της επένδυσης στον αγωγό έγιναν µετρήσεις της αντοχής εϕελκυσµού (σε µονάδα psi) σε
18 δοκίµια µε επένδυση. Σε 10 από αυτά χρησιµοποιήθηκε η νέα τεχνική συγκόλλησης
και στα άλλα 8 δε χρησιµοποιήθηκε. Τα αποτελέσµατα είναι :

Με συγκόλληση (µέση τιµή x̄1 = 2917.5, τυπική απόκλιση s1 = 272.3)

2748 2700 2655 2822 2511 3149 3257 3213 3220 2900

Χωρίς συγκόλληση (µέση τιµή x̄2 = 3082.9, τυπική απόκλιση s2 = 243.7)

3027 3356 3359 3297 3125 2910 2889 2700

(α΄) Σχηµατίζοντας κατάλληλα γραϕήµατα σχολιάστε αν φαίνεται η αντοχή εϕελκυσµού
στους αγωγούς µε την επένδυση να ακολουθεί κανονική κατανοµή (µε ή χωρίς συγ-
κόλληση). Από τα γραϕήµατα φαίνεται να διαϕέρουν οι δύο κατανοµές ;

(ϐ΄) Υπολογίστε το 99% διάστηµα εµπιστοσύνης για τη µέση αντοχή εϕελκυσµού σε κάθε
µια από τις δύο περιπτώσεις επένδυσης µε ϐάση το δείγµα.

(γ΄) Αν ϑέλουµε να εκτιµήσουµε τη µέση αντοχή εϕελκυσµού στην επένδυση χωρίς συγ-
κόλληση µε ακρίβεια ±80 psi, δηλαδή το 99% διάστηµα εµπιστοσύνης του µέσου
µήκους ϱωγµής να έχει εύρος 160 psi, πόσες ακόµα µετρήσεις πρέπει να κάνουµε ;

(δ΄) Χρησιµοποιώντας είτε διάστηµα εµπιστοσύνης ή έλεγχο υπόθεσης, εξετάστε σε ε-
πίπεδο εµπιστοσύνης 95% αν η µέση αντοχή εϕελκυσµού διαϕέρει µε στατιστική
σηµαντικότητα σε επενδύσεις χωρίς συγκόλληση και σε επενδύσεις µε συγκόλληση.

9. Σε 144 δοκιµές σε κάποιο εργαστήριο, 48 κατέληξαν σε ανάϕλεξη κάποιου συγκεκριµέ-
νου τύπου υποστρώµατος από αναµµένο τσιγάρο. ΄Εστω p η αναλογία όλων των δοκιµών
που καταλήγουν σε ανάϕλεξη του υποστρώµατος.

(α΄) Υπολογίστε το 99% διάστηµα εµπιστοσύνης για την αναλογία p.

(ϐ΄) Αν ϑέλουµε το εύρος του 99% διαστήµατος εµπιστοσύνης για την αναλογία να είναι
0.1 πόσες ακόµα δοκιµές πρέπει να κάνουµε ;
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10. Σε µια µελέτη για ένα καινούριο σύστηµα εκτόξευσης ϱουκετών µικρού ϐεληνεκούς έγι-
ναν δοκιµές µε το παλιό και το καινούριο σύστηµα. Σε δείγµα 60 πειραµατικών εκτοξεύ-
σεων µε το παλιό σύστηµα 44 ήταν πετυχηµένες και σε 80 πειραµατικές εκτοξεύσεις µε
το καινούριο σύστηµα 72 ήταν πετυχηµένες.

(α΄) Υπολογίστε τα 95% διαστήµατα εµπιστοσύνης για τις αναλογίες πετυχηµένων εκτο-
ξεύσεων µε τα δύο συστήµατα.

(ϐ΄) Σε επίπεδο εµπιστοσύνης 90% κάνετε στατιστικό έλεγχο για την υπόθεση ότι οι δύο
αναλογίες δε διαϕέρουν.

(γ΄) Αν στον παραπάνω έλεγχο ϐρήκατε ότι υπάρχει διαϕορά εκτιµείστε πόση είναι αυτή
η διαϕορά.

11. Οι παρακάτω µετρήσεις κατέγραψαν το χρόνο που περνάει (σε ώρες) ως που να ξεραθεί
µια συγκεκριµένη µάρκα Α µπογιάς λατέξ σε 15 διαϕορετικές περιπτώσεις :

2.5 2.8 2.8 2.9 3.0 3.3 3.4 3.6 3.7 4.0 4.4 4.8 4.8 5.2 5.6

(α΄) Υπολογίστε και σχεδιάστε το κατάλληλο ϑηκόγραµµα από το δείγµα των 15 παρα-
τηρήσεων. Με ϐάση το ϑηκόγραµµα σχολιάστε αν φαίνεται η κατανοµή του χρόνου
ξήρανσης της µπογιάς να ακολουθεί κανονική κατανοµή.

(ϐ΄) Υπολογίστε το 95% διάστηµα εµπιστοσύνης για την τυπική απόκλιση του χρόνου
ξήρανσης της µπογιάς µε ϐάση το δείγµα.

(γ΄) Για µιά άλλη µάρκα µπογιάς Β, ϐρήκαµε από ένα δείγµα 10 µετρήσεων πως για το
χρόνο που περνάει ως που να ξεραθεί η µπογιά είναι :
δειγµατική µέση τιµή x̄ = 3.8 ώρες,
τυπική απόκλιση s = 0.6 ώρες
Υποθέτουµε πως η κατανοµή του χρόνου ξήρανσης και για τους δύο τύπους µπογιάς
(µάρκας Α και Β) είναι κανονική, καθώς επίσης πως η διασπορά είναι κοινή για τους
δύο τύπους άλλα άγνωστη. Χρησιµοποιώντας είτε διάστηµα εµπιστοσύνης ή έλεγχο
υπόθεσης, εξετάστε σε επίπεδο εµπιστοσύνης 95% αν ο χρόνος ξήρανσης διαϕέρει
στους δύο τύπους µπογιάς (Α και Β).

12. Μετρήθηκε το περιεχόµενο 7 όµοιων ϐυτίων (για αποθήκευση ϑειϊκού οξέος) και οι µε-
τρήσεις δίνονται στον παρακάτω πίνακα (σε λίτρα):

9.8 10.2 10.4 9.8 10.0 10.2 9.6

(α΄) Υπολογίστε και σχεδιάστε το κατάλληλο ϑηκόγραµµα από το δείγµα των 7 παρατη-
ϱήσεων. Με ϐάση το ϑηκόγραµµα σχολιάστε αν φαίνεται η κατανοµή του περιεχό-
µενου των ϐυτίων να ακολουθεί κανονική κατανοµή.

Στη συνέχεια (κι ανεξάρτητα από την απάντηση σας στο 12α΄), υποθέστε πως η κα-
τανοµή του περιεχόµενου των ϐυτίων ακολουθεί κανονική κατανοµή.

(ϐ΄) Υπολογίστε το 95% διάστηµα εµπιστοσύνης για το µέσο περιεχόµενο ϐυτίου µε ϐάση
το δείγµα.
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(γ΄) Χρησιµοποιώντας είτε διάστηµα εµπιστοσύνης ή έλεγχο υπόθεσης, εξετάστε σε επί-
πεδο εµπιστοσύνης 99% αν το µέσο περιεχόµενο ϐυτίου µπορεί να είναι µικρότερο
από 9.5 λίτρα.

(δ΄) Θέλουµε να εκτιµήσουµε το µέσο περιεχόµενο ϐυτίου µε ακρίβεια ±0.05 λίτρα στο
επίπεδο εµπιστοσύνης 95% (δηλαδή το εύρος του 95% διαστήµατος εµπιστοσύνης
για το µέσο περιεχόµενο να είναι 0.1 λίτρα). Με ϐάση το δείγµα που έχουµε, πόσες
ακόµα µετρήσεις πρέπει να κάνουµε για να πετύχουµε αυτήν την ακρίβεια ;

13. ΄Ενας µηχανικός ϑέλει να δοκιµάσει τη µεροληψία ενός µηχανήµατος που µετράει PH.
΄Εγιναν 11 µετρήσεις του PH µιας ουδέτερης ουσίας που έχει PH=7.0. Τα αποτελέσµατα
για το δείγµα έδωσαν:
δειγµατική µέση τιµή x̄ = 7.05,
δειγµατική τυπική απόκλιση s = 0.05.
Θεωρούµε ότι η µέτρηση του PH του µηχανήµατος ακολουθεί κανονική κατανοµή αλλά
µε άγνωστη για µας διασπορά.

(α΄) Υπολογίστε το 95% διάστηµα εµπιστοσύνης για τη µέση µέτρηση PH στη συγκεκρι-
µένη ουσία.

(ϐ΄) Υπολογίστε το 95% διάστηµα εµπιστοσύνης για την τυπική απόκλιση της µέτρησης
PH στη συγκεκριµένη ουσία.

(γ΄) Είναι η πραγµατική τιµή για τη συγκεκριµένη ουσία (PH=7.0) αποδεκτή ως µέση
τιµή του µηχανήµατος µε ϐάση το δείγµα (σε επίπεδο εµπιστοσύνης 95%); Για να
απαντήσετε στο ερώτηµα κάνετε στατιστικό έλεγχο και συγκρίνετε µε το αντίστοιχο
διάστηµα εµπιστοσύνης στο 13α΄.

(δ΄) Από παλιότερες µελέτες πιστεύεται πως η τυπική απόκλιση των µετρήσεων PH είναι
0.02. Είναι αυτή η τιµή αποδεκτή σε επίπεδο εµπιστοσύνης 95% µε ϐάση το δείγ-
µα ; Για να απαντήσετε στο ερώτηµα κάνετε στατιστικό έλεγχο και συγκρίνετε µε το
αντίστοιχο διάστηµα εµπιστοσύνης στο 13β΄.

(ε΄) Αν ϑα ϑέλαµε να εκτιµήσουµε τη µέση µέτρηση PH στη συγκεκριµένη ουσία µε
ακρίβεια ±0.01, δηλαδή το 95% διάστηµα εµπιστοσύνης της µέσης µέτρησης PH να
έχει εύρος 0.02, πόσες ακόµα µετρήσεις πρέπει να κάνουµε ;

14. Σε µια µελέτη για την επίδραση της χρήσης αζώτου στην ανάπτυξη ϱιζών δέντρων, φυτεύ-
τηκαν 10 φιντάνια ϐαλανιδιάς επεξεργασµένα χωρίς άζωτο και 9 φιντάνια επεξεργασµένα
µε άζωτο σε κάποιο ϑερµοκήπιο. ΄Ολες οι περιβαλλοντικές συνθήκες ήταν ίδιες. Μετά
από ένα χρονικό διάστηµα µετρήθηκε το ϐάρος των στελεχών (κοτσανιών) των φυτών και
τα αποτελέσµατα δίνονται στον παρακάτω πίνακα (σε γραµµάρια):

Χωρίς άζωτο 0.28 0.32 0.36 0.37 0.38 0.42 0.43 0.43 0.47 0.53

Με άζωτο 0.18 0.27 0.35 0.49 0.52 0.62 0.75 0.84 0.97

(α΄) Υπολογίστε και σχεδιάστε το κατάλληλο ϑηκόγραµµα από το δείγµα των 10 παρατη-
ϱήσεων που αναϕέρονται στην επεξεργασία χωρίς άζωτο. Με ϐάση το ϑηκόγραµµα
σχολιάστε αν φαίνεται η κατανοµή του ϐάρους των στελεχών των φυτών (όταν η επε-
ξεργασία γίνεται χωρίς άζωτο) να είναι κανονική.
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Στη συνέχεια (κι ανεξάρτητα από την απάντηση σας στο 14α΄), υποθέστε πως το ϐάρος
των στελεχών των φυτών (όταν η επεξεργασία γίνεται µε ή χωρίς άζωτο) ακολουθεί
κανονική κατανοµή.

(ϐ΄) Υπολογίστε το 95% διάστηµα εµπιστοσύνης για το µέσο ϐάρος των στελεχών των
φυτών όταν η επεξεργασία γίνεται χωρίς άζωτο και όταν γίνεται µε άζωτο.

(γ΄) Κάνετε στατιστικό έλεγχο υπόθεσης για να ελέγξετε αν το µέσο ϐάρος των στελεχών
των φυτών µπορεί να είναι µεγαλύτερο από 0.50 γραµµάρια, όταν η επεξεργασία
γίνεται χωρίς άζωτο και όταν γίνεται µε άζωτο. Σχολιάστε πως µπορούµε να οδηγη-
ϑούµε στα αποτελέσµατα των ελέγχων από τα διαστήµατα εµπιστοσύνης στο 14β΄.

(δ΄) Θέλουµε να διερευνήσουµε αν το µέσο ϐάρος των στελεχών των φυτών διαϕέρει
στις δύο επεξεργασίες, δηλαδή χωρίς άζωτο και µε άζωτο. Περιγράψτε τον στατιστικό
έλεγχο υπόθεσης που αντιστοιχεί στην παραπάνω διερεύνηση (χωρίς υπολογισµούς).
Σχολιάστε αν τηρούνται οι προϋποθέσεις για να χρησιµοποιήσετε στατιστική ελέγχου
από την κατανοµή Student.

15. Για τον εντοπισµό µικρής ποσότητας ϱύπων στο περιβάλλον έγιναν οι παρακάτω µετρήσεις
περιεκτικότητας µολύβδου (σε µg/l) σε 11 δοκίµια

2.4 1.9 1.7 2.6 2.2 2.0 2.1 1.2 2.1 1.8 2.0

(α΄) Υπολογίστε τη δειγµατική διάµεσο, πρώτο και τρίτο τεταρτοµόριο και σχεδιάστε το
κατάλληλο ϑηκόγραµµα για το παραπάνω δείγµα. Με ϐάση το ϑηκόγραµµα σχο-
λιάστε αν φαίνεται η κατανοµή της περιεκτικότητας σε µόλυβδο να είναι κανονική.

Στη συνέχεια (κι ανεξάρτητα από την απάντηση σας στο 15α΄), υποθέστε πως η πε-
ϱιεκτικότητα σε µόλυβδο ακολουθεί κανονική κατανοµή.

(ϐ΄) Υπολογίστε το 95% και 90% διάστηµα εµπιστοσύνης για τη µέση περιεκτικότητα σε
µόλυβδο.

(γ΄) Αν τα δοκίµια δεν είναι ϱυπογόνα ϑα πρέπει η µέση περιεκτικότητα του µολύβδου
να είναι 1.5 µg/l. Με ϐάση τα διαστήµατα εµπιστοσύνης από το δείγµα που υπολο-
γίσατε στο 15β΄, µπορείτε να δεχθείτε ότι τα δοκίµια δεν είναι ϱυπογόνα (σε επίπεδο
εµπιστοσύνης 95% και 90%);

(δ΄) Πόσες ακόµα µετρήσεις πρέπει να κάνουµε για να εκτιµήσουµε σε 95% επίπεδο
εµπιστοσύνης τη µέση περιεκτικότητα σε µόλυβδο µε ακρίβεια 0.05 µg/l (δηλαδή
το εύρος του 95% διαστήµατος εµπιστοσύνης να είναι 0.1 µg/l);

16. Για τη µεταϕορά προϊόντων απαιτούνται ανθεκτικά κουτιά. Μια εταιρεία µεταϕορών έκανε
ένα πείραµα για να µετρήσει την ανθεκτικότητα ενός είδους κουτιών. ΄Εγιναν µετρήσεις
της αντοχής συµπίεσης (σε lb) σε 10 κουτιά που επιλέχτηκαν τυχαία και δίνονται στον
παρακάτω πίνακα.

201 373 380 376 366 409 450 163 312 343

Θεωρούµε ότι η αντοχή συµπίεσης του κουτιού ακολουθεί κανονική κατανοµή.



84 ΚΕΦ�ΑΛΑΙΟ 4. ΣΥΣΧΕΤΙΣΗ ΚΑΙ ΠΑΛΙΝ∆ΡΟΜΗΣΗ

(α΄) Από παλιότερες µετρήσεις γνωρίζουµε ότι η τυπική απόκλιση της αντοχής συµπίεσης
του κουτιού είναι γύρω στις 100lb. Ελέγξετε σε επίπεδο εµπιστοσύνης 95% και
χρησιµοποιώντας κατάλληλο διάστηµα εµπιστοσύνης αν µπορούµε να δεχτούµε πως
η τυπική απόκλιση είναι 100lb.

(ϐ΄) Υπολογίστε το 95% διάστηµα εµπιστοσύνης για τη µέση αντοχή συµπίεσης του κου-
τιού υποθέτοντας πρώτα ότι η τυπική απόκλιση είναι γνωστή και ίση µε 100lb και
έπειτα υποθέτοντας ότι είναι άγνωστη. Συγκρίνετε τα δύο διαστήµατα εµπιστοσύνης
και σχολιάστε που οϕείλεται η διαϕορά στο εύρος τους.

(γ΄) Θέλουµε να εκτιµήσουµε τη µέση αντοχή συµπίεσης µε διπλάσια ακρίβεια, δηλαδή
το εύρος του 95% διαστήµατος εµπιστοσύνης της µέσης αντοχής συµπίεσης να γίνει
το µισό από αυτό που ϐρήκαµε στο 16β΄ (για γνωστή τυπική απόκλιση). Πόσες
ακόµα µετρήσεις πρέπει να κάνουµε για να το πετύχουµε ;
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Συσχέτιση και Παλινδρόµηση

1. Στον παρακάτω πίνακα δίνεται για 10 σταθµούς ο αριθµός των ηµερών σε ένα χρόνο που
η ϑερµοκρασία έπεσε κάτω από 0oC και το υψόµετρο τους.

Υψόµετρο (µ) 1000 1050 1110 1220 1320 1380 1420 1560 1670 1950

Αριθµός ηµερών 32 29 36 38 43 53 52 63 73 100

(α΄) Σχηµατίστε το κατάλληλο διάγραµµα διασποράς, υπολογίστε τον συντελεστή συσχέ-
τισης και σχολιάστε αν φαίνεται ο αριθµός των ηµερών να εξαρτάται γραµµικά από
το υψόµετρο.

(ϐ΄) Υπολογίστε τις σηµειακές εκτιµήσεις a και b των παραµέτρων α και � της ευθεί-
ας παλινδρόµησης (µε τη µέθοδο των ελαχίστων τετραγώνων) και σχηµατίστε στο
παραπάνω διάγραµµα διασποράς την ευθεία ελαχίστων τετραγώνων.

(γ΄) Υπολογίστε τη διασπορά των σϕαλµάτων παλινδρόµησης και σχηµατίστε στο διά-
γραµµα διασποράς ενδεικτικά όρια του τυπικού σϕάλµατος της εκτίµησης της ευ-
ϑείας ελαχίστων τετραγώνων

(δ΄) Με ϐάση το δείγµα, µπορείτε να εκτιµήσετε το µέσο αριθµό ηµερών το χρόνο που η
ϑερµοκρασία πέϕτει κάτω από 0oC σε υψόµετρο 1500µ; Σε υψόµετρο 2200µ;

2. Σε περιοχές µε υψηλά επίπεδα ϐροχοπτώσεων είναι σηµαντικό να έχει το σκυρόδεµα
χαµηλό πορώδες, το οποίο µετριέται µε το ποσοστό κενού στο υλικό. ΄Ενας παράγοντας
που επηρεάζει το πορώδες του σκυροδέµατος είναι το ϐάρος µονάδας του σκυροδέµατος
που µετριέται σε pcf. Για κάθε ένα από 11 δοκίµια σκυροδέµατος που συλλέχτηκαν
τυχαία µετρήθηκαν το ϐάρος µονάδας και το πορώδες και οι παρατηρήσεις δίνονται στον
παρακάτω πίνακα.

ϐάρος µονάδας 99.0 101.1 102.7 105.4 108.7 110.8 112.1 113.6 115.1 115.4 120.0

πορώδες 28.8 27.9 27.0 22.8 20.9 19.6 17.1 16.0 13.0 13.6 10.8

(α΄) Υποθέτουµε ότι το πορώδες του σκυροδέµατος Y εξαρτάται γραµµικά από το ϐάρος
µονάδας του σκυροδέµατος Q (E(U |X = x) = α + �x). Σχηµατίστε το κατάλληλο
διάγραµµα διασποράς και σχολιάστε αν αυτή η υπόθεση φαίνεται σωστή µε ϐάση το
δείγµα των παρατηρήσεων του πίνακα.

(ϐ΄) Υπολογίστε τις σηµειακές εκτιµήσεις a και b των παραµέτρων α και � της ευθείας
παλινδρόµησης και σχηµατίστε την ευθεία αυτή στο διάγραµµα διασποράς.

(γ΄) Με ϐάση το δείγµα, εκτιµείστε (αν γίνεται) το µέσο πορώδες του σκυροδέµατος που
έχει ϐάρος µονάδας 110 και το ίδιο για ϐάρος µονάδας 130. Σχολιάστε µε ϐάση
τη διασπορά των σϕαλµάτων παλινδρόµησης το τυπικό σϕάλµα γύρω από όποια
πρόβλεψη κάνετε.

3. Στα πλαίσια µιας έρευνας για τη µόλυνση από τους ϱύπους των αυτοκινήτων διερευνή-
ϑηκε η σχέση µεταξύ της ϱοής κίνησης σε κάποιον κύριο αυτοκινητόδροµο (σε χιλιάδες
αυτοκινήτων ανά 24 ώρες) και της περιεκτικότητας σε µόλυβδο στον φλοιό των παρακεί-
µενων δένδρων (σε µg/g) ξηρού ϐάρους, δηλαδή µg µολύβδου ανά g ξηρού φλοιού). Οι
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µετρήσεις της ϱοής κίνησης και της περιεκτικότητας µολύβδου που έγιναν σε 10 µέρες
που επιλέχτηκαν τυχαία δίνονται στον παρακάτω πίνακα.

ϱοή κίνησης 8.3 8.5 12.0 12.1 17.0 17.8 23.0 24.0 24.3 33.6

περιεκτικότητα 227 312 362 521 640 728 945 738 759 1263

(α΄) Σχηµατίστε το κατάλληλο διάγραµµα διασποράς και υπολογίστε τον αντίστοιχο συν-
τελεστή συσχέτισης. Σχολιάστε αν υπάρχει σχέση και τι είδους µεταξύ της κίνησης
ϱοής και της περιεκτικότητας σε µόλυβδο καθώς κι αν φαίνεται η περιεκτικότητα σε
µόλυβδο να εξαρτάται γραµµικά από την κίνηση ϱοής. ∆ικαιολογείστε την απάντηση
σας µε ϐάση τον συντελεστή συσχέτισης και το διάγραµµα διασποράς.

(ϐ΄) Υπολογίστε τις σηµειακές εκτιµήσεις a και b των παραµέτρων α και � της ευθείας
παλινδρόµησης (µε τη µέθοδο των ελαχίστων τετραγώνων).

(γ΄) Με ϐάση το δείγµα, εκτιµείστε τη µέση περιεκτικότητα σε µόλυβδο στο φλοιό των
δένδρων όταν η ϱοή κίνησης στον αυτοκινητόδροµο σε ένα 24ωρο είναι 20 χιλιάδες.
Εξηγείστε αν η εκτίµηση αυτή µπορεί να ϑεωρηθεί χρήσιµη.

4. ΄Εγινε µια µελέτη για το ποσό ενός χηµικού στοιχείου Y που διαλύεται σε 100 γραµµάρια
νερού σε διαϕορετικές ϑερµοκρασίες. ΄Εγιναν 3 δοκιµές σε 6 διαϕορετικές ϑερµοκρασίες
και τα αποτελέσµατα δίνονται στον παρακάτω πίνακα.

Θερµοκρασία Χηµικό στοιχείο Y
σε 0C σε grams

10 12 10 14
20 25 21 24
30 31 33 28
40 44 39 42
50 48 51 44
60 49 52 53

(α΄) Σχηµατίστε το κατάλληλο διάγραµµα διασποράς και σχολιάστε αν φαίνεται να υ-
πάρχει εξάρτηση της διαλυτικότητας στο νερό του χηµικού στοιχείου Y από τη ϑερ-
µοκρασία του νερού, και αν ναι, τι είδους εξάρτηση είναι.

(ϐ΄) Υπολογίστε τις σηµειακές εκτιµήσεις a και b των παραµέτρων α και � της ευθεί-
ας παλινδρόµησης (µε τη µέθοδο των ελαχίστων τετραγώνων) για το πρόβληµα της
γραµµικής εξάρτησης του ποσού χηµικού στοιχείου Y που διαλύεται στο νερό από
τη ϑερµοκρασία του νερού.

(γ΄) Με ϐάση το δείγµα και το µοντέλο παλινδρόµησης, υπολογίστε τη σηµειακή εκτίµη-
ση (αν γίνεται) της αληθινής µέσης ποσότητας του χηµικού στοιχείου Y που διαλύε-
ται σε 100 γραµµάρια νερού ϑερµοκρασίας 450C. Κάνετε το ίδιο όταν η ϑερµοκρασία
του νερού είναι 800C.

5. ΄Εγινε µια µελέτη για το ποσό της µεταποιηµένης Ϲάχαρης σε διάϕορες ϑερµοκρασίες
µέσω µιας συγκεκριµένης χηµικής διαδικασίας. Σε κάθε επανάληψη της διαδικασίας
καταγράϕηκε η ποσότητα της µεταποιηµένης Ϲάχαρης στην επιλεγµένη ϑερµοκρασία. Οι
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µετρήσεις της ϑερµοκρασίας (κωδικοποιηµένες σε τιµές από 1 ως 2) και της ποσότητας
µεταποιηµένης Ϲάχαρης (σε kgr) δίνονται στον παρακάτω πίνακα.

Θερµοκρασία Ποσότητα µεταποιηµένης
(κωδικοποιηµένη) Ϲάχαρης (σε kgr)

1.0 8.1
1.1 7.8
1.2 8.5
1.3 10.5
1.4 9.5
1.5 8.9
1.6 8.6
1.7 10.2
1.8 9.3
1.9 9.2
2.0 10.5

(α΄) Σχηµατίστε το κατάλληλο διάγραµµα διασποράς και υπολογίστε το συντελεστή συ-
σχέτισης µεταξύ της ποσότητας µεταποιηµένης Ϲάχαρης και της (κωδικοποιηµένης)
ϑερµοκρασίας. Σχολιάστε µε ϐάση το διάγραµµα διασποράς και τον συντελεστή συ-
σχέτισης αν φαίνεται να υπάρχει εξάρτηση της ποσότητας µεταποιηµένης Ϲάχαρης
Y από τη ϑερµοκρασία X , και αν ναι, τι είδους εξάρτηση είναι.

(ϐ΄) Υπολογίστε τις σηµειακές εκτιµήσεις a και b των παραµέτρων α και � της ευθείας
παλινδρόµησης (µε τη µέθοδο των ελαχίστων τετραγώνων) για το πρόβληµα της γραµ-
µικής εξάρτησης της ποσότητας µεταποιηµένης Ϲάχαρης Y από τη (κωδικοποιηµένη)
ϑερµοκρασία X .

(γ΄) Υπολογίστε επίσης το τυπικό σϕάλµα s = sY |X της παλινδρόµησης. Σχολιάστε αν η
ποσότητα µεταποιηµένης Ϲάχαρης 10.5kgr που παρατηρήσαµε για κωδικοποιηµένη
ϑερµοκρασία 1.3 είναι τυπική µε ϐάση το µοντέλο παλινδρόµησης.

6. Γίνεται µια εργασία στη χηµική επεξεργασία και καθαρισµό αποβλήτων που χαρακτηρί-
Ϲονται εκτός άλλων από υψηλή στάθµη απαιτούµενου ϐιοχηµικού οξυγόνου και πτητικές
στερεές ουσίες. Θέλουµε να µελετήσουµε αν µπορούµε να προβλέψουµε το ποσοστό
µείωσης του απαιτούµενου χηµικού οξυγόνου όταν γνωρίζουµε το ποσοστό µείωσης των
στερεών. ΄Εγιναν 6 πειράµατα και τα ποσοστά µείωσης (σε %) στα 6 δείγµατα δίνονται
στον παρακάτω πίνακα.

Στερεά ύλη 3 7 11 15 18 27

Χηµικό οξυγόνο 5 11 21 16 16 28

(α΄) Σχηµατίστε το κατάλληλο διάγραµµα διασποράς και σχολιάστε αν φαίνεται να υ-
πάρχει εξάρτηση της µείωσης του απαιτούµενου χηµικού οξυγόνου από τη µείωση
των στερεών ουσιών, και αν ναι, τι είδους εξάρτηση είναι.

(ϐ΄) Υπολογίστε τις σηµειακές εκτιµήσεις a και b των παραµέτρων α και � της ευθεί-
ας παλινδρόµησης (µε τη µέθοδο των ελαχίστων τετραγώνων) για το πρόβληµα της
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γραµµικής εξάρτησης του ποσοστού µείωσης του απαιτούµενου χηµικού οξυγόνου
από το ποσοστό µείωσης των στερεών ουσιών. Σχηµατίστε την ευθεία ελαχίστων
τετραγώνων στο διάγραµµα διασποράς.

(γ΄) Με ϐάση το δείγµα και το µοντέλο στο 6β΄, υπολογίστε τη σηµειακή εκτίµηση (αν
γίνεται) του µέσου ποσοστού µείωσης του απαιτούµενου χηµικού οξυγόνου αν το
ποσοστό µείωσης των στερεών ουσιών είναι 20%. Κάνετε το ίδιο για ποσοστό µείωσης
στερεών 40%.

7. Θέλουµε να διερευνήσουµε την επίδραση της ϑερµοκρασίας στην οποία γίνεται µια χη-
µική αντίδραση στο ποσοστό µετατροπής της χηµικής αντίδρασης. Τα αποτελέσµατα από
9 πειράµατα δίνονται στον παρακάτω πίνακα.

ϑερµοκρασία [oC] 189 200 200 225 225 225 250 260 260

µετατροπή [%] 48 69 43 74 65 79 78 78 84

(α΄) Σχηµατίστε το κατάλληλο διάγραµµα διασποράς και σχολιάστε µε ϐάση το διά-
γραµµα διασποράς αν φαίνεται να εξαρτάται (και πως) το ποσοστό µετατροπής της
χηµικής αντίδρασης από τη ϑερµοκρασία στην οποία έγινε.

(ϐ΄) Υπολογίστε τις σηµειακές εκτιµήσεις a και b των παραµέτρων α και � της ευθεί-
ας παλινδρόµησης (µε τη µέθοδο των ελαχίστων τετραγώνων) για το πρόβληµα της
γραµµικής εξάρτησης του ποσοστού µετατροπής της χηµικής αντίδρασης από τη
ϑερµοκρασία στην οποία έγινε.

(γ΄) Υπολογίστε επίσης το τυπικό σϕάλµα s = sY |X της παλινδρόµησης (που εκτιµήσατε
στο 7β΄). ∆ώστε τα όρια για µια τυπική τιµή του ποσοστού µετατροπής της χηµι-
κής αντίδρασης που περιµένουµε όταν η χηµική αντίδραση γίνεται σε ϑερµοκρασία
240oC.

8. Παρακάτω δίνονται 10 µετρήσεις της ταχύτητας του αέρα και του συντελεστή εξάτµισης
σταγονιδίων καυσίµου που καίγεται σε έναν κινητήρα.

Ταχύτητα αέρα [cm/sec] 20 60 100 140 180 220 260 300 340 380

Συντελεστής εξάτµισης [mm2/sec] 0.2 0.4 0.4 0.8 0.6 0.7 1.2 1.4 1.2 1.7

(α΄) Σχηµατίστε το κατάλληλο διάγραµµα διασποράς και σχολιάστε µε ϐάση το διά-
γραµµα διασποράς αν φαίνεται να συσχετίζεται (και πως) ο συντελεστής εξάτµισης
σταγονιδίων καυσίµου µε την ταχύτητα του αέρα στον κινητήρα.

(ϐ΄) Υπολογίστε τον συντελεστή συσχέτισης µεταξύ της ταχύτητας του αέρα και του συντε-
λεστή εξάτµισης σταγονιδίων καυσίµου. Σχολιάστε τι δηλώνει η τιµή του συντελεστή
συσχέτισης που υπολογίσατε και αν συµϕωνεί µε τα σχόλια σας για την εξάρτηση
του συντελεστή εξάτµισης από την ταχύτητα του αέρα στο 8α΄.
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