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Ενότητα 2η και Ενότητα 3η  

 Δείξτε ότι το Λήμμα του Fatou ισχύει αν 𝑓𝑛 είναι μετρήσιμες και  

𝑓𝑛 ≥ −𝑔, όπου 𝑔 ∈ 𝐿1 και θετική. 

 Έστω ότι οι 𝑓𝑛 ∈ 𝐿
1 και 𝑓𝑛 → 𝑓 ομοιόμορφα. 

1. αν 𝜇(𝕏) < ∞, τότε 𝑓 ∈ 𝐿1 και ∫𝑓𝑛 → ∫𝑓. 

2. αν 𝜇(𝕏) = ∞, τότε το (1) δεν ισχύει. (βρείτε αντιπαραδείγματα στον ℝ) 

 (Γενίκευση της Κυριαρχούμενης σύγκλισης). Αν οι 𝑓𝑛, 𝑔𝑛, 𝑓, 𝑔 ∈ 𝐿
1 και  

𝑔𝑛 → 𝑔, 𝜎. 𝜋., 

∫𝑔𝑛 → ∫𝑔 , 𝜅𝛼𝜄  

|𝑓𝑛| ≤ |𝑔𝑛|, 

τότε ∫𝑓𝑛 → ∫𝑓. (Ξαναδουλέψτε την απόδειξη της Κυριαρχούμενης σύγκλισης). 

 Υποθέτουμε ότι 𝑓𝑛, 𝑓 ∈ 𝐿
1 και 𝑓𝑛 → 𝑓 σ.π. Τότε  

∫|𝑓𝑛 − 𝑓| → 0 𝛼𝜈𝜈 ∫|𝑓𝑛| → ∫|𝑓|. 

 Έστω   

𝑓(𝑥) = {

1

√𝑥
, 𝛼𝜈 𝑥 ∈ (0,1),

0, 𝛼𝜈 ό𝜒𝜄.

 

και ας είναι 𝑟𝑛, 𝑛 ∈ ℕ, όλοι οι ρητοί. Θέτουμε  

𝑔(𝑥) =∑𝑓(𝑥 − 𝑟𝑛)

𝑛

. 

1. Δείξτε ότι 𝑔 ∈ 𝐿1 και συνεπώς 𝑔 < ∞ σ.π. 

2. Δείξτε ότι η 𝑔 είναι παντού ασυνεχής και πωε είναι μη φραγμένη σε κάθε διάστημα. 

3. Δείξτε ότι 𝑔2 < ∞, αλλά η 𝑔2 δεν είναι ολοκληρώσιμη σε κανένα διάστημα. 

 Αν 𝑔 ∈ 𝐿1(ℝ) και  

𝐺(𝑥) = ∫ 𝑔(𝑠)𝑑𝑠
𝑥

−∞

, 

δείξτε ότι η 𝐺 είναι συνεχής. 

 Θέτουμε  

𝑓𝑛(𝑥) = 𝑎𝑒
−𝑎𝑛𝑥 − 𝑏𝑒−𝑏𝑛𝑥, 

όπου 0 < 𝑎 < 𝑏. Δείξτε ότι  

1. ∑ ∫ |𝑓𝑛(𝑥)|𝑑𝑥
∞

0
∞
1 = ∞. 
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2. ∑ ∫ 𝑓𝑛(𝑥)𝑑𝑥
∞

0
∞
1 = ∞. 

3. ∑ 𝑓𝑛
∞
1 ∈ 𝐿1(0,∞) και ∫ ∑ 𝑓𝑛

∞
1 (𝑥)𝑑𝑥

∞

0
= log

𝑏

𝑎
. 

 Υπολογίστε τα παρακάτω όρια δικαιολογώντας τους υπολογισμούς  

1. lim𝑛→∞ ∫ 𝜂𝜇 (
𝑥

𝑛
)

𝑑𝑥

(1+
𝑥

𝑛
)
𝑛

∞

0
. 

2. lim𝑛→∞ ∫ (1 + 𝑛𝑥
2)

𝑑𝑥

(1+𝑥2)𝑛

1

0
. 

3. lim𝑛→∞ ∫ 𝑛𝜂𝜇 (
𝑥

𝑛
)

𝑑𝑥

𝑥(1+𝑥2)

∞

0
. 

4. lim𝑛→∞ ∫
𝑛𝑑𝑥

(1+𝑛2𝑥2)

∞

𝑎
. 

(διακρίναμε τις περιπτώσεις 𝑎 < 0, 𝑎 = 0 και 𝑎 > 0). 

 Παραγωγίζοντας την σχέση 

∫ 𝑒−𝑡𝑥𝑑𝑥
∞

0

=
1

𝑡
, 

δείξτε ότι  

∫ 𝑥𝑛𝑒−𝑥𝑑𝑥
∞

0

= 𝑛! 

Με τον ίδιο τρόπο δείξτε ότι  

∫ 𝑥2𝑛𝑒−𝑥
2
𝑑𝑥

∞

−∞

= (2𝑛)!
√𝜋

4𝑛𝑛!
, 

παραγωγίζοντας την 

∫ 𝑒−𝑥
2
𝑑𝑥

∞

−∞

= √
𝜋

𝜏
. 

 Υπολογίστε τα ολοκληρώματα που ακολουθούν, αναπτύσσοντας τα σε σειρά και 

δικαιολογώντας την ολοκλήρωση όρο προς όρο. 

1. Για 𝑎 > 0, 

∫ 𝑒−𝑥
2
𝜎𝜐𝜈𝑎𝑥𝑑𝑥

∞

−∞

= √𝜋𝑒−𝛼
2/4. 

2.  Για 𝑎 > −1, 

∫ 𝑥𝑎
𝑙𝑜𝑔𝑥

1 − 𝑥
𝑑𝑥

1

0

=∑
1

(𝑎 + 𝑘)2

∞

1

. 

3. Για 𝑎 > 1, 

∫ 𝑥𝑎−1
𝑑𝑥

𝑒𝑥 − 1

∞

0

= 𝛤(𝑎)𝜁(𝑎), 
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όπου 𝜁(𝑎) = ∑
1

𝑘𝑎
∞
1  είναι η περιώνυμη συνάρτηση 𝜁 του Riemann.  

Ενότητα 4η  

 Διερευνείστε πότε τα ολοκληρώματα  

∬ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦
[0,1]2

, ∫ 𝑑𝑥∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦
1

0

1

0

 𝜅𝛼𝜄 ∫ 𝑑𝑦∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥
1

0

1

0

, 

υπάρχουν και είναι ίσα όταν  

1. 𝑓(𝑥, 𝑦) =
𝑥2−𝑦2

(𝑥2+𝑦2)2
, 

2. 𝑓(𝑥, 𝑦) =
1

(1−𝑥𝑦)𝛽
, 𝛽 > 0. 

3. 𝑓(𝑥, 𝑦) = (𝑥 −
1

4
)
−3
 𝛼𝜈 0 < 𝑦 < |𝑥 −

1

4
|  𝜅𝛼𝜄 0 𝛼𝜈 𝜊𝜒𝜄. 

 

 Αν η 𝑓 είναι ολοκληρώσιμη επί του (0, 𝑅)και  

𝐹(𝑥) = ∫
𝑓(𝑠)𝑑𝑠

𝑠

𝑅

𝑥

, 

δείξτε ότι και η 𝐹 είναι ολοκληρώσιμη και ότι  

∫ 𝐹(𝑥)𝑑𝑥
𝑅

0

= ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑅

0

. 

 Δείξτε ότι  

∫ 𝑒−𝑠𝑥
𝜂𝜇𝑥𝑑𝑥

𝑥

∞

0

= 𝜏𝜊𝜉𝜀𝜑
1

𝑠
, 𝑠 > 0, 

ολοκληρώνοντας την 𝑒−𝑠𝑥𝑦𝜂𝜇𝑥 ως προς 𝑥 και 𝑦. (Θυμίζουμε ότι 𝜀𝜑 (
𝜋

2
− 𝜃) =

1

𝜀𝜑𝜃
). 

 Δείξτε ότι  

∫ 𝑒−𝑠𝑥
𝜂𝜇2𝑥𝑑𝑥

𝑥

∞

0

=
1

4
log (1 +

4

𝑠2
) , 𝑠 > 0, 

ολοκληρώνοντας την 𝑒−𝑠𝑥𝑦𝜂𝜇2𝑥𝑦 ως προς 𝑥 και 𝑦. 

 Δείξτε ότι  

∫ |
𝜂𝜇𝑥

𝑥
|

∞

0

= ∞, 

ενώ 
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∫
𝜂𝜇𝑥𝑑𝑥

𝑥

𝑅

0

𝑅→∞
→   

𝜋

2
 . 

 (Συνάρτηση Γάμμα) Για 𝑅𝑒𝑧 > 0, θέτουμε  

𝛤(𝑧) = ∫ 𝑡𝑧−1𝑒−𝑡𝑑𝑡
∞

0

 

1. Δείξτε ότι το ως άνω ολοκλήρωμα είναι απολύτως συγκλίνων και ότι ισχύει  

𝛤(𝑧 + 1)𝑧𝛤(𝑧).   (1) 

Από την σχέση 𝛤(1) = 1, συμπεραίνουμε ότι 𝛤(𝑛) = (𝑛 − 1)!  

2. Θέστε  

𝛤(𝑧) =
𝛤(𝑧 + 1)

𝑧
 

και χρησιμοποιώντας την (1), κάντε την επέκταση της 𝛤 σ’όλο το ℂ πλήν των αρνητικών 

ακεραίων. 

3. Δείξτε ότι  

𝛤(𝑥)𝛤(𝑦)

𝛤(𝑥 + 𝑦)
= ∫ 𝑡𝑥−1(1 − 𝑡)𝑦−1𝑑𝑡

1

0

, 𝑥, 𝑦 > 0. 

(Υπόδειξη: Γράψτε το 𝛤(𝑥)𝛤(𝑦) ως διπλό ολοκλήρωμα …) 

 Αν η 𝑓 συνεχής και  

𝐼𝑎(𝑓)(𝑥) ≔
1

𝛤(𝑎)
∫ (𝑥 − 𝑡)𝑎−1𝑓(𝑡)𝑑𝑡
∞

0

, 𝑎 > 0 

δείξτε ότι  

𝐼𝛼+𝛽(𝑓) = 𝐼𝛼(𝑓)𝐼𝛽(𝑓). 

 Αν 𝑓, 𝑔 ∈ 𝐿1(𝕏, 𝑑𝜇), δείξτε ότι η 

(𝑓 ∗ 𝑔)(𝑥) = ∫ 𝑓(𝑥 − 𝑦)
𝕏

𝑔(𝑦)𝑑𝜇(𝑦) 

ανήκει στον 𝐿1(𝕏, 𝑑𝜇) και  

‖𝑓 ∗ 𝑔‖1 ≤ ‖𝑓‖1‖𝑔‖1. 

 Αν  

𝐶0
∞(ℝ𝑛) = {𝑓:ℝ𝑛 → ℂ, 𝑓 𝜀ί𝜈𝛼𝜄 𝐶∞ 𝜅𝛼𝜄 0 έ𝜉𝜔 𝛼𝜋𝜊 έ𝜈𝛼 𝜎𝜐𝜇𝜋𝛼𝛾έ𝜍}, 

δείξτε ότι η  

𝜑(𝑥) = {𝑒
1

‖𝑥‖2−1, 𝛼𝜈 ‖𝑥‖2 ≤ 1,

0, 𝛼𝜈 ‖𝑥‖2 > 1,
 

ανήκει στον 𝐶0
∞(𝐵(0,1)). 
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 Έστω 𝑓 απλή με συμπαγή φορέα το 𝛫, και 𝜓 ∈ 𝐶0
∞(𝐵(0,1)) τ.ω. ∫𝜓 = 1. Για 𝜀 > 0, θέτουμε  

𝑓𝜀(𝑥) = ∫ 𝑓(𝑥 − 𝜀𝑦)𝜓(𝑦)𝑑𝑦
ℝ𝑛

=
1

𝜀𝑛
∫ 𝑓(𝑦)𝜓 (

𝑥 − 𝑦

𝜀
) 𝑑𝑦

ℝ𝑛
. 

1. Δείξτε ότι η 𝑓𝜀 ∈ 𝐶0
∞(ℝ𝑛) και προσδιορίστε τον φορέα της. 

2. Δείξτε ότι  

‖𝑓 − 𝑓𝜀‖1
𝜀→0
→  0. 

3. Συμπεράνατε ότι ο 𝐶0
∞(ℝ𝑛) είναι παντού πυκνός στον 𝐿1(ℝ𝑛). 

 


