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Ιδιότητες του µετασχηµατισµού Fourier διακριτού χρόνου

Γενικά

Υπάρχουν πολλές οµοιότητες και αρκετές διαφορές µε την περίπτωση

συνεχούς χρόνου. ΄Οταν η εξαγωγή και η ερµηνεία µιας ιδιότητας είναι

ταυτόσηµη µε την περίπτωση συνεχούς χρόνου, παραθέτουµε απλώς την

ιδιότητα.

Επιπροσθέτως ο µετασχηµατισµός Fourier ∆.Χ. διατηρεί στενή σχέση µε τη

διακριτή σειρά Fourier. Πολλές από τις ιδιότητες του µετασχηµατισµού

µεταφέρονται απ᾿ ευθείας από τις ιδιότητες της σειράς Fourier.

Στην ενότητα αυτή χρησιµοποιούµε τους συµβολισµούς :

X(Ω) = X(e
jΩ) = F{x[n]}

x[n] = F−1{X(Ω)}

x[n]
F←→ X(Ω) αντί x[n]

FT −DT←→ X(Ω). (1)
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Ιδιότητες του µετασχηµατισµού Fourier διακριτού χρόνου
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Ιδιότητες του µετασχηµατισµού Fourier διακριτού χρόνου
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Ιδιότητες του µετασχηµατισµού Fourier διακριτού χρόνου

Περιοδικότητα

Ο µετασχηµατισµός Fourier ∆.Χ είναι περιοδική συνάρτηση ως προς Ω µε

περίοδο 2π. Τούτο δεν ισχύει στον µετασχηµατισµό Fourier Σ.Χ.
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Ιδιότητες του µετασχηµατισµού Fourier διακριτού χρόνου

Γραµµικότητα

x1[n]
F←→ X1(Ω)

x2[n]
F←→ X2(Ω)

}
⇔ a x1[n] + b x2[n]

F←→ a X1(Ω) + b X2(Ω) (2)
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Ιδιότητες του µετασχηµατισµού Fourier διακριτού χρόνου

Μιγαδική συζυγία

x[n]
F←→ X(Ω)⇔ x

∗[n]
F←→ X

∗(−Ω) (3)

Απόδειξη

Ξεκινώντας από τον ορισµό

F
{

x
∗[n]

}
=

+∞∑
n=−∞

x
∗[n] e

−jΩn =

{
+∞∑

n=−∞
x[n] e

jΩn

︸ ︷︷ ︸
X(−Ω)

}∗
= X

∗(−Ω).
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Ιδιότητες του µετασχηµατισµού Fourier διακριτού χρόνου

Χρονική αναστροφή

x[n]
F←→ X(Ω)⇔ x[−n]

F←→ X(−Ω). (4)

Απόδειξη

F
{

x[−n]

}
=

+∞∑
n=−∞

x[−n] e
−jΩn n=−m

=
+∞∑

m=−∞
x[m] e

jΩm

=
+∞∑

m=−∞
x[m] e

−j(−Ω)m = X(−Ω).
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Ιδιότητες του µετασχηµατισµού Fourier διακριτού χρόνου

Ιδιότητες συµµετρίας (1)

Αν x[n] είναι πραγµατική ακολουθία, τότε

X(Ω) = X
∗(−Ω)⇔

{
Re{X(Ω)} = Re{X(−Ω)}
Im{X(Ω)} = −Im{X(−Ω)}. (5)

Ισχύει επίσης ότι |X(Ω)| είναι άρτια συνάρτηση ως προς Ω, ενώ ∠X(Ω)
είναι περιττή συνάρτηση ως προς Ω και

xe[n]
F←→ Re{X(Ω)} (6)

xo[n]
F←→ jIm{X(Ω)}. (7)

Απόδειξη : Επειδή x[n] είναι πραγµατική ακολουθία, αξιοποιώντας την

ιδιότητα της µιγαδικής συζυγίας έπεται

x[n] = x
∗[n]⇒ X(Ω) = X

∗(−Ω). (8)
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Ιδιότητες του µετασχηµατισµού Fourier διακριτού χρόνου
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Ιδιότητες του µετασχηµατισµού Fourier διακριτού χρόνου

Ιδιότητες συµµετρίας (1)
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Ιδιότητες του µετασχηµατισµού Fourier διακριτού χρόνου

Ιδιότητες συµµετρίας (2)

Αν X(Ω) = Re{X(Ω)}+ jIm{X(Ω)} αναλύοντας την (8) παίρνουµε

Re{X(Ω)}+ jIm{X(Ω)} = Re{X(−Ω)} − jIm{X(−Ω)} (9)

οπότε προκύπτει η σχέση (5).

Χρησιµοποιώντας την ιδιότητα της χρονικής αναστροφής και τις ιδιότητες

συµµετρίας για το πραγµατικό και ϕανταστικό µέρος του µετασχηµατισµού

Fourier ∆.Χ. προκύπτει

xe[n] =
x[n] + x[−n]

2

F←→ F{xe[n]} =
1

2

[
X(Ω) + X(−Ω)

]
=

1

2

[
Re{X(Ω)}+ jIm{X(Ω)}+ Re{X(−Ω)}+ jIm{X(−Ω)}

]
= Re{X(Ω)}. (10)

Οµοίως αποδεικνύεται η (7).
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Ιδιότητες του µετασχηµατισµού Fourier διακριτού χρόνου
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Αν X(Ω) = Re{X(Ω)}+ jIm{X(Ω)} αναλύοντας την (8) παίρνουµε

Re{X(Ω)}+ jIm{X(Ω)} = Re{X(−Ω)} − jIm{X(−Ω)} (9)

οπότε προκύπτει η σχέση (5).

Χρησιµοποιώντας την ιδιότητα της χρονικής αναστροφής και τις ιδιότητες

συµµετρίας για το πραγµατικό και ϕανταστικό µέρος του µετασχηµατισµού

Fourier ∆.Χ. προκύπτει

xe[n] =
x[n] + x[−n]

2

F←→ F{xe[n]} =
1

2

[
X(Ω) + X(−Ω)

]
=

1

2

[
Re{X(Ω)}+ jIm{X(Ω)}+ Re{X(−Ω)}+ jIm{X(−Ω)}

]
= Re{X(Ω)}. (10)

Οµοίως αποδεικνύεται η (7).
Ανάλυση Fourier για σήµατα και συστήµατα διακριτού χρόνου ΙΙ 6/42



Ιδιότητες του µετασχηµατισµού Fourier διακριτού χρόνου
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Ιδιότητες του µετασχηµατισµού Fourier διακριτού χρόνου

Χρονική µετατόπιση και µετατόπιση συχνότητας

x[n]
F←→ X(Ω)⇒ x[n− n0]

F←→ e
−jΩn0 X(Ω) (11)

e
jΩ0n

x[n]
F←→ X(Ω− Ω0). (12)
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Ιδιότητες του µετασχηµατισµού Fourier διακριτού χρόνου

∆ιαφόριση και ΄Αθροιση (1)

Για το σήµα της πρώτης διαφοράς x[n]− x[n− 1] προκύπτει µε εφαρµογή

της ιδιότητας της χρονικής µετατόπισης ότι

x[n]− x[n− 1]
F←→ (1− e

−jΩ) X(Ω). (13)

΄Εστω y[n] =
∑

n

m=−∞ x[m]. Παρατηρούµε ότι

y[n]− y[n− 1] = x[n] ⇒ Y (Ω)− e
−jΩ

Y (Ω) = X(Ω)

⇒ Y (Ω) =
1

1− e−jΩ
X(Ω). (14)

Η (14) δεν είναι ακριβής, γιατί δεν εγγυάται την περιοδικότητα του Y (Ω).

Πρέπει να προστεθεί ένας όρος που αντικατροπτίζει τη µέση τιµή που

προκύπτει από το άθροισµα.
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Ιδιότητες του µετασχηµατισµού Fourier διακριτού χρόνου
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Ιδιότητες του µετασχηµατισµού Fourier διακριτού χρόνου

∆ιαφόριση και ΄Αθροιση (1)
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Ιδιότητες του µετασχηµατισµού Fourier διακριτού χρόνου

∆ιαφόριση και ΄Αθροιση (2)

Θυµηθείτε ότι στην περίπτωση συνεχούς χρόνου είχαµε κάτι αντίστοιχο :∫
t

−∞
x(τ)dτ

F←→ 1

jω
X(ω) + πX(0)δ(ω).

Η ακριβής σχέση είναι

n∑
m=−∞

x[m]
F←→ 1

1− e−jΩ
X(Ω) + πX(0)

∞∑
k=−∞

δ(Ω− 2πk). (15)
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Ιδιότητες του µετασχηµατισµού Fourier διακριτού χρόνου

∆ιαφόριση και ΄Αθροιση (2)

Θυµηθείτε ότι στην περίπτωση συνεχούς χρόνου είχαµε κάτι αντίστοιχο :∫
t

−∞
x(τ)dτ

F←→ 1

jω
X(ω) + πX(0)δ(ω).

Η ακριβής σχέση είναι

n∑
m=−∞

x[m]
F←→ 1

1− e−jΩ
X(Ω) + πX(0)

∞∑
k=−∞

δ(Ω− 2πk). (15)

Ανάλυση Fourier για σήµατα και συστήµατα διακριτού χρόνου ΙΙ 9/42



Ιδιότητες του µετασχηµατισµού Fourier διακριτού χρόνου

Παράδειγµα 7.12

Αν εφαρµόσουµε την (15) για το σήµα u[n] παίρνουµε

u[n]
F←→ 1

1− e−jΩ
+ π

+∞∑
k=−∞

δ(Ω− 2πk). (16)

Για x[n] = δ[n] = u[n]− u[n− 1], παίρνουµε

X(Ω) =
1

1− e−jΩ
+ π

+∞∑
k=−∞

δ(Ω− 2πk)− e−jΩ

1− e−jΩ
− πe

−jΩ

+∞∑
k=−∞

δ(Ω− 2πk) = 1 + π

+∞∑
k=−∞

δ(Ω− 2πk)− π
+∞∑

k=−∞
e
−j2πk

δ(Ω− 2πk) = 1 (17)

που ισχύει.
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Ιδιότητες του µετασχηµατισµού Fourier διακριτού χρόνου

∆ιαφόριση στη συχνότητα

Αν x[n]
F←→ X(Ω), τότε

dX(Ω)

dΩ
=

d

dΩ

∞∑
n=−∞

x[n] e
−jΩn = −

∞∑
n=−∞

x[n] jn e
−jΩn = F{−jnx[n]}.

Οπότε προκύπτει

nx[n]
F←→ j

dX(Ω)

dΩ
. (18)
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∆ιαφόριση στη συχνότητα

Αν x[n]
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Ταυτότητα του Parseval

∞∑
n=−∞

|x[n]|2 =
1

2π

∫
2π
|X(Ω)|2 dΩ. (19)

Το αριστερό µέρος της σχέσης (19) είναι η ενέργεια του σήµατος x[n]. Η

συνάρτηση |X(Ω)|2 καλείται πυκνότητα ϕάσµατος ενέργειας.

Για περιοδικά σήµατα µας ενδιαφέρει η ισχύς (ενέργεια σε µια περίοδο).

Τότε χρησιµοποιούµε τους συντελεστές της σειράς Fourier

1

N

∑
n=<N>

|x[n]|2 =
∑

k=<N>

|ak |2. (20)
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Ιδιότητες του µετασχηµατισµού Fourier διακριτού χρόνου

Ιδιότητα της συνέλιξης

Εάν y[n] = (x ∗ h)[n], τότε

Y (Ω) = X(Ω)H(Ω) (21)

όπου X(Ω) = F{x[n]} και H(Ω) = F{h[n]}.
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Ιδιότητες του µετασχηµατισµού Fourier διακριτού χρόνου

Παράδειγµα 7.13

΄Εστω h[n] = δ[n− n0], τότε

H(Ω) =
+∞∑

n=−∞
δ[n− n0] e

−jΩn = e
−jΩn0 . (22)

Αν x[n]
F←→ X(Ω), τότε

y[n] = (x ∗ h)[n] = x(n− n0)
F←→ e

−jΩn0 X(Ω) = F{x[n− n0]}. (23)
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Ιδιότητες του µετασχηµατισµού Fourier διακριτού χρόνου

Παράδειγµα 7.14 (1)

΄Εστω

h[n] = a
n
u[n]

F←→ H(Ω) =
1

1− a e−jΩ
(24)

x[n] = b
n
u[n]

F←→ X(Ω) =
1

1− b e−jΩ
(25)

τότε για y[n] = (h ∗ x)[n] παίρνουµε

Y (Ω) = H(Ω)X(Ω) =
1

(1− a e−Ω)(1− b e−jΩ)
. (26)

Για να υπολογίσουµε τον αντίστροφο µετασχηµατισµό αναπτύσσουµε σε

µερικά κλάσµατα. ∆ιακρίνουµε δύο περιπτώσεις
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Ιδιότητες του µετασχηµατισµού Fourier διακριτού χρόνου

Παράδειγµα 7.14 (2)

Αν a 6= b, τότε

Y (Ω) =
A

1− a e−Ω
+

B

1− b e−jΩ
(27)

όπου A = a
a − b

και B = −b
a − b

. ΄Αρα

y[n] =
a

a − b
a

n
u[n]− b

a − b
b

n
u[n] =

1

a − b

[
a

n+1
u[n]− b

n+1
u[n]

]
.

(28)

Αν a = b, τότε

Y (Ω) =
1

(1− a e−jΩ)2
=

j

a
e

jΩ d

dΩ

(
1

1− a e−jΩ

)
. (29)
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Παράδειγµα 7.14 (3)

1 Γνωρίζουµε ότι an u[n]
F←→ 1

1−a e−Ω . Οπότε από την ιδιότητα διαφόρισης

στη συχνότητα

na
n
u[n]

F←→ j
d

dΩ

(
1

1− ae−jΩ

)
(30)

2 και την ιδιότητα µετατόπισης στο χρόνο προκύπτει

(n + 1)
1

a
a

n+1
u[n + 1]

F←→ j
1

a
e

jΩ d

dΩ

(
1

1− a e−jΩ

)
. (31)

3 ΄Αρα ο Ϲητούµενος αντίστροφος µετασχηµατισµός είναι

y[n] = (n + 1)a
n
u[n] (32)

διότι για n = −1⇔ n + 1 = 0, µολονότι u[n + 1] 6= 0.
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Ιδιότητες του µετασχηµατισµού Fourier διακριτού χρόνου

Απόκριση συχνότητας

Η απόκριση συχνότητας ενός Γ.Χ.Α. συστήµατος ∆.Χ., H(Ω), παίζει τον ίδιο

ϱόλο µε εκείνη του συστήµατος Σ.Χ.

Αξίζει να σηµειωθεί ότι δεν έχει απόκριση συχνότητας οποιοδήποτε Γ.Χ.Α.

σύστηµα ∆.Χ. Το σύστηµα µε κρουστική απόκριση h[n] = 2nu[n] δεν έχει

απόκριση συχνότητας. ΄Ενα σύστηµα είναι ευσταθές ϕραγµένης

εισόδου-ϕραγµένης εξόδου αν η κρουστική απόκριση είναι απολύτως

αθροίσιµη, δηλαδή
∞∑

n=−∞
|h[n]| <∞ (33)

γεγονός που εγγυάται σύγκλιση του F{h[n]}. Εποµένως τα ευσταθή Γ.Χ.Α.

συστήµατα ∆.Χ. έχουν καλώς ορισµένη H(Ω).
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Ιδιότητες του µετασχηµατισµού Fourier διακριτού χρόνου

Κλιµάκωση στο χρόνο και στη συχνότητα (1)

΄Εστω x[n]
F←→ X(Ω). Αν y[n] = x[−n], τότε σύµφωνα µε την ιδιότητα της

χρονικής αναστροφής Y (Ω) = X(−Ω).

Ενώ στο συνεχή χρόνο ισχύει x(at)
F←→ 1

|a|X(ω
a

), στις ακολουθίες δεν

ορίζονται τα δείγµατα x[an] αν a < 1, δηλαδή για µη-ακέραιες τιµές του a.

Λ.χ. το σήµα x[2n] υπονοεί ότι παίρνουµε υπόψη κάθε δεύτερο δείγµα του

x[n], δηλαδή τα άρτια δείγµατα του x[n].

΄Εστω k ϑετικός ακέραιος, τότε ορίζουµε το σήµα

x(k)[n] =

{
x[ n

k
], n mod k = 0

0, n mod k 6= 0
(34)

όπου n mod k = 0 υποδηλοί ότι το n είναι πολλαπλάσιο του k , ενώ

n mod k 6= 0 υποδηλοί ότι το n δεν είναι πολλαπλάσιο του k.

Σχήµα 7.15
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x(k)[n] =

{
x[ n

k
], n mod k = 0

0, n mod k 6= 0
(34)

όπου n mod k = 0 υποδηλοί ότι το n είναι πολλαπλάσιο του k , ενώ

n mod k 6= 0 υποδηλοί ότι το n δεν είναι πολλαπλάσιο του k.

Σχήµα 7.15
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Ιδιότητες του µετασχηµατισµού Fourier διακριτού χρόνου

Κλιµάκωση στο χρόνο και στη συχνότητα (1)

΄Εστω x[n]
F←→ X(Ω). Αν y[n] = x[−n], τότε σύµφωνα µε την ιδιότητα της

χρονικής αναστροφής Y (Ω) = X(−Ω).

Ενώ στο συνεχή χρόνο ισχύει x(at)
F←→ 1

|a|X(ω
a

), στις ακολουθίες δεν

ορίζονται τα δείγµατα x[an] αν a < 1, δηλαδή για µη-ακέραιες τιµές του a.

Λ.χ. το σήµα x[2n] υπονοεί ότι παίρνουµε υπόψη κάθε δεύτερο δείγµα του

x[n], δηλαδή τα άρτια δείγµατα του x[n].

΄Εστω k ϑετικός ακέραιος, τότε ορίζουµε το σήµα

x(k)[n] =

{
x[ n

k
], n mod k = 0

0, n mod k 6= 0
(34)

όπου n mod k = 0 υποδηλοί ότι το n είναι πολλαπλάσιο του k , ενώ

n mod k 6= 0 υποδηλοί ότι το n δεν είναι πολλαπλάσιο του k.

Σχήµα 7.15
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Ιδιότητες του µετασχηµατισµού Fourier διακριτού χρόνου

Κλιµάκωση στο χρόνο και στη συχνότητα (2)

Ο µετασχηµατισµός Fourier ∆.Χ. του x(k)[n] προκύπτει ως

X(k)(Ω) =
∞∑

n=−∞
x(k)[n] e

−jΩn n=rk
=

∞∑
r=−∞

x(k)[rk] e
−jΩrk

=
∞∑

r=−∞
x[r] e

−j(kΩ)r = X(kΩ). (35)

x(k)[n]
F←→ X(kΩ). (36)

Παρατηρούµε ότι η αντίστροφη σχέση µεταξύ διάρκειας στο χρόνο και

εύρους στη συχνότητα ισχύει και πάλι. Αν απλώνει ένα σήµα και

῾῾ επιβραδύνεται στο χρόνο᾿᾿, τότε ο µετασχηµατισµός Fourier ∆.Χ.

συµπιέζεται. Ο µετασχηµατισµός Fourier ∆.Χ X(kΩ) είναι περιοδικό σήµα

ως προς Ω µε περίοδο
2π
|k| . Σχήµατα 7.16 και 7.17
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Ιδιότητες του µετασχηµατισµού Fourier διακριτού χρόνου

Κλιµάκωση στο χρόνο και στη συχνότητα (2)

Ο µετασχηµατισµός Fourier ∆.Χ. του x(k)[n] προκύπτει ως

X(k)(Ω) =
∞∑

n=−∞
x(k)[n] e

−jΩn n=rk
=

∞∑
r=−∞

x(k)[rk] e
−jΩrk

=
∞∑

r=−∞
x[r] e

−j(kΩ)r = X(kΩ). (35)

x(k)[n]
F←→ X(kΩ). (36)

Παρατηρούµε ότι η αντίστροφη σχέση µεταξύ διάρκειας στο χρόνο και

εύρους στη συχνότητα ισχύει και πάλι. Αν απλώνει ένα σήµα και

῾῾ επιβραδύνεται στο χρόνο᾿᾿, τότε ο µετασχηµατισµός Fourier ∆.Χ.

συµπιέζεται. Ο µετασχηµατισµός Fourier ∆.Χ X(kΩ) είναι περιοδικό σήµα

ως προς Ω µε περίοδο
2π
|k| . Σχήµατα 7.16 και 7.17
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Ιδιότητες του µετασχηµατισµού Fourier διακριτού χρόνου

Κλιµάκωση στο χρόνο και στη συχνότητα (2)

Ο µετασχηµατισµός Fourier ∆.Χ. του x(k)[n] προκύπτει ως

X(k)(Ω) =
∞∑

n=−∞
x(k)[n] e

−jΩn n=rk
=

∞∑
r=−∞

x(k)[rk] e
−jΩrk

=
∞∑

r=−∞
x[r] e

−j(kΩ)r = X(kΩ). (35)

x(k)[n]
F←→ X(kΩ). (36)

Παρατηρούµε ότι η αντίστροφη σχέση µεταξύ διάρκειας στο χρόνο και

εύρους στη συχνότητα ισχύει και πάλι. Αν απλώνει ένα σήµα και

῾῾ επιβραδύνεται στο χρόνο᾿᾿, τότε ο µετασχηµατισµός Fourier ∆.Χ.

συµπιέζεται. Ο µετασχηµατισµός Fourier ∆.Χ X(kΩ) είναι περιοδικό σήµα

ως προς Ω µε περίοδο
2π
|k| . Σχήµατα 7.16 και 7.17
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Ιδιότητες του µετασχηµατισµού Fourier διακριτού χρόνου

Περιοδική Συνέλιξη (1)

Για περιοδικές ακολουθίες το άθροισµα της συνέλιξης δεν συγκλίνει. ΄Ετσι

ορίζεται ένας νέος τελεστής η περιοδική συνέλιξη δύο ακολουθιών που

είναι περιοδικές µε κοινή περίοδο N

ỹ[n] = (x̃1 ⊗ x̃2)[n] =
∑

m=<N>

x̃1[m] x̃2[n−m]. (37)

Ας προσπαθήσουµε να δούµε πώς ϑα κατασκευάσουµε το χρονικώς

αντεστραµµένο σήµα x̃2[−m] και τα χρονικώς αντεστραµµένα και

µετατοπισµένα σήµατα x̃2[1−m] και x̃2[2−m] στηριζόµενοι στα Σχήµατα

7.18 και 7.19.
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Ιδιότητες του µετασχηµατισµού Fourier διακριτού χρόνου

Περιοδική Συνέλιξη (1)

Για περιοδικές ακολουθίες το άθροισµα της συνέλιξης δεν συγκλίνει. ΄Ετσι

ορίζεται ένας νέος τελεστής η περιοδική συνέλιξη δύο ακολουθιών που

είναι περιοδικές µε κοινή περίοδο N

ỹ[n] = (x̃1 ⊗ x̃2)[n] =
∑

m=<N>

x̃1[m] x̃2[n−m]. (37)

Ας προσπαθήσουµε να δούµε πώς ϑα κατασκευάσουµε το χρονικώς

αντεστραµµένο σήµα x̃2[−m] και τα χρονικώς αντεστραµµένα και

µετατοπισµένα σήµατα x̃2[1−m] και x̃2[2−m] στηριζόµενοι στα Σχήµατα

7.18 και 7.19.
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Ιδιότητες του µετασχηµατισµού Fourier διακριτού χρόνου

Περιοδική Συνέλιξη (2)

Κυκλική Μετατόπιση.

Παρατηρούµε ότι τα σήµατα x̃2[1−m] και x̃2[2−m] προκύπτουν από

κυκλικές µετατοπίσεις δειγµάτων της πρώτης περιόδου του σήµατος

x̃2[−m].

Ισχύει ỹ[n + N] = ỹ[n], επειδή πρόκειται για περιοδική ακολουθία µε

περίοδο N. Για την περιοδική συνέλιξη ισχύει ανάλογη ιδιότητα, όπως και

για την µη-περιοδική, δηλαδή, αν {ak}, {bk}, και {ck} είναι οι συντελεστές

της διακριτής σειράς Fourier των x̃1[n], x̃2[n] και ỹ[n] αντιστοίχως, τότε

ck = N ak bk . (38)

Η πιο σηµαντική χρήση της ιδιότητας αυτής για τους συντελεστές της

σειράς Fourier είναι η εφαρµογή της µαζί µε το διακριτό µετασχηµατισµό

Fourier (DFT) στον υπολογισµό της µη-περιοδικής συνέλιξης δυο

ακολουθιών πεπερασµένης διάρκειας.
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Ιδιότητες του µετασχηµατισµού Fourier διακριτού χρόνου

Περιοδική Συνέλιξη (2)

Κυκλική Μετατόπιση.

Παρατηρούµε ότι τα σήµατα x̃2[1−m] και x̃2[2−m] προκύπτουν από

κυκλικές µετατοπίσεις δειγµάτων της πρώτης περιόδου του σήµατος

x̃2[−m].

Ισχύει ỹ[n + N] = ỹ[n], επειδή πρόκειται για περιοδική ακολουθία µε

περίοδο N. Για την περιοδική συνέλιξη ισχύει ανάλογη ιδιότητα, όπως και

για την µη-περιοδική, δηλαδή, αν {ak}, {bk}, και {ck} είναι οι συντελεστές

της διακριτής σειράς Fourier των x̃1[n], x̃2[n] και ỹ[n] αντιστοίχως, τότε

ck = N ak bk . (38)

Η πιο σηµαντική χρήση της ιδιότητας αυτής για τους συντελεστές της

σειράς Fourier είναι η εφαρµογή της µαζί µε το διακριτό µετασχηµατισµό

Fourier (DFT) στον υπολογισµό της µη-περιοδικής συνέλιξης δυο

ακολουθιών πεπερασµένης διάρκειας.
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Ιδιότητες του µετασχηµατισµού Fourier διακριτού χρόνου

Περιοδική Συνέλιξη (2)

Κυκλική Μετατόπιση.

Παρατηρούµε ότι τα σήµατα x̃2[1−m] και x̃2[2−m] προκύπτουν από

κυκλικές µετατοπίσεις δειγµάτων της πρώτης περιόδου του σήµατος

x̃2[−m].

Ισχύει ỹ[n + N] = ỹ[n], επειδή πρόκειται για περιοδική ακολουθία µε

περίοδο N. Για την περιοδική συνέλιξη ισχύει ανάλογη ιδιότητα, όπως και

για την µη-περιοδική, δηλαδή, αν {ak}, {bk}, και {ck} είναι οι συντελεστές

της διακριτής σειράς Fourier των x̃1[n], x̃2[n] και ỹ[n] αντιστοίχως, τότε

ck = N ak bk . (38)

Η πιο σηµαντική χρήση της ιδιότητας αυτής για τους συντελεστές της

σειράς Fourier είναι η εφαρµογή της µαζί µε το διακριτό µετασχηµατισµό

Fourier (DFT) στον υπολογισµό της µη-περιοδικής συνέλιξης δυο

ακολουθιών πεπερασµένης διάρκειας.
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Ιδιότητες του µετασχηµατισµού Fourier διακριτού χρόνου

Υπολογισµός γραµµικής συνέλιξης (1)

΄Εστω

x1[n] = 0 εκτός του διαστήµατος 0 ≤ n ≤ N1 − 1,

x2[n] = 0 εκτός του διαστήµατος 0 ≤ n ≤ N2 − 1. (39)

΄Εστω y[n] η µη-περιοδική (αλλιώς γραµµική) συνέλιξη των x1[n] και x2[n].

Τότε :

y[n] = (x1 ∗ x2)[n] = 0, εκτός του διαστήµατος 0 ≤ n ≤ N1 + N2 − 1.

(40)

Αν επιλέξουµε έναν οποιοδήποτε ακέραιο N ≥ N1 + N2 − 1 και ορίσουµε

δυο σήµατα

x̃1[n] = x1[n], 0 ≤ n < N

x̃2[n] = x2[n], 0 ≤ n < N (41)
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Ιδιότητες του µετασχηµατισµού Fourier διακριτού χρόνου

Υπολογισµός γραµµικής συνέλιξης (1)

΄Εστω

x1[n] = 0 εκτός του διαστήµατος 0 ≤ n ≤ N1 − 1,

x2[n] = 0 εκτός του διαστήµατος 0 ≤ n ≤ N2 − 1. (39)

΄Εστω y[n] η µη-περιοδική (αλλιώς γραµµική) συνέλιξη των x1[n] και x2[n].

Τότε :

y[n] = (x1 ∗ x2)[n] = 0, εκτός του διαστήµατος 0 ≤ n ≤ N1 + N2 − 1.

(40)

Αν επιλέξουµε έναν οποιοδήποτε ακέραιο N ≥ N1 + N2 − 1 και ορίσουµε

δυο σήµατα

x̃1[n] = x1[n], 0 ≤ n < N

x̃2[n] = x2[n], 0 ≤ n < N (41)
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Ιδιότητες του µετασχηµατισµού Fourier διακριτού χρόνου

Υπολογισµός γραµµικής συνέλιξης (1)

΄Εστω

x1[n] = 0 εκτός του διαστήµατος 0 ≤ n ≤ N1 − 1,

x2[n] = 0 εκτός του διαστήµατος 0 ≤ n ≤ N2 − 1. (39)

΄Εστω y[n] η µη-περιοδική (αλλιώς γραµµική) συνέλιξη των x1[n] και x2[n].

Τότε :

y[n] = (x1 ∗ x2)[n] = 0, εκτός του διαστήµατος 0 ≤ n ≤ N1 + N2 − 1.

(40)

Αν επιλέξουµε έναν οποιοδήποτε ακέραιο N ≥ N1 + N2 − 1 και ορίσουµε

δυο σήµατα

x̃1[n] = x1[n], 0 ≤ n < N

x̃2[n] = x2[n], 0 ≤ n < N (41)
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Ιδιότητες του µετασχηµατισµού Fourier διακριτού χρόνου

Υπολογισµός γραµµικής συνέλιξης (2)

τα οποία είναι περιοδικά µε περίοδο N και υπολογίσουµε την περιοδική

συνέλιξη των x̃1[n] και x̃2[n]

ỹ[n] =
∑

m=<N>

x̃1[m] x̃2[n−m] (42)

τότε

y[n] = ỹ[n] 0 ≤ n ≤ N − 1. (43)

Συνεπώς καταλήγουµε στον εξής αλγόριθµο υπολογισµού της γραµµικής

συνέλιξης.

Παραγεµίζουµε τις ακολουθίες x1[n] και x2[n] µε µηδενικά κατασκευάζοντας

τις x̃1[n] και x̃2[n] επιλέγοντας την περίοδο N, ώστε N ≥ N1 + N2 − 1.

Για N ≥ N1 + N2 − 1 η γραµµική συνέλιξη των x1[n] και x2[n] ισούται µε την

περιοδική συνέλιξη των x̃1[n] και x̃2[n]. Οπότε αρκεί:
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Ιδιότητες του µετασχηµατισµού Fourier διακριτού χρόνου

Υπολογισµός γραµµικής συνέλιξης (2)

τα οποία είναι περιοδικά µε περίοδο N και υπολογίσουµε την περιοδική

συνέλιξη των x̃1[n] και x̃2[n]

ỹ[n] =
∑

m=<N>

x̃1[m] x̃2[n−m] (42)

τότε

y[n] = ỹ[n] 0 ≤ n ≤ N − 1. (43)

Συνεπώς καταλήγουµε στον εξής αλγόριθµο υπολογισµού της γραµµικής

συνέλιξης.

Παραγεµίζουµε τις ακολουθίες x1[n] και x2[n] µε µηδενικά κατασκευάζοντας

τις x̃1[n] και x̃2[n] επιλέγοντας την περίοδο N, ώστε N ≥ N1 + N2 − 1.

Για N ≥ N1 + N2 − 1 η γραµµική συνέλιξη των x1[n] και x2[n] ισούται µε την

περιοδική συνέλιξη των x̃1[n] και x̃2[n]. Οπότε αρκεί:
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Ιδιότητες του µετασχηµατισµού Fourier διακριτού χρόνου

Υπολογισµός γραµµικής συνέλιξης (2)

τα οποία είναι περιοδικά µε περίοδο N και υπολογίσουµε την περιοδική

συνέλιξη των x̃1[n] και x̃2[n]

ỹ[n] =
∑

m=<N>

x̃1[m] x̃2[n−m] (42)

τότε

y[n] = ỹ[n] 0 ≤ n ≤ N − 1. (43)

Συνεπώς καταλήγουµε στον εξής αλγόριθµο υπολογισµού της γραµµικής

συνέλιξης.

Παραγεµίζουµε τις ακολουθίες x1[n] και x2[n] µε µηδενικά κατασκευάζοντας

τις x̃1[n] και x̃2[n] επιλέγοντας την περίοδο N, ώστε N ≥ N1 + N2 − 1.

Για N ≥ N1 + N2 − 1 η γραµµική συνέλιξη των x1[n] και x2[n] ισούται µε την

περιοδική συνέλιξη των x̃1[n] και x̃2[n]. Οπότε αρκεί:
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Ιδιότητες του µετασχηµατισµού Fourier διακριτού χρόνου

Υπολογισµός γραµµικής συνέλιξης (2)

τα οποία είναι περιοδικά µε περίοδο N και υπολογίσουµε την περιοδική

συνέλιξη των x̃1[n] και x̃2[n]

ỹ[n] =
∑

m=<N>

x̃1[m] x̃2[n−m] (42)

τότε

y[n] = ỹ[n] 0 ≤ n ≤ N − 1. (43)

Συνεπώς καταλήγουµε στον εξής αλγόριθµο υπολογισµού της γραµµικής

συνέλιξης.

Παραγεµίζουµε τις ακολουθίες x1[n] και x2[n] µε µηδενικά κατασκευάζοντας

τις x̃1[n] και x̃2[n] επιλέγοντας την περίοδο N, ώστε N ≥ N1 + N2 − 1.

Για N ≥ N1 + N2 − 1 η γραµµική συνέλιξη των x1[n] και x2[n] ισούται µε την

περιοδική συνέλιξη των x̃1[n] και x̃2[n]. Οπότε αρκεί:
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Ιδιότητες του µετασχηµατισµού Fourier διακριτού χρόνου

Υπολογισµός γραµµικής συνέλιξης (2)

τα οποία είναι περιοδικά µε περίοδο N και υπολογίσουµε την περιοδική

συνέλιξη των x̃1[n] και x̃2[n]

ỹ[n] =
∑

m=<N>

x̃1[m] x̃2[n−m] (42)

τότε

y[n] = ỹ[n] 0 ≤ n ≤ N − 1. (43)

Συνεπώς καταλήγουµε στον εξής αλγόριθµο υπολογισµού της γραµµικής

συνέλιξης.

Παραγεµίζουµε τις ακολουθίες x1[n] και x2[n] µε µηδενικά κατασκευάζοντας

τις x̃1[n] και x̃2[n] επιλέγοντας την περίοδο N, ώστε N ≥ N1 + N2 − 1.

Για N ≥ N1 + N2 − 1 η γραµµική συνέλιξη των x1[n] και x2[n] ισούται µε την

περιοδική συνέλιξη των x̃1[n] και x̃2[n]. Οπότε αρκεί:
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Ιδιότητες του µετασχηµατισµού Fourier διακριτού χρόνου

Υπολογισµός γραµµικής συνέλιξης (2)

1 Υπολογισµός των DFTs X̃1[k] και X̃2[k] των x1[n] και x2[n].

2 Πολλαπλασιασµός των DFTs για τον υπολογισµό του DFT της y[n]

Ỹ [k] = X̃1[k] X̃2[k]. (44)

3 Υπολογισµός του αντίστροφου DFT της Ỹ [k]. Το αποτέλεσµα είναι η

επιθυµητή συνέλιξη y[n].
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Ιδιότητες του µετασχηµατισµού Fourier διακριτού χρόνου

Υπολογισµός γραµµικής συνέλιξης (2)

1 Υπολογισµός των DFTs X̃1[k] και X̃2[k] των x1[n] και x2[n].

2 Πολλαπλασιασµός των DFTs για τον υπολογισµό του DFT της y[n]

Ỹ [k] = X̃1[k] X̃2[k]. (44)

3 Υπολογισµός του αντίστροφου DFT της Ỹ [k]. Το αποτέλεσµα είναι η

επιθυµητή συνέλιξη y[n].
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Ιδιότητες του µετασχηµατισµού Fourier διακριτού χρόνου

Υπολογισµός γραµµικής συνέλιξης (2)

1 Υπολογισµός των DFTs X̃1[k] και X̃2[k] των x1[n] και x2[n].

2 Πολλαπλασιασµός των DFTs για τον υπολογισµό του DFT της y[n]

Ỹ [k] = X̃1[k] X̃2[k]. (44)

3 Υπολογισµός του αντίστροφου DFT της Ỹ [k]. Το αποτέλεσµα είναι η

επιθυµητή συνέλιξη y[n].

Ανάλυση Fourier για σήµατα και συστήµατα διακριτού χρόνου ΙΙ 25/42



Ιδιότητες του µετασχηµατισµού Fourier διακριτού χρόνου

Ιδιότητα της διαµόρφωσης

΄Εστω y[n] = x1[n]x2[n]. Αν x1[n]
F←→ X1(Ω) και x2[n]

F←→ X2(Ω)

ο µετασχηµατισµός Fourier ∆.Χ. του σήµατος y[n] δίνεται από την

Y (Ω) =
∞∑

n=−∞
y[n] e

−jΩn =
∞∑

n=−∞
x1[n] x2[n] e

−jΩn

=
∞∑

n=−∞
x2[n]

{
1

2π

∫
2π

X1(θ) e
jθn

dθ

}
e
−jΩn

=
1

2π

∫
2π

X1(θ)

[ ∞∑
n=−∞

x2[n] e
−j(Ω−θ)n

]
dθ

=
1

2π

∫
2π

X1(θ) X2(Ω− θ) dθ. (45)
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Ιδιότητες του µετασχηµατισµού Fourier διακριτού χρόνου

Ιδιότητα της διαµόρφωσης

΄Εστω y[n] = x1[n]x2[n]. Αν x1[n]
F←→ X1(Ω) και x2[n]

F←→ X2(Ω)

ο µετασχηµατισµός Fourier ∆.Χ. του σήµατος y[n] δίνεται από την

Y (Ω) =
∞∑

n=−∞
y[n] e

−jΩn =
∞∑

n=−∞
x1[n] x2[n] e

−jΩn

=
∞∑

n=−∞
x2[n]

{
1

2π

∫
2π

X1(θ) e
jθn

dθ

}
e
−jΩn

=
1

2π

∫
2π

X1(θ)

[ ∞∑
n=−∞

x2[n] e
−j(Ω−θ)n

]
dθ

=
1

2π

∫
2π

X1(θ) X2(Ω− θ) dθ. (45)

Ανάλυση Fourier για σήµατα και συστήµατα διακριτού χρόνου ΙΙ 26/42



Ιδιότητες του µετασχηµατισµού Fourier διακριτού χρόνου

Παράδειγµα 7.15 (1)

΄Εστω x1[n] = ejπn = (−1)n.

Τότε

X1(Ω) = 2π

+∞∑
r=−∞

δ(Ω− (2r + 1)π). (46)
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Ιδιότητες του µετασχηµατισµού Fourier διακριτού χρόνου

Παράδειγµα 7.15 (1)

΄Εστω x1[n] = ejπn = (−1)n.

Τότε

X1(Ω) = 2π

+∞∑
r=−∞

δ(Ω− (2r + 1)π). (46)
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Ιδιότητες του µετασχηµατισµού Fourier διακριτού χρόνου

Παράδειγµα 7.15 (2)

Στο διάστηµα Ω ∈ [0, 2π) έχουµε

X1(θ)X2(Ω− θ) = 2π X2(Ω− θ) δ(θ− π) = 2πX2(Ω− π) δ(θ− π) (47)

οπότε

Y (Ω) =

∫
2π

0

X2(Ω− π) δ(θ − π) dθ = X2(Ω− π). (48)

Πολλαπλασιασµός επί (−1)n έχει ως αποτέλεσµα την εναλλαγή χαµηλών

και υψηλών ϕασµατικών περιοχών στο ϕάσµα της ακολουθίας εισόδου.
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Ιδιότητες του µετασχηµατισµού Fourier διακριτού χρόνου

Παράδειγµα 7.15 (2)

Στο διάστηµα Ω ∈ [0, 2π) έχουµε

X1(θ)X2(Ω− θ) = 2π X2(Ω− θ) δ(θ− π) = 2πX2(Ω− π) δ(θ− π) (47)

οπότε

Y (Ω) =

∫
2π

0

X2(Ω− π) δ(θ − π) dθ = X2(Ω− π). (48)

Πολλαπλασιασµός επί (−1)n έχει ως αποτέλεσµα την εναλλαγή χαµηλών

και υψηλών ϕασµατικών περιοχών στο ϕάσµα της ακολουθίας εισόδου.
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Ιδιότητες του µετασχηµατισµού Fourier διακριτού χρόνου

Παράδειγµα 7.15 (2)

Στο διάστηµα Ω ∈ [0, 2π) έχουµε

X1(θ)X2(Ω− θ) = 2π X2(Ω− θ) δ(θ− π) = 2πX2(Ω− π) δ(θ− π) (47)

οπότε

Y (Ω) =

∫
2π

0

X2(Ω− π) δ(θ − π) dθ = X2(Ω− π). (48)

Πολλαπλασιασµός επί (−1)n έχει ως αποτέλεσµα την εναλλαγή χαµηλών

και υψηλών ϕασµατικών περιοχών στο ϕάσµα της ακολουθίας εισόδου.
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Ιδιότητες του µετασχηµατισµού Fourier διακριτού χρόνου

Παράδειγµα 7.15: Μετασχηµατισµός Fourier X2(Ω)
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Ιδιότητες του µετασχηµατισµού Fourier διακριτού χρόνου

Παράδειγµα 7.15: Μετασχηµατισµός Fourier Y (Ω)

Ιδιότητες µετασχηµατισµού Fourier ∆.Χ.
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∆υαδικές Ιδιότητες

∆ιακριτή σειρά Fourier (1)

Παρατηρούµε ότι δεν υπάρχει συµµετρία µεταξύ της εξίσωσης ανάλυσης

και της εξίσωσης σύνθεσης του µετασχηµατισµού Fourier ∆.Χ. Ωστόσο

υπάρχει τέτοια συµµετρία στον ορισµό της διακριτής σειράς Fourier.

Πράγµατι, έστω µια ταυτότητα µεταξύ δύο περιοδικών ακολουθιών f [m] και

g[m] της ίδιας περιόδου N

f [m] =
1

N

∑
r=<N>

g[r] e
−jr

2π
N

m. (49)

Αν αντικαταστήσουµε k = m και r = n τότε

f [k] =
1

N

∑
n=<N>

g[n] e
−jk

2π
N

n
(50)

οπότε συνάγουµε ότι οι περιοδικές ακολουθίες g[n] και f [k] αποτελούν

ένα Ϲεύγος διακριτής σειράς, g[n]
DFS←→ f [k].
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∆υαδικές Ιδιότητες

∆ιακριτή σειρά Fourier (1)

Παρατηρούµε ότι δεν υπάρχει συµµετρία µεταξύ της εξίσωσης ανάλυσης

και της εξίσωσης σύνθεσης του µετασχηµατισµού Fourier ∆.Χ. Ωστόσο

υπάρχει τέτοια συµµετρία στον ορισµό της διακριτής σειράς Fourier.

Πράγµατι, έστω µια ταυτότητα µεταξύ δύο περιοδικών ακολουθιών f [m] και

g[m] της ίδιας περιόδου N

f [m] =
1

N

∑
r=<N>

g[r] e
−jr

2π
N

m. (49)

Αν αντικαταστήσουµε k = m και r = n τότε

f [k] =
1

N

∑
n=<N>

g[n] e
−jk

2π
N

n
(50)

οπότε συνάγουµε ότι οι περιοδικές ακολουθίες g[n] και f [k] αποτελούν

ένα Ϲεύγος διακριτής σειράς, g[n]
DFS←→ f [k].
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∆υαδικές Ιδιότητες

∆ιακριτή σειρά Fourier (2)

Αν ϑέσουµε στην (49) m = n και r = −k παίρνουµε

f [n] =
∑

k=<N>

1

N
g[−k] e

jk
2π
N

n
(51)

οπότε f [n]
DFS←→ 1

N
g[−k].

Ας προσπαθήσουµε να ερµηνεύσουµε τα αποτελέσµατα της ανάλυσης.

1 Οι συντελεστές σειράς Fourier ενός περιοδικού σήµατος, ak , είναι

περιοδική ακολουθία.

2 Ως περιοδική ακολουθία µπορούν να επεκταθούν σε σειρά Fourier.

3 Η δυαδική ιδιότητα επιτάσσει οι συντελεστές της σειράς Fourier της

περιοδικής ακολουθίας ak πρέπει να είναι οι τιµές
1

N
x[−n], ανάλογες των

αρχικών τιµών του σήµατος, αλλά ανεστραµµένες στο χρόνο.
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∆υαδικές Ιδιότητες

∆ιακριτή σειρά Fourier (2)

Αν ϑέσουµε στην (49) m = n και r = −k παίρνουµε

f [n] =
∑

k=<N>

1

N
g[−k] e

jk
2π
N

n
(51)

οπότε f [n]
DFS←→ 1

N
g[−k].

Ας προσπαθήσουµε να ερµηνεύσουµε τα αποτελέσµατα της ανάλυσης.

1 Οι συντελεστές σειράς Fourier ενός περιοδικού σήµατος, ak , είναι

περιοδική ακολουθία.

2 Ως περιοδική ακολουθία µπορούν να επεκταθούν σε σειρά Fourier.

3 Η δυαδική ιδιότητα επιτάσσει οι συντελεστές της σειράς Fourier της

περιοδικής ακολουθίας ak πρέπει να είναι οι τιµές
1

N
x[−n], ανάλογες των

αρχικών τιµών του σήµατος, αλλά ανεστραµµένες στο χρόνο.
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∆υαδικές Ιδιότητες

∆ιακριτή σειρά Fourier (2)

Αν ϑέσουµε στην (49) m = n και r = −k παίρνουµε

f [n] =
∑

k=<N>

1

N
g[−k] e

jk
2π
N

n
(51)

οπότε f [n]
DFS←→ 1

N
g[−k].

Ας προσπαθήσουµε να ερµηνεύσουµε τα αποτελέσµατα της ανάλυσης.

1 Οι συντελεστές σειράς Fourier ενός περιοδικού σήµατος, ak , είναι

περιοδική ακολουθία.

2 Ως περιοδική ακολουθία µπορούν να επεκταθούν σε σειρά Fourier.

3 Η δυαδική ιδιότητα επιτάσσει οι συντελεστές της σειράς Fourier της

περιοδικής ακολουθίας ak πρέπει να είναι οι τιµές
1

N
x[−n], ανάλογες των

αρχικών τιµών του σήµατος, αλλά ανεστραµµένες στο χρόνο.
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∆υαδικές Ιδιότητες

∆ιακριτή σειρά Fourier (2)

Αν ϑέσουµε στην (49) m = n και r = −k παίρνουµε

f [n] =
∑
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1

N
g[−k] e
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2π
N
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(51)

οπότε f [n]
DFS←→ 1

N
g[−k].

Ας προσπαθήσουµε να ερµηνεύσουµε τα αποτελέσµατα της ανάλυσης.

1 Οι συντελεστές σειράς Fourier ενός περιοδικού σήµατος, ak , είναι

περιοδική ακολουθία.

2 Ως περιοδική ακολουθία µπορούν να επεκταθούν σε σειρά Fourier.

3 Η δυαδική ιδιότητα επιτάσσει οι συντελεστές της σειράς Fourier της

περιοδικής ακολουθίας ak πρέπει να είναι οι τιµές
1

N
x[−n], ανάλογες των

αρχικών τιµών του σήµατος, αλλά ανεστραµµένες στο χρόνο.
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∆υαδικές Ιδιότητες

∆ιακριτή σειρά Fourier (2)

Αν ϑέσουµε στην (49) m = n και r = −k παίρνουµε

f [n] =
∑

k=<N>

1

N
g[−k] e

jk
2π
N

n
(51)

οπότε f [n]
DFS←→ 1

N
g[−k].

Ας προσπαθήσουµε να ερµηνεύσουµε τα αποτελέσµατα της ανάλυσης.

1 Οι συντελεστές σειράς Fourier ενός περιοδικού σήµατος, ak , είναι

περιοδική ακολουθία.

2 Ως περιοδική ακολουθία µπορούν να επεκταθούν σε σειρά Fourier.

3 Η δυαδική ιδιότητα επιτάσσει οι συντελεστές της σειράς Fourier της

περιοδικής ακολουθίας ak πρέπει να είναι οι τιµές
1

N
x[−n], ανάλογες των

αρχικών τιµών του σήµατος, αλλά ανεστραµµένες στο χρόνο.
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∆υαδικές Ιδιότητες

∆ιακριτή σειρά Fourier (3)

Πρακτικές συνέπειες της δυαδικής ιδιότητας είναι τα Ϲεύγη των ιδιοτήτων :

x[n− n0]
DFS←→ ak e

−jk
2π
N

n0 (52)

e
jM

2π
N

n
x[n]

DFS←→ ak−M (53)

και ∑
r=<N>

x[r]y[n− r]
DFS←→ N ak bk (54)

x[n]y[n]
DFS←→

∑
`=<N>

a` bk−` (55)
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∆υαδικές Ιδιότητες

∆ιακριτή σειρά Fourier (3)

Πρακτικές συνέπειες της δυαδικής ιδιότητας είναι τα Ϲεύγη των ιδιοτήτων :

x[n− n0]
DFS←→ ak e

−jk
2π
N

n0 (52)

e
jM

2π
N

n
x[n]

DFS←→ ak−M (53)

και ∑
r=<N>

x[r]y[n− r]
DFS←→ N ak bk (54)

x[n]y[n]
DFS←→

∑
`=<N>

a` bk−` (55)
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∆υαδικές Ιδιότητες

∆ιακριτή σειρά Fourier (4)

΄Εστω x[n]
DFS←→ ak . Η απόδειξη της (53) έχει ως εξής.

ak

DFS←→ 1

N
x[−n] δυαδική ιδιότητα

ak−M

DFS←→ 1

N
x[−n] e

−jM
2π
N

n
ιδιότητα της µετατόπισης

Nak−M

DFS←→ x[−n] e
−jM

2π
N

n
γραµµικότητα

x[−n] e
−jM

2π
N

n DFS←→ a(−k)−M δυαδική ιδιότητα

x[n] e
jM

2π
N

n DFS←→ ak−M χρονική αναστροφή (56)

Γίνεται ϕανερό ότι αξιοποιώντας τη δυαδική ιδιότητα επιτυγχάνεται ελάττωση των

υπολογισµών και διπλή αξιοποίηση του Πίνακα ιδιοτήτων της διακριτής σειράς

Fourier.
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∆υαδικές Ιδιότητες

Παράδειγµα 7.16

΄Εστω

x[n] =
1

N

sin[( 2πn

N
)(N1 + 1

2
)]

sin( 2πn

2N
)

. (57)

Αναγνωρίζουµε ότι πρόκειται για την ακολουθία των συντελεστών της

διακριτής σειράς Fourier µιας περιοδικής τετραγωνικής παλµοσειράς

διάρκειας 2N1 + 1 και περιόδου N.

΄Αρα οι συντελεστές της σειράς Fourier της x[n] ϑα είναι
1

N
επί τα δείγµατα

της τετραγωνικής παλµοσειράς ανεστραµµένα στο χρόνο. Λόγω

συµµετρίας δεν επέρχεται καµιά µεταβολή.

Συντελεστές σειράς Fourier της ακολουθίας x[n] που ορίζεται στην (57) για

N1 = 4 και N = 12.
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∆υαδικές Ιδιότητες

Παράδειγµα 7.16

΄Εστω

x[n] =
1

N

sin[( 2πn

N
)(N1 + 1

2
)]

sin( 2πn

2N
)

. (57)

Αναγνωρίζουµε ότι πρόκειται για την ακολουθία των συντελεστών της

διακριτής σειράς Fourier µιας περιοδικής τετραγωνικής παλµοσειράς

διάρκειας 2N1 + 1 και περιόδου N.

΄Αρα οι συντελεστές της σειράς Fourier της x[n] ϑα είναι
1

N
επί τα δείγµατα

της τετραγωνικής παλµοσειράς ανεστραµµένα στο χρόνο. Λόγω

συµµετρίας δεν επέρχεται καµιά µεταβολή.

Συντελεστές σειράς Fourier της ακολουθίας x[n] που ορίζεται στην (57) για

N1 = 4 και N = 12.
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1

N

sin[( 2πn

N
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2
)]

sin( 2πn

2N
)

. (57)
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∆υαδικές Ιδιότητες

Μετασχηµατισµός Fourier ∆.Χ. και σειρά Fourier Σ.Χ. (1)

Υπάρχει επίσης δυαδικότητα µεταξύ του µετασχηµατισµού Fourier ∆.Χ. και της

σειράς Fourier Σ.Χ., όπως προκύπτει από την αντιπαραβολή των εξισώσεων

ορισµού των.

x[n] =
1

2π

∫
2π

X(Ω) e
jΩn

dΩ

X(Ω) =
+∞∑

n=−∞
x[n] e

−jΩn

x(t) =
+∞∑

k=−∞
ak e

jkω0t

ak =
1

T0

∫
T0

x(t) e
−jkω0t

dt
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∆υαδικές Ιδιότητες

Μετασχηµατισµός Fourier ∆.Χ. και σειρά Fourier Σ.Χ. (2)

΄Εστω f(u) περιοδική συνάρτηση συνεχούς µεταβλητής µε περίοδο 2π και

g[m] µη-περιοδική ακολουθία που σχετίζεται µε την f(u) δια της σχέσεως

f(u) =
+∞∑

m=−∞
g[m] e

−jum. (58)

Αν u = Ω και m = n, τότε f(Ω) είναι ο µετασχηµατισµός Fourier ∆.Χ. της

g[n], δηλαδή g[n]
FT −DT←→ f(Ω), οπότε

g[m] =
1

2π

∫
2π

f(u) e
jum

du. (59)
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∆υαδικές Ιδιότητες

Μετασχηµατισµός Fourier ∆.Χ. και σειρά Fourier Σ.Χ. (3)

΄Εστω u = t και m = −k . Τότε

f(t) =
+∞∑

k=−∞
g[−k] e

jtk . (60)

Η f(t) είναι περιοδική µε περίοδο 2π = T0, άρα ω0 = 1. Εποµένως η

g[−k] είναι η ακολουθία των συντελεστών της σειράς Fourier Σ.Χ. της f(t),

δηλαδή f(t)
FS←→ g[−k].

Ας προσπαθήσουµε να ερµηνεύσουµε και πάλι τα αποτελέσµατα της

ανάλυσης.

1 Το x[n] είναι σήµα διακριτού χρόνου µε µετασχηµατισµό Fourier ∆.Χ. X(Ω).

2 Ο X(Ω) είναι περιοδική συνάρτηση ως προς Ω µε περίοδο 2π, άρα

επεκτάσιµη σε σειρά Fourier Σ.Χ. µε ω0 = 1.

3 Οι συντελεστές Fourier Σ.Χ. της X(Ω) ϑα είναι η αρχική ακολουθία

ανεστραµµένη στο χρόνο.
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∆υαδικές Ιδιότητες

Μετασχηµατισµός Fourier ∆.Χ. και σειρά Fourier Σ.Χ. (4)

Πρακτική συνέπεια της δυαδικής ιδιότητας είναι τα Ϲεύγη των ιδιοτήτων για την

περιοδική συνέλιξη στη σειρά Fourier Σ.Χ. και της διαµόρφωσης στο

µετασχηµατισµό Fourier ∆.Χ.∫
2π

x1(r) x2(t − r) dr
FS←→ 2πakbk (61)

a[n]b[n]
FT −DT←→ 1

2π

∫
2π

X1(θ) X2(Ω− θ) dθ. (62)
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∆υαδικές Ιδιότητες

Παράδειγµα 7.17 (1)

(α) ΄Εστω περιοδικό σήµα συνεχούς χρόνου x(t) µε περίοδο 2π και

συντελεστές σειράς Fourier Σ.Χ.

ak =

{
1 |k| ≤ N1

0 αλλού.
(63)

Το σήµα διακριτού χρόνου ak είναι ένας µη-περιοδικός τετραγωνικός

παλµός. Από τον µετασχηµατισµό Fourier ∆.Χ. του τετραγωνικού παλµού

συνάγουµε ότι το αρχικό σήµα δεν είναι άλλο από το

x(t) =
sin(N1 + 1

2
)t

sin(t/2)
(64)

συνεπεία της δυαδικότητας.
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Παράδειγµα 7.17 (2)

(ϐ) Αν δίδεται ο µετασχηµατισµός Fourier ∆.Χ. X(Ω), που ορίζεται στο

διάστηµα −π ≤ Ω ≤ π,

X(Ω) =

{
1 |Ω| < W

0 W < |Ω| ≤ π (65)

τότε ο X(Ω) ως συνεχής περιοδικός τετραγωνικός παλµός ϑα επεκτείνεται

σε σειρά Fourier Σ.Χ. µε συντελεστές

sin(kω0T1)

kπ
|T1=W ,ω0=1 =

sin(k W)

kπ
. (66)

Ως συνέπεια της δυαδικότητας το σήµα x[n] που έχει το δοσµένο

µετασχηµατισµό Fourier ∆.Χ. ϑα είναι

x[n] =
sin Wn

πn
=

W

π
sinc(Wn), sinc(x) =

sin x

x
. (67)
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∆υαδικές Ιδιότητες

Πίνακας ∆υαδικών Ιδιοτήτων

Εργαλείο Πεδίο Χρόνου Πεδίο Συχνότητας

CT-FS x(t) =
∑+∞
−∞ ak ejkω0t ak = 1

T0

∫
T0

x(t) e−jkω0tdt

περιοδική συνάρτηση µη-περιοδική συνάρτηση διακριτής

συνεχούς µεταβλητής µεταβλητής

CT-FT x(t) = 1

2π

∫ +∞
−∞ X(ω) ejωt dω X(ω) =

∫ +∞
−∞ x(t) e−jωt dt

µη-περιοδική συνάρτηση µη-περιοδική συνάρτηση

συνεχούς µεταβλητής συνεχούς µεταβλητής

DFS x[n] =
∑

k=<N> ak ejk( 2π
N

)n ak = 1

N

∑
n=<N> x[n] e−jk( 2π

N
)n

περιοδική συνάρτηση περιοδική συνάρτηση

διακριτής µεταβλητής διακριτής µεταβλητής

DT-FT x[n] = 1

2π

∫
2π

X(Ω) ejΩn dΩ X(Ω) =
∑+∞

n=−∞ x[n] e−jΩn

µη-περιοδική συνάρτηση περιοδική συνάρτηση

διακριτής µεταβλητής συνεχούς µεταβλητής
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