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Εισαγωγή

Ανασκόπηση

Αναπαριστώντας την είσοδο σ᾿ ένα Γ.Χ.Α. σύστηµα συνεχούς χρόνου σαν

ολοκλήρωµα µετατοπισµένων µοναδιαίων ώσεων (δηλαδή, συναρτήσεων

δ(t − τ)) µε ϐάρη εξαγάγαµε το ολοκλήρωµα της συνέλιξης ως τη σχέση

που συνδέει την είσοδο (διέγερση) µε την έξοδο (απόκριση) του Γ.Χ.Α.

συστήµατος.

Η έξοδος ενός Γ.Χ.Α. συστήµατος σε µια αυθαίρετη είσοδο µπορεί να

υπολογιστεί από τις αποκρίσεις του συστηµάτος σε συναρτήσεις

µετατοπισµένων ώσεων.

Η απόκριση ενός Γ.Χ.Α. συστήµατος σε συνάρτηση µοναδιαίας ώσης

(δηλαδή, η κρουστική απόκριση), είναι µια πολύ σηµαντική έννοια.

Η ανάλυση ήταν αποτέλεσµα της αρχής της υπέρθεσης, όπου ϑεωρήσαµε

τις συναρτήσεις µετατοπισµένων µοναδιαίων ώσεων ως στοιχειώδεις

συναρτήσεις.
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Εισαγωγή

Αντικειµενικοί σκοποί ενότητας(1)

Να αναπτύξουµε µια εναλλακτική αναπαράσταση των σηµάτων Σ.Χ.

συναρτήσει άλλων στοιχειωδών σηµάτων και να εξάγουµε µια άλλη

µαθηµατική περιγραφή ενός Γ.Χ.Α. συστήµατος.

Σηµείο εκκίνησης ϑα είναι πάλι η αναπαράσταση ενός σήµατος σαν

άθροισµα ή ολοκλήρωµα µε ϐάρη στοιχειωδών σηµάτων, δηλαδή σαν

γραµµικό συνδυασµό στοιχειωδών σηµάτων.

Στοιχειώδη σήµατα : ϕανταστικά εκθετικά.

1 Για τα περιοδικά σήµατα ϑα προκύψει η ανάπτυξη σε σειρά Fourier,

2 Για τα µη-περιοδικά σήµατα ϑα προκύψει ο µετασχηµατισµός Fourier

Πρέπει να δικαιολογήσουµε ότι η επιλογή των ϕανταστικών εκθετικών, και

γενικότερα των µιγαδικών εκθετικών, ως στοιχειωδών σηµάτων δεν είναι

αυθαίρετη.
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Εισαγωγή

Αντικειµενικοί σκοποί ενότητας(2)
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Θα δείξουµε ότι :
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είναι σε ϑέση να ανακαλέσει από τη µνήµη του το γνώριµο όρο του

ιδιοδιανύσµατος ενός τετραγωνικού πίνακα από τη Γραµµική ΄Αλγεβρα.

2 Μια συλλογή M συνηµιτόνων ή ηµιτόνων ή ϕανταστικών εκθετικών συγκροτεί
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Απόκριση Γ.Χ.Α. συστήµατος Σ.Χ. σε µιγαδικά εκθετικά

Βασικά σήµατα : Μιγαδικά εκθετικά (1)

Βασικά είναι τα σήµατα που πληρούν τις εξής δύο προδιαγραφές.

1 Χρησιµοποιούνται για να κατασκευάσουν µια ευρεία και χρήσιµη τάξη

σηµάτων.

2 Η απόκριση ενός Γ.Χ.Α. συστήµατος σ᾿ ένα ϐασικό σήµα είναι απλή.

Η απόκριση ενός Γ.Χ.Α συστήµατος στο x(t) = est , s ∈ C είναι

y(t) =

∫ +∞

−∞
h(τ) x(t − τ) dτ =

∫ +∞

−∞
h(τ) e

s(t − τ)
dτ

= e
st

{∫ +∞

−∞
h(τ) e

−sτ
dτ︸ ︷︷ ︸

H(s)

}
= H(s) e

st . (1)

Λέµε ότι το µιγαδικό εκθετικό est είναι µια ιδιοσυνάρτηση του Γ.Χ.Α.

συστήµατος και η τιµή H(s) είναι η ιδιοτιµή (eigenvalue) που αντιστοιχεί

στην ιδιοσυνάρτηση est .
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Απόκριση Γ.Χ.Α. συστήµατος Σ.Χ. σε µιγαδικά εκθετικά

Βασικά σήµατα : Μιγαδικά εκθετικά (2)

Ας υποτεθεί ότι το σήµα που διεγείρει το Γ.Χ.Α. σύστηµα αναλύεται σε

x(t) =
3∑

k=1

ak e
sk t

(2)

Αν εφαρµόσουµε την εξίσωση (1) για καθεµιά συνιστώσα του

αθροίσµατος (2) παίρνουµε τις αποκρίσεις ak H(sk) esk t , k = 1, 2, 3.

Οπότε εφαρµόζοντας την αρχή της υπέρθεσης, η πλήρης απόκριση του

Γ.Χ.Α. συστήµατος στη διέγερση x(t) που δίνεται από την (2) είναι

y(t) =
∑

3

k=1
ak H(sk) esk t .
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Απόκριση Γ.Χ.Α. συστήµατος Σ.Χ. σε µιγαδικά εκθετικά

Βασικά σήµατα : Μιγαδικά εκθετικά (3)

∆ηλαδή, αν γνωρίζουµε τις ιδιοτιµές H(sk), τότε η απόκριση σ᾿ ένα

γραµµικό συνδυασµό µιγαδικών εκθετικών µπορεί να υπολογιστεί

απευθείας.

ϑα µελετήσουµε την αναπαράσταση περιοδικών σηµάτων µε όρους της

σειράς Fourier (αθροίσµατα ϕανταστικών εκθετικών). ϑα µας απασχολήσει

η ανάλυση ενός περιοδικού σήµατος ως γραµµικού συνδυασµού

αρµονικών.

Επέκταση της ανάλυσης Fourier σε µη-περιοδικά σήµατα (µετασχηµατισµός

Fourier), όπου ϑα χρησιµοποιηθούν ολοκληρώµατα ϕανταστικών εκθετικών,

ϑα γίνει στο επόµενο κεφάλαιο.

Γενίκευση του µετασχηµατισµού Fourier στο µετασχηµατισµό Laplace

(ολοκληρώµατα µιγαδικών εκθετικών) ϑα επιχειρηθεί στο µεθεπόµενο

κεφάλαιο.
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Απόκριση Γ.Χ.Α. συστήµατος Σ.Χ. σε µιγαδικά εκθετικά

Ιστορική αναδροµή (1)

Η ιδέα χρησιµοποίησης τριγωνοµετρικών αθροισµάτων για την περιγραφή

περιοδικών ϕαινοµένων αποδίδεται στους αρχαίους Βαβυλωνίους.

Ο L. Euler το 1748 χρησιµοποίησε τριγωνοµετρικά αθροίσµατα κατά τη

µελέτη της κίνησης µιας παλλόµενης χορδής.

Ο D. Bernoulli το 1753 ισχυρίστηκε ότι όλες οι ϕυσικές κινήσεις µιας

παλλόµενης χορδής ϑα µπορούσαν να περιγραφούν ως άθροισµα

αρµονικών.

Το 1759, η κριτική του Euler, αλλά κυρίως του J. L. Lagrange, συνέτεινε στην

εγκατάληψη των τριγωνοµετρικών σειρών. Ο Lagrange δεν µπορούσε να

ϕανταστεί πώς ένα περιοδικό σήµα µε ασυνέχειες (π.χ. ένας περιοδικός

τετραγωνικός παλµός) ϑα µπορούσε να αναλυθεί ως άθροισµα ηµιτόνων

και συνηµιτότων σε συχνότητες που είναι ακέραια πολλαπλάσια µιας

ϑεµελιώδους, δηλαδή ως τριγωνοµετρική σειρά.
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Απόκριση Γ.Χ.Α. συστήµατος Σ.Χ. σε µιγαδικά εκθετικά

Ιστορική αναδροµή (2)

Μισό αιώνα αργότερα, ο J. B. Fourier ξαναχρησιµοποίησε τέτοιες σειρές

στη µελέτη του προβλήµατος της διάδοσης ϑερµότητας και επεξέτεινε τη

ϑεωρία και για την ανάλυση µη-περιοδικών σηµάτων µέσω του οµώνυµου

µετασχηµατισµού.

Η εργασία του Fourier υποβλήθηκε προς δηµοσίευση για πρώτη ϕορά το

1807. Συνάντησε όµως την αρνητική κριτική του Lagrange και παρά τη

ϑετική αντιµετώπισή της από τους Lacroix, Monge και Laplace,

δηµοσιεύτηκε µετά 15 ολόκληρα χρόνια.

Η αλήθεια είναι πως η αυστηρή ϑεµελίωση της ϑεωρίας είχε κάποιες

ελλείψεις τις οποίες συµπλήρωσε αργότερα ο P. L. Dirichlet το 1829. Οι

συνθήκες Dirichlet περιγράφουν σήµατα που σπανίως απαντώνται στην

πράξη.
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Απόκριση Γ.Χ.Α. συστήµατος Σ.Χ. σε µιγαδικά εκθετικά

Ιστορική αναδροµή (3)

Στα µέσα της δεκαετίας του 1960, η ῾ἁνακάλυψη᾿᾿ του γρήγορου

µετασχηµατισµού Fourier από τους Cooley και Tuckey αναζωπύρωσε το

ενδιαφέρον για την ανάλυση Fourier, επειδή, µειώνοντας το υπολογιστικό

κόστος, προσέφερε τη δυνατότητα ενσωµάτωσης της ανάλυσης σε

πολλές πρακτικές εφαρµογές, π.χ. κωδικοποίηση, ανάλυση ϕάσµατος,

επεξεργασία εικόνας, οµιλίας κ.ο.κ.

∆ιαπιστώθηκε αργότερα ότι η ανακάλυψη των Cooley-Tuckey δεν ήταν

αποκλειστική. Ο Gauss και αργότερα απ᾿ αυτόν, ο Lanczos είχαν τεράστια

συµβολή στην ανάλυση Fourier διακριτών σηµάτων και συστηµάτων πολύ

πριν τους Cooley και Tuckey.
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Προαπαιτούµενα για την εξαγωγή της σειράς Fourier

Περιοδικά σήµατα - Αρµονικές

΄Ενα περιοδικό σήµα ικανοποιεί τη σχέση ∃T 6= 0: x(t + T) = x(t), ∀t .

Περιοδικά σήµατα είναι οι ηµιτονοειδείς συναρτήσεις x(t) = cosω0t ή

x(t) = sinω0t και τα ϕανταστικά εκθετικά x(t) = ejω0t , όπου ω0 είναι η

ϑεµελιώδης (κυκλική) συχνότητα µετρούµενη σε rad/sec και T0 =
2π
ω0

είναι

η ϑεµελιώδης περίοδος µετρούµενη σε sec.

Ως αρµονικές ορίζουµε τα σήµατα φk(t) = ejk ω0t , k = 0,±1,±2, . . .,
των οποίων η ϑεµελιώδης συχνότητα είναι ακέραιο πολλαπλάσιο της ω0.

Ανάλυση Fourier για περιοδικά σήµατα συνεχούς χρόνου 12/90



Προαπαιτούµενα για την εξαγωγή της σειράς Fourier

Περιοδικά σήµατα - Αρµονικές

΄Ενα περιοδικό σήµα ικανοποιεί τη σχέση ∃T 6= 0: x(t + T) = x(t), ∀t .

Περιοδικά σήµατα είναι οι ηµιτονοειδείς συναρτήσεις x(t) = cosω0t ή

x(t) = sinω0t και τα ϕανταστικά εκθετικά x(t) = ejω0t , όπου ω0 είναι η

ϑεµελιώδης (κυκλική) συχνότητα µετρούµενη σε rad/sec και T0 =
2π
ω0

είναι

η ϑεµελιώδης περίοδος µετρούµενη σε sec.

Ως αρµονικές ορίζουµε τα σήµατα φk(t) = ejk ω0t , k = 0,±1,±2, . . .,
των οποίων η ϑεµελιώδης συχνότητα είναι ακέραιο πολλαπλάσιο της ω0.

Ανάλυση Fourier για περιοδικά σήµατα συνεχούς χρόνου 12/90



Προαπαιτούµενα για την εξαγωγή της σειράς Fourier

Περιοδικά σήµατα - Αρµονικές

΄Ενα περιοδικό σήµα ικανοποιεί τη σχέση ∃T 6= 0: x(t + T) = x(t), ∀t .

Περιοδικά σήµατα είναι οι ηµιτονοειδείς συναρτήσεις x(t) = cosω0t ή

x(t) = sinω0t και τα ϕανταστικά εκθετικά x(t) = ejω0t , όπου ω0 είναι η

ϑεµελιώδης (κυκλική) συχνότητα µετρούµενη σε rad/sec και T0 =
2π
ω0

είναι

η ϑεµελιώδης περίοδος µετρούµενη σε sec.

Ως αρµονικές ορίζουµε τα σήµατα φk(t) = ejk ω0t , k = 0,±1,±2, . . .,
των οποίων η ϑεµελιώδης συχνότητα είναι ακέραιο πολλαπλάσιο της ω0.

Ανάλυση Fourier για περιοδικά σήµατα συνεχούς χρόνου 12/90



Προαπαιτούµενα για την εξαγωγή της σειράς Fourier

Πρόβληµα

Η αναπαράσταση ενός περιοδικού σήµατος x(t) µε περίοδο T0 ως

γραµµικού συνδυασµού αρµονικών

x(t) =
+∞∑

k=−∞
ak e

j kω0 t
(3)

Για k = 0 έχουµε το σταθερό όρο ή όρο dc

Για k = ±1 προκύπτουν οι ϐασικές συνιστώσες που έχουν περίοδο T0

(πρώτες αρµονικές)

Για k = ±2: έχουµε τις συνιστώσες ηµίσειας περιόδου (διπλάσιας

συχνότητας), δηλαδή τις δεύτερες αρµονικές κ.ο.κ., ενώ

Για k = ±N προκύπτουν οι N ιοστές αρµονικές.
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Προαπαιτούµενα για την εξαγωγή της σειράς Fourier

Σειρά Fourier

Αντικειµενικός µας σκοπός : Πώς ϑα προσδιορίσουµε τους συντελεστές

ak στην (3);

Θα αντιµετωπίσουµε την (3) σ᾿ ένα ευρύτερο πλαίσιο ως αναπαράσταση

ενός περιοδικού σήµατος σαν γραµµικού συνδυασµού ϐασικών σηµάτων,

όπου τα ϐασικά σήµατα ϑα αντιστοιχούν σε συναρτήσεις ϐάσης. ΄Οµως οι

συναρτήσεις ϐάσης προϋποθέτουν ένα διανυσµατικό χώρο (vector

space).
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Προαπαιτούµενα για την εξαγωγή της σειράς Fourier

Παράδειγµα 4.1

΄Εστω x(t) =
∑

3

k=−3
ak ejk 2π t µε a0 = 1, a1 = a−1 =

1

4
, a2 = a−2 =

1

2

και a3 = a−3 =
1

3
.

Αντικαθιστώντας παίρνουµε

x(t) = 1 +
1

4
(ej2πt + e

−j2πt ) +
1

2
(ej4πt + e

−j4πt ) +

+
1

3
(ej6πt + e

−j6πt )

= 1 +
1

2
cos 2πt + cos 4πt +

2

3
cos 6πt.

Υπέρθεση αρµονικών
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Προαπαιτούµενα για την εξαγωγή της σειράς Fourier

Βαθµωτό πεδίο (scalar field) K
Είναι ένα σύνολο αριθµών που είναι κλειστό ως προς την πρόσθεση και τον

πολλαπλασιασµό. ΄Εστω x, y, z ∈ K. Ισχύουν οι εξής ιδιότητες :

αντιµεταθετική (commutative) x + y = y + x , x · y = y · x
προσεταιριστική (associative) (x + y) + z = x + (y + z),

(x · y) · z = x · (y · z)
επιµεριστική (distributive) ιδιότητα του πολλαπλασιασµού ως προς την

πρόσθεση x · (y + z) = (x · y) + (x · z).

Υπάρχει ουδέτερο στοιχείο (null element), που συµβολίζεται µε 0 ∈ K για

την πρόσθεση και 1 ∈ K για τον πολλαπλασιασµό, ώστε x + 0 = x ,

x · 1 = x .

΄Ολα τα στοιχεία του K έχουν έναν αντίστροφο που ανήκει στο K ως προς

την πρόσθεση (που συνήθως αποκαλείται αντίθετος) και όλα τα στοιχεία

του K εκτός του 0 έχουν έναν αντίστροφο ως προς τον πολλαπλασιασµό.

Παραδείγµατα πεδίων : R, C και Q.
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Προαπαιτούµενα για την εξαγωγή της σειράς Fourier

∆ιανυσµατικός χώρος S στο πεδίο R ή C (1)

Είναι ένα σύνολο στοιχείων ~x , ~y ,~z ∈ S που λέγονται διανύσµατα για τα

οποία ορίζονται :

1 η πρόσθεση δύο διανυσµάτων που δίνει διάνυσµα και

2 ο πολλαπλασιασµός ενός διανύσµατος επί ένα πραγµατικό ή µιγαδικό

αριθµό εξ αριστερών που δίνει διάνυσµα.

Το S είναι κλειστό ως προς τη διανυσµατική πρόσθεση και τον

πολλαπλασιασµό ενός διανύσµατος επί ένα πραγµατικό ή µιγαδικό αριθµό

εξ αριστερών.

Η διανυσµατική πρόσθεση και ο πολλαπλασιασµός ενός διανύσµατος µ᾿

έναν πραγµατικό ή µιγαδικό αριθµό εξ αριστερών έχουν τις ακόλουθες

ιδιότητες :

Αντιµεταθετική ∀~x,~y ∈ S : ~x +~y = ~y +~x

Προσεταιριστική ∀~x,~y,~z ∈ S : (~x +~y) +~z = ~x + (~y +~z)

΄Υπαρξη µηδενικού διανύσµατος ~0 ∀~x ∈ S : ~x +~0 = ~x
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Προαπαιτούµενα για την εξαγωγή της σειράς Fourier

∆ιανυσµατικός χώρος S στο πεδίο R ή C (1)
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Προαπαιτούµενα για την εξαγωγή της σειράς Fourier

∆ιανυσµατικός χώρος S στο πεδίο R ή C (2)

΄Υπαρξη αντίθετου διανύσµατος ∀~x ∈ S ∃~y ∈ S : ~x +~y = ~0.

Για το ουδέτερο στοιχείο του ϐαθµωτού πολλαπλασιασµού 1 ∈ R ισχύει

∀~x ∈ S : 1~x = ~x

Επιµεριστικές ιδιότητες : ∀~x ∈ S , a, b ∈ R: a (b~x) = (a b)~x ,

(a + b)~x = (a~x) + (b~x) και ∀~x,~y ∈ S , a ∈ R: a (~x +~y) = (a~x) + (a ~y).

Τυπικό παράδειγµα ενός διανυσµατικού χώρου είναι το σύνολο Rn των

πραγµατικών διανυσµάτων στήλης µεγέθους n× 1,

~x = x = (x1, x2, . . . , xn)
T όπου xi ∈ R, i = 1, 2, . . . , n και T είναι ο

τελεστής αναστροφής.

Είναι προφανές ότι αντίστοιχα ορίζεται ένας διανυσµατικός χώρος πάνω

στο πεδίο C.

Συγκροτούν διανυσµατικούς χώρους

1 οι συνεχείς συναρτήσεις x(t) για t ∈ [t1, t2]
2 οι συνεχείς συναρτήσεις φ(s) για s = a + jb ∈ C, όταν s ∈ C ⊆ C.
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΄Υπαρξη αντίθετου διανύσµατος ∀~x ∈ S ∃~y ∈ S : ~x +~y = ~0.

Για το ουδέτερο στοιχείο του ϐαθµωτού πολλαπλασιασµού 1 ∈ R ισχύει

∀~x ∈ S : 1~x = ~x

Επιµεριστικές ιδιότητες : ∀~x ∈ S , a, b ∈ R: a (b~x) = (a b)~x ,

(a + b)~x = (a~x) + (b~x) και ∀~x,~y ∈ S , a ∈ R: a (~x +~y) = (a~x) + (a ~y).

Τυπικό παράδειγµα ενός διανυσµατικού χώρου είναι το σύνολο Rn των

πραγµατικών διανυσµάτων στήλης µεγέθους n× 1,

~x = x = (x1, x2, . . . , xn)
T όπου xi ∈ R, i = 1, 2, . . . , n και T είναι ο

τελεστής αναστροφής.

Είναι προφανές ότι αντίστοιχα ορίζεται ένας διανυσµατικός χώρος πάνω

στο πεδίο C.

Συγκροτούν διανυσµατικούς χώρους

1 οι συνεχείς συναρτήσεις x(t) για t ∈ [t1, t2]
2 οι συνεχείς συναρτήσεις φ(s) για s = a + jb ∈ C, όταν s ∈ C ⊆ C.

Ανάλυση Fourier για περιοδικά σήµατα συνεχούς χρόνου 18/90



Προαπαιτούµενα για την εξαγωγή της σειράς Fourier

∆ιανυσµατικός χώρος S στο πεδίο R ή C (2)

΄Υπαρξη αντίθετου διανύσµατος ∀~x ∈ S ∃~y ∈ S : ~x +~y = ~0.

Για το ουδέτερο στοιχείο του ϐαθµωτού πολλαπλασιασµού 1 ∈ R ισχύει

∀~x ∈ S : 1~x = ~x

Επιµεριστικές ιδιότητες : ∀~x ∈ S , a, b ∈ R: a (b~x) = (a b)~x ,

(a + b)~x = (a~x) + (b~x) και ∀~x,~y ∈ S , a ∈ R: a (~x +~y) = (a~x) + (a ~y).

Τυπικό παράδειγµα ενός διανυσµατικού χώρου είναι το σύνολο Rn των

πραγµατικών διανυσµάτων στήλης µεγέθους n× 1,

~x = x = (x1, x2, . . . , xn)
T όπου xi ∈ R, i = 1, 2, . . . , n και T είναι ο

τελεστής αναστροφής.

Είναι προφανές ότι αντίστοιχα ορίζεται ένας διανυσµατικός χώρος πάνω

στο πεδίο C.

Συγκροτούν διανυσµατικούς χώρους

1 οι συνεχείς συναρτήσεις x(t) για t ∈ [t1, t2]
2 οι συνεχείς συναρτήσεις φ(s) για s = a + jb ∈ C, όταν s ∈ C ⊆ C.

Ανάλυση Fourier για περιοδικά σήµατα συνεχούς χρόνου 18/90



Προαπαιτούµενα για την εξαγωγή της σειράς Fourier

∆ιανυσµατικός χώρος S στο πεδίο R ή C (2)

΄Υπαρξη αντίθετου διανύσµατος ∀~x ∈ S ∃~y ∈ S : ~x +~y = ~0.

Για το ουδέτερο στοιχείο του ϐαθµωτού πολλαπλασιασµού 1 ∈ R ισχύει

∀~x ∈ S : 1~x = ~x

Επιµεριστικές ιδιότητες : ∀~x ∈ S , a, b ∈ R: a (b~x) = (a b)~x ,

(a + b)~x = (a~x) + (b~x) και ∀~x,~y ∈ S , a ∈ R: a (~x +~y) = (a~x) + (a ~y).

Τυπικό παράδειγµα ενός διανυσµατικού χώρου είναι το σύνολο Rn των

πραγµατικών διανυσµάτων στήλης µεγέθους n× 1,

~x = x = (x1, x2, . . . , xn)
T όπου xi ∈ R, i = 1, 2, . . . , n και T είναι ο

τελεστής αναστροφής.

Είναι προφανές ότι αντίστοιχα ορίζεται ένας διανυσµατικός χώρος πάνω

στο πεδίο C.

Συγκροτούν διανυσµατικούς χώρους

1 οι συνεχείς συναρτήσεις x(t) για t ∈ [t1, t2]
2 οι συνεχείς συναρτήσεις φ(s) για s = a + jb ∈ C, όταν s ∈ C ⊆ C.

Ανάλυση Fourier για περιοδικά σήµατα συνεχούς χρόνου 18/90
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∆ιανυσµατικός χώρος S στο πεδίο R ή C (2)
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Προαπαιτούµενα για την εξαγωγή της σειράς Fourier

∆ιανυσµατικός υποχώρος

΄Ενα µη κενό σύνολοM⊆ S ενός διανυσµατικού χώρου S είναι ένας

διανυσµατικός υποχώρος (ή για συντοµία απλώς υποχώρος) του S , εάν ο

περιορισµός των πράξεων στοM, καθιστά το σύνολοM διανυσµατικό

χώρο.

Ικανή και αναγκαία συνθήκη για να είναι τοM⊆ S υποχώρος του S είναι

~0 ∈M.

Η τοµή δύο υποχώρων είναι επίσης υποχώρος.

Για παράδειγµα υποχώροι του τρισδιάστατου Ευκλείδειου διανυσµατικού

χώρου R3 είναι οι εξής :

1 το R3

2 ένα οποιοδήποτε επίπεδο δια της αρχής (των αξόνων) 0 = (0, 0, 0)T

3 µια οποιαδήποτε ευθεία δια της αρχής

4 η αρχή.
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Προαπαιτούµενα για την εξαγωγή της σειράς Fourier
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Ικανή και αναγκαία συνθήκη για να είναι τοM⊆ S υποχώρος του S είναι
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4 η αρχή.
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Προαπαιτούµενα για την εξαγωγή της σειράς Fourier

Γραµµικός συνδυασµός (1)

΄Ενας γραµµικός συνδυασµός διανυσµάτων ~xi ∈ S , i = 1, 2, . . . , n, είναι

ένα (διανυσµατικό) άθροισµα της µορφής

a1~x1 + a2~x2 + . . .+ an~xn όπου a1, a2, . . . , an ∈ R.

Τα διανύσµατα ~xi ∈ S , i = 1, 2, . . . , n, λέγονται γραµµικώς εξαρτηµένα αν

υπάρχουν a1, a2, . . ., an ∈ R όχι όλοι µηδέν τέτοιοι ώστε

a1~x1 + a2~x2 + . . .+ an~xn = ~0 (4)

Τα διανύσµατα ~xi ∈ S , i = 1, 2, . . . , n, λέγονται γραµµικώς ανεξάρτητα αν

η (4) αληθεύει µόνο όταν a1 = a2 = . . . = an = 0.

Ανάλυση Fourier για περιοδικά σήµατα συνεχούς χρόνου 20/90



Προαπαιτούµενα για την εξαγωγή της σειράς Fourier

Γραµµικός συνδυασµός (1)
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a1~x1 + a2~x2 + . . .+ an~xn όπου a1, a2, . . . , an ∈ R.

Τα διανύσµατα ~xi ∈ S , i = 1, 2, . . . , n, λέγονται γραµµικώς εξαρτηµένα αν

υπάρχουν a1, a2, . . ., an ∈ R όχι όλοι µηδέν τέτοιοι ώστε

a1~x1 + a2~x2 + . . .+ an~xn = ~0 (4)

Τα διανύσµατα ~xi ∈ S , i = 1, 2, . . . , n, λέγονται γραµµικώς ανεξάρτητα αν

η (4) αληθεύει µόνο όταν a1 = a2 = . . . = an = 0.
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Προαπαιτούµενα για την εξαγωγή της σειράς Fourier

Γραµµικός συνδυασµός (2)

΄Εστω X = {~x1,~x2, . . . ,~xn}. Παράγον σύνολο (span) του X είναι το

σύνολο των γραµµικών συνδυασµών αυτών των διανυσµάτων, δηλαδή

span(X ) = {~y : ~y = a1~x1 + a2~x2 + . . .+ an~xn, a1, a2, . . . , an ∈ R}.

΄Ενας γραµµικός συνδυασµός διανυσµάτων µπορεί να χρησιµοποιηθεί για

να σχηµατίσει έναν αυθαίρετο υποχώρο ενός διανυσµατικού χώρου,

επειδή το span(X ) είναι υποχώρος του S .

Αναγνωρίζουµε ότι η (3) σε συνδυασµό µε το γεγονός ότι οι συνεχείς

πραγµατικές συναρτήσεις x(t) για t ∈ [t1, t2] συγκροτούν ένα

διανυσµατικό χώρο (άρα και οι συνεχείς περιοδικές συναρτήσεις αν

µελετηθούν σε ένα διάστηµα µιας περιόδου) εµπίπτει στη συζήτησή µας

περί υποχώρων.

Εφεξής S είναι ο διανυσµατικός χώρος των συνεχών συναρτήσεων µιας

ανεξάρτητης µεταβλητής t (δηλαδή σηµάτων) για t ∈ [t1, t2] πάνω στο R.
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Προαπαιτούµενα για την εξαγωγή της σειράς Fourier

Συναρτήσεις σε διανυσµατικούς χώρους : Εσωτερικό γινόµενο

Είναι συνάρτηση δύο σηµάτων x(t) και y(t) για t ∈ [t1, t2], δηλαδή

< x(t), y(t) >: S × S → R, που παράγει τη ϐαθµωτή τιµή

< x(t), y(t) >=

∫
t2

t1

x(t) y(t) dt.

Περιγράφει πόσο µοιάζουν δύο σήµατα x(t) και y(t), κατ᾿ αναλογία µε την

προβολή ενός διανύσµατος σ᾿ ένα άλλο στον τρισδιάστατο Ευκλείδειο

χώρο.

Ισχύουν οι ακόλουθες ιδιότητες του εσωτερικού γινοµένου :

1 < x(t), y(t) > = < y(t), x(t) >
2 < c x(t), y(t) > = c < y(t), x(t) >, c ∈ R
3 < x(t) + y(t), z(t) > = < x(t), z(t) > + < y(t), z(t) >
4 < x(t), x(t) > ≥ 0, όπου η ισότητα ισχύει αν x(t) = 0, ∀t ∈ [t1, t2]. Το

εσωτερικό γινόµενο ενός σήµατος µε τον εαυτό του λέγεται ενέργεια του

σήµατος.
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Προαπαιτούµενα για την εξαγωγή της σειράς Fourier

Συναρτήσεις σε διανυσµατικούς χώρους : Απόλυτη τιµή ή µέτρο

Είναι η τετραγωνική ϱίζα της ενέργειας ενός σήµατος

|x(t)| =
√
< x(t), x(t) > =

√∫
t2

t1

x2(t) dt

για την οποία ισχύουν τα εξής

1 |x(t)| ≥ 0, µε την ισότητα να ισχύει για x(t) ταυτοτικώς µηδενικό για

t ∈ [t1, t2]
2 |a x(t)| = |a| |x(t)|, ∀a ∈ R (οµοιογένεια)

3 |x(t) + y(t)| ≤ |x(t)|+ |y(t)| (τριγωνική ανισότητα).
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Συναρτήσεις σε διανυσµατικούς χώρους : Απόλυτη τιµή ή µέτρο

Είναι η τετραγωνική ϱίζα της ενέργειας ενός σήµατος

|x(t)| =
√
< x(t), x(t) > =

√∫
t2
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Προαπαιτούµενα για την εξαγωγή της σειράς Fourier

Συναρτήσεις σε διανυσµατικούς χώρους : Απόσταση δύο σηµάτων

Είναι συνάρτηση δύο σηµάτων που λαµβάνει τη ϐαθµωτή τιµή

d(x(t), y(t)) = |x(t)− y(t)| =

√∫
t2

t1

(
x(t)− y(t)

)2
dt.

Περιγράφει πόσο διαφέρουν δύο συναρτήσεις. Ισχύουν οι ακόλουθες

ιδιότητες :

1 d(x(t), y(t)) ≥ 0, όπου η ισότητα ισχύει αν x(t) = y(t)
2 d(x(t), y(t)) = d(y(t), x(t)) (αντισυµµετρική)

3 d(x(t), y(t)) ≤ d(x(t), z(t)) + d(z(t), y(t)) (τριγωνική ανισότητα).

Εσωτερικό γινόµενο µιγαδικών συναρτήσεων

< x(s), y(s) >=

∫
s2

s1

x(s) y
∗(s) ds

όπου ∗ είναι ο τελεστής µιγαδικής συζυγίας.
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Προαπαιτούµενα για την εξαγωγή της σειράς Fourier

Βάση διανυσµατικού χώρου (1)

΄Ενα σύνολο γραµµικώς ανεξαρτήτων διανυσµάτων που παράγουν το

διανυσµατικό χώρο S είναι ϐάση στο S .

Οποιοδήποτε στοιχείο του S µπορεί να αναπαρασταθεί ως ένας

µοναδικός γραµµικός συνδυασµός των διανυσµάτων που συγκροτούν τη

ϐάση (εφεξής διανύσµατα ϐάσης).

Κάθε διανυσµατικός χώρος διαθέτει µια ϐάση, µολονότι δεν είναι µοναδική

εν γένει.

Ο αριθµός των διανυσµάτων ϐάσης ορίζει τη διάσταση (dimension) του

διανυσµατικού χώρου. Η διάσταση είναι µοναδική.

Γωνία δύο σηµάτων:

∠(x(t), y(t)) =
< x(t), y(t) >

|x(t)| |y(t)|
|x(t)| 6= 0, |y(t)| 6= 0.

Εποµένως δύο σήµατα λέγονται ορθογώνια αν < x(t), y(t) >= 0.
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Προαπαιτούµενα για την εξαγωγή της σειράς Fourier

Βάση διανυσµατικού χώρου (2)

Αν τα µη-µηδενικά διανύσµατα~x1,~x2, . . .,~xn είναι ανά δύο ορθογώνια, τότε

είναι γραµµικώς ανεξάρτητα.

Μια συλλογή n συναρτήσεων ϕ1(t), ϕ2(t), . . ., ϕn(t), t ∈ [t1, t2], που είναι

ανά δύο ορθογώνιες και επιπλέον έχουν µοναδιαίο µέτρο, δηλαδή

< ϕi(t), ϕj(t) >= δij

4
=

{
1 i = j

0 i 6= j

όπου δij είναι δέλτα Kronecker, συγκροτούν µια ορθοκανονική ϐάση.

Η απαίτηση για µοναδιαίο µέτρο συνεπάγεται µια κλιµάκωση

(κανονικοποίηση), η οποία µπορεί εύκολα να ικανοποιηθεί γενικώς.

Η απαίτηση για ορθογωνιότητα µπορεί να απαλυνθεί µέσω της διαδικασίας

Gram-Schmidt.

Εποµένως η µόνη δεσµευτική ιδιότητα που πρέπει να πληρούν οι

συναρτήσεις ϐάσης είναι η γραµµική ανεξαρτησία.
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συναρτήσεις ϐάσης είναι η γραµµική ανεξαρτησία.
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Προαπαιτούµενα για την εξαγωγή της σειράς Fourier

Βάση διανυσµατικού χώρου (2)

Αν τα µη-µηδενικά διανύσµατα~x1,~x2, . . .,~xn είναι ανά δύο ορθογώνια, τότε

είναι γραµµικώς ανεξάρτητα.

Μια συλλογή n συναρτήσεων ϕ1(t), ϕ2(t), . . ., ϕn(t), t ∈ [t1, t2], που είναι

ανά δύο ορθογώνιες και επιπλέον έχουν µοναδιαίο µέτρο, δηλαδή

< ϕi(t), ϕj(t) >= δij

4
=

{
1 i = j

0 i 6= j

όπου δij είναι δέλτα Kronecker, συγκροτούν µια ορθοκανονική ϐάση.

Η απαίτηση για µοναδιαίο µέτρο συνεπάγεται µια κλιµάκωση

(κανονικοποίηση), η οποία µπορεί εύκολα να ικανοποιηθεί γενικώς.

Η απαίτηση για ορθογωνιότητα µπορεί να απαλυνθεί µέσω της διαδικασίας

Gram-Schmidt.

Εποµένως η µόνη δεσµευτική ιδιότητα που πρέπει να πληρούν οι

συναρτήσεις ϐάσης είναι η γραµµική ανεξαρτησία.
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Προαπαιτούµενα για την εξαγωγή της σειράς Fourier

Παραδείγµατα ϐάσεων

Οι συνηµιτονοειδείς συναρτήσεις σε διάστηµα µιας περιόδου µε

κατάλληλη κανονικοποίηση συγκροτούν µια ορθοκανονική ϐάση που

αξιοποιείται στην επέκταση σε σειρά Fourier.

Για τις συνηµιτονοειδείς συναρτήσεις, άθροισµα, διαφόριση και

ολοκλήρωση οδηγούν πάλι σε συνηµιτοειδείς συναρτήσεις. Τούτο

συνάδει µε τα ποιοτικά χαρακτηριστικά ενός ϐασικού σήµατος.

Τα ϕανταστικά εκθετικά σε διάστηµα µιας περιόδου, µε κατάλληλη

κανονικοποίηση, συγκροτούν επίσης µια ορθοκανονική ϐάση.

Εκτός από τη σειρά Fourier άλλες διάσηµες σειρές είναι οι :

1 σειρές Legendre που χρησιµοποιούν τα πολυώνυµα Legendre ως

συναρτήσεις ϐάσης

2 σειρές Laguerre που χρησιµοποιούν τα οµώνυµα πολυώνυµα ως

συναρτήσεις ϐάσης

3 σειρές Walsh που χρησιµοποιούν τις οµώνυµες συναρτήσεις ως

συναρτήσεις ϐάσης.
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Προαπαιτούµενα για την εξαγωγή της σειράς Fourier

Παραδείγµατα ϐάσεων

Οι συνηµιτονοειδείς συναρτήσεις σε διάστηµα µιας περιόδου µε

κατάλληλη κανονικοποίηση συγκροτούν µια ορθοκανονική ϐάση που

αξιοποιείται στην επέκταση σε σειρά Fourier.

Για τις συνηµιτονοειδείς συναρτήσεις, άθροισµα, διαφόριση και

ολοκλήρωση οδηγούν πάλι σε συνηµιτοειδείς συναρτήσεις. Τούτο

συνάδει µε τα ποιοτικά χαρακτηριστικά ενός ϐασικού σήµατος.

Τα ϕανταστικά εκθετικά σε διάστηµα µιας περιόδου, µε κατάλληλη

κανονικοποίηση, συγκροτούν επίσης µια ορθοκανονική ϐάση.

Εκτός από τη σειρά Fourier άλλες διάσηµες σειρές είναι οι :

1 σειρές Legendre που χρησιµοποιούν τα πολυώνυµα Legendre ως

συναρτήσεις ϐάσης

2 σειρές Laguerre που χρησιµοποιούν τα οµώνυµα πολυώνυµα ως

συναρτήσεις ϐάσης

3 σειρές Walsh που χρησιµοποιούν τις οµώνυµες συναρτήσεις ως

συναρτήσεις ϐάσης.

Ανάλυση Fourier για περιοδικά σήµατα συνεχούς χρόνου 27/90



Προαπαιτούµενα για την εξαγωγή της σειράς Fourier

Παραδείγµατα ϐάσεων

Οι συνηµιτονοειδείς συναρτήσεις σε διάστηµα µιας περιόδου µε

κατάλληλη κανονικοποίηση συγκροτούν µια ορθοκανονική ϐάση που

αξιοποιείται στην επέκταση σε σειρά Fourier.

Για τις συνηµιτονοειδείς συναρτήσεις, άθροισµα, διαφόριση και

ολοκλήρωση οδηγούν πάλι σε συνηµιτοειδείς συναρτήσεις. Τούτο

συνάδει µε τα ποιοτικά χαρακτηριστικά ενός ϐασικού σήµατος.

Τα ϕανταστικά εκθετικά σε διάστηµα µιας περιόδου, µε κατάλληλη

κανονικοποίηση, συγκροτούν επίσης µια ορθοκανονική ϐάση.

Εκτός από τη σειρά Fourier άλλες διάσηµες σειρές είναι οι :

1 σειρές Legendre που χρησιµοποιούν τα πολυώνυµα Legendre ως

συναρτήσεις ϐάσης

2 σειρές Laguerre που χρησιµοποιούν τα οµώνυµα πολυώνυµα ως

συναρτήσεις ϐάσης

3 σειρές Walsh που χρησιµοποιούν τις οµώνυµες συναρτήσεις ως

συναρτήσεις ϐάσης.
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Προαπαιτούµενα για την εξαγωγή της σειράς Fourier

Παραδείγµατα ϐάσεων

Οι συνηµιτονοειδείς συναρτήσεις σε διάστηµα µιας περιόδου µε

κατάλληλη κανονικοποίηση συγκροτούν µια ορθοκανονική ϐάση που

αξιοποιείται στην επέκταση σε σειρά Fourier.

Για τις συνηµιτονοειδείς συναρτήσεις, άθροισµα, διαφόριση και

ολοκλήρωση οδηγούν πάλι σε συνηµιτοειδείς συναρτήσεις. Τούτο

συνάδει µε τα ποιοτικά χαρακτηριστικά ενός ϐασικού σήµατος.

Τα ϕανταστικά εκθετικά σε διάστηµα µιας περιόδου, µε κατάλληλη

κανονικοποίηση, συγκροτούν επίσης µια ορθοκανονική ϐάση.

Εκτός από τη σειρά Fourier άλλες διάσηµες σειρές είναι οι :

1 σειρές Legendre που χρησιµοποιούν τα πολυώνυµα Legendre ως

συναρτήσεις ϐάσης

2 σειρές Laguerre που χρησιµοποιούν τα οµώνυµα πολυώνυµα ως

συναρτήσεις ϐάσης

3 σειρές Walsh που χρησιµοποιούν τις οµώνυµες συναρτήσεις ως

συναρτήσεις ϐάσης.
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Προαπαιτούµενα για την εξαγωγή της σειράς Fourier

Παραδείγµατα ϐάσεων

Οι συνηµιτονοειδείς συναρτήσεις σε διάστηµα µιας περιόδου µε

κατάλληλη κανονικοποίηση συγκροτούν µια ορθοκανονική ϐάση που

αξιοποιείται στην επέκταση σε σειρά Fourier.

Για τις συνηµιτονοειδείς συναρτήσεις, άθροισµα, διαφόριση και

ολοκλήρωση οδηγούν πάλι σε συνηµιτοειδείς συναρτήσεις. Τούτο

συνάδει µε τα ποιοτικά χαρακτηριστικά ενός ϐασικού σήµατος.

Τα ϕανταστικά εκθετικά σε διάστηµα µιας περιόδου, µε κατάλληλη

κανονικοποίηση, συγκροτούν επίσης µια ορθοκανονική ϐάση.

Εκτός από τη σειρά Fourier άλλες διάσηµες σειρές είναι οι :

1 σειρές Legendre που χρησιµοποιούν τα πολυώνυµα Legendre ως

συναρτήσεις ϐάσης

2 σειρές Laguerre που χρησιµοποιούν τα οµώνυµα πολυώνυµα ως

συναρτήσεις ϐάσης

3 σειρές Walsh που χρησιµοποιούν τις οµώνυµες συναρτήσεις ως

συναρτήσεις ϐάσης.
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Προαπαιτούµενα για την εξαγωγή της σειράς Fourier

Παραδείγµατα ϐάσεων

Οι συνηµιτονοειδείς συναρτήσεις σε διάστηµα µιας περιόδου µε

κατάλληλη κανονικοποίηση συγκροτούν µια ορθοκανονική ϐάση που

αξιοποιείται στην επέκταση σε σειρά Fourier.

Για τις συνηµιτονοειδείς συναρτήσεις, άθροισµα, διαφόριση και

ολοκλήρωση οδηγούν πάλι σε συνηµιτοειδείς συναρτήσεις. Τούτο

συνάδει µε τα ποιοτικά χαρακτηριστικά ενός ϐασικού σήµατος.

Τα ϕανταστικά εκθετικά σε διάστηµα µιας περιόδου, µε κατάλληλη

κανονικοποίηση, συγκροτούν επίσης µια ορθοκανονική ϐάση.

Εκτός από τη σειρά Fourier άλλες διάσηµες σειρές είναι οι :

1 σειρές Legendre που χρησιµοποιούν τα πολυώνυµα Legendre ως

συναρτήσεις ϐάσης

2 σειρές Laguerre που χρησιµοποιούν τα οµώνυµα πολυώνυµα ως

συναρτήσεις ϐάσης

3 σειρές Walsh που χρησιµοποιούν τις οµώνυµες συναρτήσεις ως

συναρτήσεις ϐάσης.
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Προαπαιτούµενα για την εξαγωγή της σειράς Fourier

Παραδείγµατα ϐάσεων

Οι συνηµιτονοειδείς συναρτήσεις σε διάστηµα µιας περιόδου µε

κατάλληλη κανονικοποίηση συγκροτούν µια ορθοκανονική ϐάση που

αξιοποιείται στην επέκταση σε σειρά Fourier.

Για τις συνηµιτονοειδείς συναρτήσεις, άθροισµα, διαφόριση και

ολοκλήρωση οδηγούν πάλι σε συνηµιτοειδείς συναρτήσεις. Τούτο

συνάδει µε τα ποιοτικά χαρακτηριστικά ενός ϐασικού σήµατος.

Τα ϕανταστικά εκθετικά σε διάστηµα µιας περιόδου, µε κατάλληλη

κανονικοποίηση, συγκροτούν επίσης µια ορθοκανονική ϐάση.

Εκτός από τη σειρά Fourier άλλες διάσηµες σειρές είναι οι :

1 σειρές Legendre που χρησιµοποιούν τα πολυώνυµα Legendre ως

συναρτήσεις ϐάσης

2 σειρές Laguerre που χρησιµοποιούν τα οµώνυµα πολυώνυµα ως

συναρτήσεις ϐάσης

3 σειρές Walsh που χρησιµοποιούν τις οµώνυµες συναρτήσεις ως

συναρτήσεις ϐάσης.
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Προαπαιτούµενα για την εξαγωγή της σειράς Fourier

Θεώρηµα επέκτασης σε σειρά (1)

Θα ϑεµελιώσουµε µια γενική ϑεωρία επέκτασης ενός σήµατος σε σειρά,

της οποίας µερική περίπτωση ϑα είναι η επέκταση σε σειρά Fourier για την

εύρεση των συντελεστών ak στη (3).

΄Εστω

x(t) =
+∞∑

n=−∞
an ϕn(t) (5)

όταν οι συναρτήσεις {ϕn(t)} συγκροτούν µια ορθοκανονική ϐάση στο

διανυσµατικό χώρο των σηµάτων x(t) για t ∈ [t1, t2]. Θέλουµε να ϐρούµε

µια προσέγγιση x̂(t) της x(t) χρησιµοποιώντας πεπερασµένο πλήθος

όρων M <∞ στην (5)

x̂(t) =
M∑

n=−M

ân ϕn(t). (6)
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Προαπαιτούµενα για την εξαγωγή της σειράς Fourier

Θεώρηµα επέκτασης σε σειρά (1)

Θα ϑεµελιώσουµε µια γενική ϑεωρία επέκτασης ενός σήµατος σε σειρά,

της οποίας µερική περίπτωση ϑα είναι η επέκταση σε σειρά Fourier για την

εύρεση των συντελεστών ak στη (3).

΄Εστω

x(t) =
+∞∑

n=−∞
an ϕn(t) (5)

όταν οι συναρτήσεις {ϕn(t)} συγκροτούν µια ορθοκανονική ϐάση στο

διανυσµατικό χώρο των σηµάτων x(t) για t ∈ [t1, t2]. Θέλουµε να ϐρούµε

µια προσέγγιση x̂(t) της x(t) χρησιµοποιώντας πεπερασµένο πλήθος

όρων M <∞ στην (5)

x̂(t) =
M∑

n=−M

ân ϕn(t). (6)
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Προαπαιτούµενα για την εξαγωγή της σειράς Fourier

Θεώρηµα επέκτασης σε σειρά (2)

Ας υποτεθεί ότι το M έχει επιλεχθεί. Ποιά είναι η καλύτερη προσέγγιση (6)

της (5);

Πρέπει να οριστεί το κριτήριο καλύτερης προσέγγισης. ΄Ενα τέτοιο ϑα

µπορούσε να ήταν η απόσταση µεταξύ των x(t) και x̂(t)

I = d(x(t), x̂(t)) =

√√√√∫ t2

t1

[x(t)−
M∑

n=−M

ân ϕn(t)]2 dt. (7)

Οπότε πρέπει να ϐρούµε τα ân, n = −M, . . . ,M, ώστε να ελαχιστοποιείται

το I.
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Προαπαιτούµενα για την εξαγωγή της σειράς Fourier

Θεώρηµα επέκτασης σε σειρά (2)

Ας υποτεθεί ότι το M έχει επιλεχθεί. Ποιά είναι η καλύτερη προσέγγιση (6)

της (5);

Πρέπει να οριστεί το κριτήριο καλύτερης προσέγγισης. ΄Ενα τέτοιο ϑα

µπορούσε να ήταν η απόσταση µεταξύ των x(t) και x̂(t)

I = d(x(t), x̂(t)) =

√√√√∫ t2

t1

[x(t)−
M∑

n=−M

ân ϕn(t)]2 dt. (7)

Οπότε πρέπει να ϐρούµε τα ân, n = −M, . . . ,M, ώστε να ελαχιστοποιείται

το I.
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Προαπαιτούµενα για την εξαγωγή της σειράς Fourier

Θεώρηµα επέκτασης σε σειρά (2)

Ας υποτεθεί ότι το M έχει επιλεχθεί. Ποιά είναι η καλύτερη προσέγγιση (6)

της (5);

Πρέπει να οριστεί το κριτήριο καλύτερης προσέγγισης. ΄Ενα τέτοιο ϑα

µπορούσε να ήταν η απόσταση µεταξύ των x(t) και x̂(t)

I = d(x(t), x̂(t)) =

√√√√∫ t2

t1

[x(t)−
M∑

n=−M

ân ϕn(t)]2 dt. (7)

Οπότε πρέπει να ϐρούµε τα ân, n = −M, . . . ,M, ώστε να ελαχιστοποιείται

το I.
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Προαπαιτούµενα για την εξαγωγή της σειράς Fourier

Απόδειξη ϑεωρήµατος επέκτασης σε σειρά (1)

Αρκεί

ân :
∂I2

∂ân

= 0 n = −M, . . . ,M.

΄Εχουµε

I
2 =

∫
t2

t1

x
2(t) dt − 2

M∑
n=−M

ân

∫
t2

t1

x(t) ϕn(t) dt +

+
M∑

n=−M

M∑
m=−M

ânâm

∫
t2

t1

ϕn(t) ϕm(t) dt

=

∫
t2

t1

x
2(t) dt − 2

M∑
n=−M

ân

∫
t2

t1

x(t)ϕn(t) dt +
M∑

n=−M

M∑
m=−M

ânâmδnm

=

∫
t2

t1

x
2(t) dt − 2

M∑
n=−M

ân < x(t), ϕn(t) > +
M∑

n=−M

â
2
n.
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Προαπαιτούµενα για την εξαγωγή της σειράς Fourier

Απόδειξη ϑεωρήµατος επέκτασης σε σειρά (1)

Αρκεί

ân :
∂I2

∂ân

= 0 n = −M, . . . ,M.

΄Εχουµε

I
2 =

∫
t2

t1

x
2(t) dt − 2

M∑
n=−M

ân

∫
t2

t1

x(t) ϕn(t) dt +

+
M∑

n=−M

M∑
m=−M

ânâm

∫
t2

t1

ϕn(t) ϕm(t) dt

=

∫
t2

t1

x
2(t) dt − 2

M∑
n=−M

ân

∫
t2

t1

x(t)ϕn(t) dt +
M∑

n=−M

M∑
m=−M

ânâmδnm

=

∫
t2

t1

x
2(t) dt − 2

M∑
n=−M

ân < x(t), ϕn(t) > +
M∑

n=−M

â
2
n.
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Προαπαιτούµενα για την εξαγωγή της σειράς Fourier

Απόδειξη ϑεωρήµατος επέκτασης σε σειρά (2)

Οπότε

∂I2

∂ân

∣∣∣∣
ân,opt

= 0⇔ −2 < x(t), ϕn(t) > +2ân,opt = 0⇔

ân,opt = < x(t), ϕn(t) > n = −M, . . . ,M.

Το µικρότερο σφάλµα προσέγγισης είναι

I
2
min =

∫
t2

t1

x
2(t) dt −

M∑
n=−M

â
2
n,opt .
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Προαπαιτούµενα για την εξαγωγή της σειράς Fourier

Απόδειξη ϑεωρήµατος επέκτασης σε σειρά (2)

Οπότε

∂I2

∂ân

∣∣∣∣
ân,opt

= 0⇔ −2 < x(t), ϕn(t) > +2ân,opt = 0⇔

ân,opt = < x(t), ϕn(t) > n = −M, . . . ,M.

Το µικρότερο σφάλµα προσέγγισης είναι

I
2
min =

∫
t2

t1

x
2(t) dt −

M∑
n=−M

â
2
n,opt .
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Προαπαιτούµενα για την εξαγωγή της σειράς Fourier

Απόδειξη ϑεωρήµατος επέκτασης σε σειρά (3)

Επειδή οι συναρτήσεις {ϕn(t)} συγκροτούν µια ορθοκανονική ϐάση, το

x(t) µπορεί να αναπαρασταθεί ως γραµµικός συνδυασµός των

συναρτήσεων ϐάσης, οπότε

ân,opt = < x(t), ϕn(t) >=<
+∞∑

m=−∞
amϕm(t), ϕn(t) >

=
+∞∑

m=−∞
am < ϕm(t), ϕn(t) >= an ∀n (8)

όπου κάναµε χρήση της
∑+∞

m=−∞ amδmn = an, ∀n. Η (8) ορίζει το

πεπερασµένο των συντελεστών.
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Προαπαιτούµενα για την εξαγωγή της σειράς Fourier

Ανασκόπηση ϑεωρήµατος επέκτασης σε σειρά

΄Εστω S ο διανυσµατικός χώρος των σηµάτων x(t) για t ∈ [t1, t2] πάνω στο

πεδίο R και {ϕn(t)} µία ορθοκανονική ϐάση του S . Αν x(t) αναπτύσσεται

ως x(t) =
∑

N

n=−N
an ϕn(t) όπου N συνήθως είναι άπειρο, ϑέλουµε να

προσεγγίσουµε το x(t) ως γραµµικό συνδυασµό µε πεπερασµένο πλήθος

(2M + 1) συναρτήσεων ορθοκανονικής ϐάσης, ώστε το µέσο τετραγωνικό

σφάλµα I2 να είναι ελάχιστο. Τότε αρκεί:

οι συντελεστές της προσέγγισης να εκλεγούν

ân = an =< x(t), ϕn(t) > n = −M, . . . ,M (9)

οπότε η προσέγγιση δίνεται από την x̂(t) =
∑

M

n=−M
an ϕn(t)

και το µέσο τετραγωνικό σφάλµα της προσέγγισης είναι

I
2 =

∫
t2

t1

x
2(t) dt −

M∑
n=−M

a
2
n. (10)
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Προαπαιτούµενα για την εξαγωγή της σειράς Fourier

Παρατηρήσεις

Ο δεύτερος όρος της (10) ερµηνεύεται ως∫
t2

t1

x̂
2(t)dt =

M∑
n=−M

M∑
m=−M

anam

∫
t2

t1

ϕn(t)ϕm(t) dt

=
M∑

n=−M

M∑
m=−M

an am δnm =
M∑

n=−M

a
2
n. (11)

Ανισότητα Bessel: I2 ≥ 0⇒
∫

t2

t1
x2(t)dt ≥

∑
M

n=−M
a2

n.

Ταυτότητα Parseval: Αν M = N =∞, τότε η ενέργεια του σήµατος δίνεται

από την

W =

∫
t2

t1

x
2(t) dt =

+∞∑
n=−∞

a
2
n. (12)

Οι συναρτήσεις ϐάσης καλούνται πλήρεις, όταν limM→∞ ηM

= limM→∞(1− 1

W

∑
M

n=−M
a2

n) = 0, ∀x(t).
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Προαπαιτούµενα για την εξαγωγή της σειράς Fourier
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Προαπαιτούµενα για την εξαγωγή της σειράς Fourier

Θεώρηµα ορθογωνικής αρχής (Wiener-Kolmogorov)

Αν οι συντελεστές ân καθιστούν ελάχιστο το σφάλµα προσέγγισης

I =

[∫
t2

t1

(
x(t)−

M∑
n=−M

ânϕn(t)
)2

dt

] 1

2

δηλαδή, αν η απόσταση του x(t) από την προσέγγισή του x̂(t) είναι

ελάχιστη, τότε το σήµα σφάλµατος

e(t) = x(t)−
M∑

n=−M

ânϕn(t) (13)

είναι ορθογώνιο προς όλες τις συναρτήσεις ϕn(t).

Ισχύει και το αντίστροφο : Αν το σήµα σφάλµατος είναι ορθογώνιο προς

όλες τις ϕn(t), τότε η απόσταση του x(t) από το x̂(t) είναι ελάχιστη.
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Προαπαιτούµενα για την εξαγωγή της σειράς Fourier

Απόδειξη ευθέος

∂

∂âm

I
2 = 0⇒ ∂

∂âm

[ ∫
t2

t1

(x(t)−
M∑

n=−M

ânϕn(t))
2

dt

]
= 0

⇒
∫

t2

t1

[x(t)−
M∑

n=−M

ânϕn(t)]ϕm(t) dt = 0 m = −M, . . . ,M

⇒< x(t)−
M∑

n=−M

ânϕn(t), ϕm(t) >= 0 m = −M, . . . ,M (14)

Στην απόδειξη δεν έγινε χρήση ότι οι συναρτήσεις {ϕn(t)}M
n=−M συγκροτούν

ορθοκανονική ϐάση. ΄Αρα το ϑεώρηµα της ορθογωνικής αρχής έχει γενική ισχύ.
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Προαπαιτούµενα για την εξαγωγή της σειράς Fourier

΄Αφιξη στην ῾῾Καβαφική Ιθάκη᾿᾿

Αν έχουµε ένα διανυσµατικό χώρο σηµάτων S και ϑέλουµε να κάνουµε

γραµµική επέκταση ενός σήµατος x(t) ∈ S

x(t) =
M∑

n=−M

ân ϕn(t). (15)

Αν οι συναρτήσεις ϕn(t)

συγκροτούν µια πλήρη ή µη-πλήρη ορθοκανονική ϐάση, κάθε συντελεστής

υπολογίζεται χρησιµοποιώντας την (9) και ο υπολογισµός είναι ανεξάρτητος

από εκείνους για τους άλλους συντελεστές

δεν συγκροτούν ορθοκανονική ϐάση, για να ϐρεθούν οι συντελεστές

αρκεί να επιλυθεί το σύστηµα εξισώσεων (14), οπότε ο υπολογισµός

καθενός συντελεστή δεν γίνεται ανεξάρτητα από τους άλλους.
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Σειρά Fourier

Συναρτήσεις ϐάσης των σειρών Fourier (1)

΄Εστω οι συναρτήσεις φ̂k(t) = cos kω0t και ẑk(t) = ejkω0t ,

k = 0,±1,±2, . . ., όπου ω0 =
2π
T

= 2πf0. Εκλέγουµε ως διάστηµα [t1, t2]
για τον ορισµό του διανυσµατικού χώρου, το διάστηµα µιας περιόδου T

οπότε αν k 6= n

< φ̂k(t), φ̂n(t) >=

∫
T/2

−T/2

cos kω0t cos nω0t dt

=
1

2

∫
T/2

T/2

{
cos

[
(k + n)ω0t

]
+ cos

[
(k − n)ω0t

]}
dt

=
1

2(k + n)ω0

sin

[
(k + n)ω0t

]∣∣∣∣∣
T/2

−T/2

+

+
1

2(k − n)ω0

sin

[
(k − n)ω0t

]∣∣∣∣∣
T/2

−T/2

= 0
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Σειρά Fourier
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Σειρά Fourier

Συναρτήσεις ϐάσης των σειρών Fourier (2)

ενώ για k = n

< φ̂k(t), φ̂k(t) >=

∫
T/2

−T/2

cos
2(kω0t)dt =

1

2

∫
T/2

−T/2

[
1+cos 2kω0t

]
dt =

T

2
.

Αν εκλέξω τις συναρτήσεις ϕk(t) ως

ϕk(t) =

√
2

T
cos kω0t =

√
2

T
φ̂k(t) (16)

τότε αυτές είναι συναρτήσεις ορθοκανονικής ϐάσης στο διάστηµα µιας

περιόδου.

Μπορεί να δειχτεί ότι είναι συναρτήσεις ορθοκανονικής ϐάσης και οι

ψk(t) =

√
2

T
sin kω0t. (17)
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Σειρά Fourier
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Σειρά Fourier

Συναρτήσεις ϐάσης των σειρών Fourier (3)

Οµοίως

< ẑk(t), ẑm(t) >=

∫
T/2

−T/2

e
jkω0t (ejmω0t )∗ dt

=

∫
T/2

−T/2

e
j(k −m)ω0t

dt

=

∫
T/2

−T/2

cos[(k −m)ω0t] dt + j

∫
T/2

−T/2

sin[(k −m)ω0t] dt

=

{
T k = m

0 k 6= m.

Οπότε αρκεί να εκλεγούν οι συναρτήσεις

zk(t) =
1√
T

e
jkω0t

(18)

ώστε να συγκροτηθεί µια ορθοκανονική ϐάση ϕανταστικών εκθετικών.
Ανάλυση Fourier για περιοδικά σήµατα συνεχούς χρόνου 40/90



Σειρά Fourier

Συναρτήσεις ϐάσης των σειρών Fourier (3)

Οµοίως
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Σειρά Fourier

Εξισώσεις ανάλυσης και σύνθεσης της σειράς Fourier (1)

Σχεδόν κάθε σήµα x(t) µπορεί να επεκταθεί σε σειρά στο διάστηµα [t1, t2]
µε t2 − t1 = T συναρτήσει των συναρτήσεων ϐάσης (16), (17) και (18).

Αν το σήµα x(t) είναι περιοδικό µε περίοδο T , η επέκταση ισχύει για κάθε t .

Η διατύπωση σχεδόν παραπέµπει στις συνθήκες Dirichlet που ϑα

εξεταστούν αργότερα.

Αν ικανοποιούνται οι συνθήκες Dirichlet, ένα σήµα x(t) αναλύεται σε

άπειρο άθροισµα των παρακάτω µορφών για t1 ≤ t < t1 + T :

1 τριγωνοµετρική σειρά

x(t) =
a0

2
+
∞∑

n=1

(an cos nω0t + bn sin nω0t) (19)

2 εκθετική σειρά

x(t) =
∞∑

n=−∞
cn e

jnω0t
(20)
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Σειρά Fourier

Εξισώσεις ανάλυσης και σύνθεσης της σειράς Fourier (2)

όπου

a0 =
2

T

∫
t1+T

t1

x(t) dt (21)

an =
2

T

∫
t1+T

t1

x(t) cos nω0t dt, n 6= 0 (22)

bn =
2

T

∫
t1+T

t1

x(t) sin nω0t dt (23)

cn =
1

T

∫
t1+T

t1

x(t) e
−jnω0t

dt. (24)

Για περιοδικό σήµα x(t) µε περίοδο T , οι (19) και (20) ισχύουν για κάθε t

λόγω του x(t + T) = x(t), ∀t .
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Σειρά Fourier

Εξισώσεις ανάλυσης και σύνθεσης της σειράς Fourier (2)
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Σειρά Fourier

Εξισώσεις ανάλυσης και σύνθεσης της σειράς Fourier (3)

Απόδειξη για εκθετική σειρά Fourier:

Εκλέγονται οι συναρτήσεις ορθοκανονικής ϐάσης

zn(t) =
1√
T

e
jnω0t . (25)

Προσέγγιση x(t):

x̂(t) =
M∑

n=−M

ĉnzn(t) =
1√
T

M∑
n=−M

ĉn e
jnω0t . (26)

Επειδή οι {zn(t)} είναι συναρτήσεις ορθοκανονικής ϐάσης

ĉn =< x(t), zn(t) >=

∫
t1+T

t1

x(t)z∗n (t) dt =
1√
T

∫
t1+T

t1

x(t) e
−jnω0t

dt.

(27)
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Σειρά Fourier

Εξισώσεις ανάλυσης και σύνθεσης της σειράς Fourier (4)

Αντικαθιστώντας τα ĉn στην x̂(t) που δίνεται από την (26) παίρνουµε

x̂(t) =
M∑

n=−M

[
1

T

∫
t1+T

t1

x(t) e
−jnω0t

dt︸ ︷︷ ︸
cn

]
e

jnω0t
(28)

όπου αναγνωρίζονται οι συντελεστές της εκθετικής σειράς Fourier (24)

που σχετίζονται µε τους συντελεστές ĉn δια της cn = 1√
T
ĉn ή ĉn =

√
Tcn.

Μέσο τετραγωνικό σφάλµα :

I
2 =

∫
t1+T

t1

x
2(t) dt︸ ︷︷ ︸

W

−
M∑

n=−M

|ĉn|2 = W −
M∑

n=−M

T |cn|2

= W (1− T

W

M∑
n=−M

|cn|2)︸ ︷︷ ︸
ηM

.
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Σειρά Fourier

Εξισώσεις ανάλυσης και σύνθεσης της σειράς Fourier (5)

Μέτρο σφάλµατος :

ηM = 1− T

W

M∑
n=−M

|cn|2. (29)

Οι συναρτήσεις ϐάσης (25) είναι πλήρεις. Πράγµατι

1 ΄Εχουµε ηM+1 = ηM − T

W

[
|c−M−1|2 + |cM+1|2

]
.

2 Ισχύει 0 ≤ ηM ≤ 1, ∀M. Επιπροσθέτως, για M →∞ η ταυτότητα του

Parseval επιτάσσει
∑+∞

n=−∞ T |cn|2 −→ W . ∆ηλαδή η ακολουθία {ηM}
περιέχει µόνο ϑετικούς όρους.

3 Επειδή ηM − ηM+1 ≥ 0⇔ ηM+1 ≤ ηM , η ακολουθία {ηM} δεν είναι

αύξουσα.

4 ΄Αρα η ακολουθία συγκλίνει και συνεπώς limM→∞ ηM = 0.
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1 ΄Εχουµε ηM+1 = ηM − T

W

[
|c−M−1|2 + |cM+1|2

]
.

2 Ισχύει 0 ≤ ηM ≤ 1, ∀M. Επιπροσθέτως, για M →∞ η ταυτότητα του

Parseval επιτάσσει
∑+∞

n=−∞ T |cn|2 −→ W . ∆ηλαδή η ακολουθία {ηM}
περιέχει µόνο ϑετικούς όρους.

3 Επειδή ηM − ηM+1 ≥ 0⇔ ηM+1 ≤ ηM , η ακολουθία {ηM} δεν είναι

αύξουσα.

4 ΄Αρα η ακολουθία συγκλίνει και συνεπώς limM→∞ ηM = 0.
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Σειρά Fourier

Εξισώσεις ανάλυσης και σύνθεσης της σειράς Fourier (6)

Για πλήρεις συναρτήσεις ϐάσης ισχύει η ταυτότητα του Parseval που µας

επιτρέπει να εκφράσουµε την ενέργεια σε διάστηµα µιας περιόδου W και

τη µέση ισχύ P = W
T

ως εξής :

W =

∫
t1+T

t1

x
2(t) dt = T

+∞∑
n=−∞

|cn|2 ⇔ P =
W

T
=

+∞∑
n=−∞

|cn|2. (30)

Για τριγωνοµετρική σειρά Fourier η (30) ξαναγράφεται ως

W =
Ta2

0

4
+

T

2

∞∑
n=1

(a2
n + b

2
n) (31)

P =
W

T
=

1

T

∫
t1+T

t1

x
2(t) dt =

a2
0

4
+

1

2

∞∑
n=1

(a2
n + b

2
n). (32)
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Σειρά Fourier

Συνθήκες Dirichlet (1)

Για τα συνεχή περιοδικά σήµατα (τα οποία συγκροτούν διανυσµατικό χώρο

αν εκλέξουµε ένα διάστηµα µιας περιόδου) η αναπαράσταση σε σειρά

Fourier παράγει ένα µέσο τετραγωνικό σφάλµα που µηδενίζεται για

επέκταση άπειρων όρων.

Ανάλογη ιδιότητα σύγκλισης της σειράς Fourier παρατηρείται και για πολλά

ασυνεχή περιοδικά σήµατα π.χ. την τετραγωνική περιοδική παλµοσειρά.

΄Ενα περιοδικό σήµα x(t) επεκτείνεται σε σειρά Fourier σε διάστηµα µιας

περιόδου αν ισχύουν οι συνθήκες Dirichlet:

1 Το σήµα x(t) είναι µονοσήµαντα ορισµένο σε διάστηµα µιας περιόδου T .

2 Το σήµα x(t) έχει πεπερασµένο αριθµό ασυνεχειών πεπερασµένου

µεγέθους σε διάστηµα µιας περιόδου T .

3 Το σήµα x(t) παρουσιάζει πεπερασµένο αριθµό ακροτάτων σε διάστηµα

µιας περιόδου T .

4 Το σήµα x(t) είναι απολύτως ολοκληρώσιµο σε διάστηµα µιας περιόδου T ,

δηλαδή
∫

T
|x(t)| dt <∞.
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Σειρά Fourier

Συνθήκες Dirichlet (1)
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αν εκλέξουµε ένα διάστηµα µιας περιόδου) η αναπαράσταση σε σειρά

Fourier παράγει ένα µέσο τετραγωνικό σφάλµα που µηδενίζεται για

επέκταση άπειρων όρων.

Ανάλογη ιδιότητα σύγκλισης της σειράς Fourier παρατηρείται και για πολλά

ασυνεχή περιοδικά σήµατα π.χ. την τετραγωνική περιοδική παλµοσειρά.

΄Ενα περιοδικό σήµα x(t) επεκτείνεται σε σειρά Fourier σε διάστηµα µιας

περιόδου αν ισχύουν οι συνθήκες Dirichlet:

1 Το σήµα x(t) είναι µονοσήµαντα ορισµένο σε διάστηµα µιας περιόδου T .

2 Το σήµα x(t) έχει πεπερασµένο αριθµό ασυνεχειών πεπερασµένου

µεγέθους σε διάστηµα µιας περιόδου T .

3 Το σήµα x(t) παρουσιάζει πεπερασµένο αριθµό ακροτάτων σε διάστηµα

µιας περιόδου T .

4 Το σήµα x(t) είναι απολύτως ολοκληρώσιµο σε διάστηµα µιας περιόδου T ,

δηλαδή
∫

T
|x(t)| dt <∞.

Ανάλυση Fourier για περιοδικά σήµατα συνεχούς χρόνου 47/90



Σειρά Fourier

Συνθήκες Dirichlet (1)

Για τα συνεχή περιοδικά σήµατα (τα οποία συγκροτούν διανυσµατικό χώρο

αν εκλέξουµε ένα διάστηµα µιας περιόδου) η αναπαράσταση σε σειρά

Fourier παράγει ένα µέσο τετραγωνικό σφάλµα που µηδενίζεται για

επέκταση άπειρων όρων.

Ανάλογη ιδιότητα σύγκλισης της σειράς Fourier παρατηρείται και για πολλά

ασυνεχή περιοδικά σήµατα π.χ. την τετραγωνική περιοδική παλµοσειρά.

΄Ενα περιοδικό σήµα x(t) επεκτείνεται σε σειρά Fourier σε διάστηµα µιας

περιόδου αν ισχύουν οι συνθήκες Dirichlet:

1 Το σήµα x(t) είναι µονοσήµαντα ορισµένο σε διάστηµα µιας περιόδου T .

2 Το σήµα x(t) έχει πεπερασµένο αριθµό ασυνεχειών πεπερασµένου

µεγέθους σε διάστηµα µιας περιόδου T .

3 Το σήµα x(t) παρουσιάζει πεπερασµένο αριθµό ακροτάτων σε διάστηµα

µιας περιόδου T .

4 Το σήµα x(t) είναι απολύτως ολοκληρώσιµο σε διάστηµα µιας περιόδου T ,

δηλαδή
∫

T
|x(t)| dt <∞.

Ανάλυση Fourier για περιοδικά σήµατα συνεχούς χρόνου 47/90



Σειρά Fourier

Συνθήκες Dirichlet (1)

Για τα συνεχή περιοδικά σήµατα (τα οποία συγκροτούν διανυσµατικό χώρο

αν εκλέξουµε ένα διάστηµα µιας περιόδου) η αναπαράσταση σε σειρά

Fourier παράγει ένα µέσο τετραγωνικό σφάλµα που µηδενίζεται για

επέκταση άπειρων όρων.

Ανάλογη ιδιότητα σύγκλισης της σειράς Fourier παρατηρείται και για πολλά

ασυνεχή περιοδικά σήµατα π.χ. την τετραγωνική περιοδική παλµοσειρά.

΄Ενα περιοδικό σήµα x(t) επεκτείνεται σε σειρά Fourier σε διάστηµα µιας

περιόδου αν ισχύουν οι συνθήκες Dirichlet:

1 Το σήµα x(t) είναι µονοσήµαντα ορισµένο σε διάστηµα µιας περιόδου T .

2 Το σήµα x(t) έχει πεπερασµένο αριθµό ασυνεχειών πεπερασµένου

µεγέθους σε διάστηµα µιας περιόδου T .

3 Το σήµα x(t) παρουσιάζει πεπερασµένο αριθµό ακροτάτων σε διάστηµα

µιας περιόδου T .

4 Το σήµα x(t) είναι απολύτως ολοκληρώσιµο σε διάστηµα µιας περιόδου T ,

δηλαδή
∫

T
|x(t)| dt <∞.

Ανάλυση Fourier για περιοδικά σήµατα συνεχούς χρόνου 47/90



Σειρά Fourier

Συνθήκες Dirichlet (1)

Για τα συνεχή περιοδικά σήµατα (τα οποία συγκροτούν διανυσµατικό χώρο

αν εκλέξουµε ένα διάστηµα µιας περιόδου) η αναπαράσταση σε σειρά

Fourier παράγει ένα µέσο τετραγωνικό σφάλµα που µηδενίζεται για

επέκταση άπειρων όρων.

Ανάλογη ιδιότητα σύγκλισης της σειράς Fourier παρατηρείται και για πολλά

ασυνεχή περιοδικά σήµατα π.χ. την τετραγωνική περιοδική παλµοσειρά.

΄Ενα περιοδικό σήµα x(t) επεκτείνεται σε σειρά Fourier σε διάστηµα µιας

περιόδου αν ισχύουν οι συνθήκες Dirichlet:

1 Το σήµα x(t) είναι µονοσήµαντα ορισµένο σε διάστηµα µιας περιόδου T .

2 Το σήµα x(t) έχει πεπερασµένο αριθµό ασυνεχειών πεπερασµένου

µεγέθους σε διάστηµα µιας περιόδου T .

3 Το σήµα x(t) παρουσιάζει πεπερασµένο αριθµό ακροτάτων σε διάστηµα

µιας περιόδου T .

4 Το σήµα x(t) είναι απολύτως ολοκληρώσιµο σε διάστηµα µιας περιόδου T ,

δηλαδή
∫

T
|x(t)| dt <∞.

Ανάλυση Fourier για περιοδικά σήµατα συνεχούς χρόνου 47/90



Σειρά Fourier

Συνθήκες Dirichlet (1)

Για τα συνεχή περιοδικά σήµατα (τα οποία συγκροτούν διανυσµατικό χώρο

αν εκλέξουµε ένα διάστηµα µιας περιόδου) η αναπαράσταση σε σειρά

Fourier παράγει ένα µέσο τετραγωνικό σφάλµα που µηδενίζεται για

επέκταση άπειρων όρων.

Ανάλογη ιδιότητα σύγκλισης της σειράς Fourier παρατηρείται και για πολλά

ασυνεχή περιοδικά σήµατα π.χ. την τετραγωνική περιοδική παλµοσειρά.

΄Ενα περιοδικό σήµα x(t) επεκτείνεται σε σειρά Fourier σε διάστηµα µιας

περιόδου αν ισχύουν οι συνθήκες Dirichlet:

1 Το σήµα x(t) είναι µονοσήµαντα ορισµένο σε διάστηµα µιας περιόδου T .

2 Το σήµα x(t) έχει πεπερασµένο αριθµό ασυνεχειών πεπερασµένου

µεγέθους σε διάστηµα µιας περιόδου T .

3 Το σήµα x(t) παρουσιάζει πεπερασµένο αριθµό ακροτάτων σε διάστηµα

µιας περιόδου T .

4 Το σήµα x(t) είναι απολύτως ολοκληρώσιµο σε διάστηµα µιας περιόδου T ,

δηλαδή
∫

T
|x(t)| dt <∞.

Ανάλυση Fourier για περιοδικά σήµατα συνεχούς χρόνου 47/90



Σειρά Fourier

Συνθήκες Dirichlet (1)

Για τα συνεχή περιοδικά σήµατα (τα οποία συγκροτούν διανυσµατικό χώρο

αν εκλέξουµε ένα διάστηµα µιας περιόδου) η αναπαράσταση σε σειρά

Fourier παράγει ένα µέσο τετραγωνικό σφάλµα που µηδενίζεται για

επέκταση άπειρων όρων.

Ανάλογη ιδιότητα σύγκλισης της σειράς Fourier παρατηρείται και για πολλά

ασυνεχή περιοδικά σήµατα π.χ. την τετραγωνική περιοδική παλµοσειρά.

΄Ενα περιοδικό σήµα x(t) επεκτείνεται σε σειρά Fourier σε διάστηµα µιας

περιόδου αν ισχύουν οι συνθήκες Dirichlet:

1 Το σήµα x(t) είναι µονοσήµαντα ορισµένο σε διάστηµα µιας περιόδου T .

2 Το σήµα x(t) έχει πεπερασµένο αριθµό ασυνεχειών πεπερασµένου

µεγέθους σε διάστηµα µιας περιόδου T .

3 Το σήµα x(t) παρουσιάζει πεπερασµένο αριθµό ακροτάτων σε διάστηµα

µιας περιόδου T .

4 Το σήµα x(t) είναι απολύτως ολοκληρώσιµο σε διάστηµα µιας περιόδου T ,

δηλαδή
∫

T
|x(t)| dt <∞.

Ανάλυση Fourier για περιοδικά σήµατα συνεχούς χρόνου 47/90



Σειρά Fourier

Συνθήκες Dirichlet (2)

Αν ισχύουν οι συνθήκες Dirichlet, τότε το x(t) ισούται µε την επέκταση σε

σειρά Fourier εκτός από µεµονωµένες τιµές του t , στις οποίες το x(t) είναι

ασυνεχές.

Στις ασυνέχειες, η σειρά Fourier συγκλίνει στο ηµιάθροισµα των ορίων του

x(t) εκατέρωθεν της ασυνέχειας, δηλαδή, αν t0 είναι σηµείο ασυνέχειας

η σειρά Fourier συγκλίνει στο

x(t0) =
[x(t+0 ) + x(t−0 )]

2
. (33)
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Σειρά Fourier

Συνθήκες Dirichlet (3)

Οι συνθήκες Dirichlet ικανοποιούνται από σχεδόν όλα τα ῾῾χρήσιµα᾿᾿ σήµατα

που απαντώνται στην πράξη. Τούτο γίνεται κατανοητό αν εξετάσουµε τί

είδους σήµατα παραβιάζουν τις συνθήκες Dirichlet.

Η συνθήκη 4 παραβιάζεται από το περιοδικό σήµα µε περίοδο T = 1

x(t) = 1

t
, 0 < t ≤ 1.

Η συνθήκη 3 παραβιάζεται από το περιοδικό σήµα µε περίοδο T = 1

x(t) = sin
(

2π
t

)
, 0 < t ≤ 1.

Η συνθήκη 2 παραβιάζεται από το περιοδικό σήµα µε περίοδο T = 8

x(t) =



1 0 ≤ t < 4
1

2
4 ≤ t < 6

1

4
6 ≤ t < 7

1

8
7 ≤ t < 7.5

.

.

.
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7 ≤ t < 7.5

.

.

.

Ανάλυση Fourier για περιοδικά σήµατα συνεχούς χρόνου 49/90



Σειρά Fourier

Συνθήκες Dirichlet (3)

Οι συνθήκες Dirichlet ικανοποιούνται από σχεδόν όλα τα ῾῾χρήσιµα᾿᾿ σήµατα

που απαντώνται στην πράξη. Τούτο γίνεται κατανοητό αν εξετάσουµε τί

είδους σήµατα παραβιάζουν τις συνθήκες Dirichlet.

Η συνθήκη 4 παραβιάζεται από το περιοδικό σήµα µε περίοδο T = 1

x(t) = 1

t
, 0 < t ≤ 1.

Η συνθήκη 3 παραβιάζεται από το περιοδικό σήµα µε περίοδο T = 1

x(t) = sin
(

2π
t

)
, 0 < t ≤ 1.

Η συνθήκη 2 παραβιάζεται από το περιοδικό σήµα µε περίοδο T = 8

x(t) =



1 0 ≤ t < 4
1

2
4 ≤ t < 6

1

4
6 ≤ t < 7

1

8
7 ≤ t < 7.5
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.
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(
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)
, 0 < t ≤ 1.
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Σειρά Fourier

Φαινόµενο Gibbs

Για ασυνεχή σήµατα στα σηµεία ασυνέχειας, ενώ το όριο του αθροίσµατος

τείνει στο ήµισυ του δεξιού και αριστερού ορίου στο σηµείο ασυνέχειας

ως συνέπεια των συνθηκών Dirichlet, γύρω από το σηµείο ασυνέχειας

παρατηρείται µια κυµάτωση µε µια µέση τιµή κατά 9% µεγαλύτερη από την

πραγµατική τιµή του σήµατος.

Επιπλέον παρατηρήθηκε ότι :

1 Η κυµάτωση είναι ανεξάρτητη από τον αριθµό των όρων της σειράς Fourier.

2 Με την αύξηση των όρων της σειράς η κυµάτωση συγκεντρώνεται κοντά

στην ασυνέχεια.

Φαινόµενο Gibbs για την περιοδική τετραγωνική παλµοσειρά
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Σειρά Fourier

Φαινόµενο Gibbs

Για ασυνεχή σήµατα στα σηµεία ασυνέχειας, ενώ το όριο του αθροίσµατος

τείνει στο ήµισυ του δεξιού και αριστερού ορίου στο σηµείο ασυνέχειας

ως συνέπεια των συνθηκών Dirichlet, γύρω από το σηµείο ασυνέχειας

παρατηρείται µια κυµάτωση µε µια µέση τιµή κατά 9% µεγαλύτερη από την

πραγµατική τιµή του σήµατος.

Επιπλέον παρατηρήθηκε ότι :

1 Η κυµάτωση είναι ανεξάρτητη από τον αριθµό των όρων της σειράς Fourier.
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Σειρά Fourier

Φαινόµενο Gibbs

Για ασυνεχή σήµατα στα σηµεία ασυνέχειας, ενώ το όριο του αθροίσµατος

τείνει στο ήµισυ του δεξιού και αριστερού ορίου στο σηµείο ασυνέχειας

ως συνέπεια των συνθηκών Dirichlet, γύρω από το σηµείο ασυνέχειας

παρατηρείται µια κυµάτωση µε µια µέση τιµή κατά 9% µεγαλύτερη από την

πραγµατική τιµή του σήµατος.

Επιπλέον παρατηρήθηκε ότι :

1 Η κυµάτωση είναι ανεξάρτητη από τον αριθµό των όρων της σειράς Fourier.

2 Με την αύξηση των όρων της σειράς η κυµάτωση συγκεντρώνεται κοντά

στην ασυνέχεια.
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Σειρά Fourier

Φαινόµενο Gibbs

Για ασυνεχή σήµατα στα σηµεία ασυνέχειας, ενώ το όριο του αθροίσµατος

τείνει στο ήµισυ του δεξιού και αριστερού ορίου στο σηµείο ασυνέχειας

ως συνέπεια των συνθηκών Dirichlet, γύρω από το σηµείο ασυνέχειας

παρατηρείται µια κυµάτωση µε µια µέση τιµή κατά 9% µεγαλύτερη από την

πραγµατική τιµή του σήµατος.

Επιπλέον παρατηρήθηκε ότι :

1 Η κυµάτωση είναι ανεξάρτητη από τον αριθµό των όρων της σειράς Fourier.

2 Με την αύξηση των όρων της σειράς η κυµάτωση συγκεντρώνεται κοντά

στην ασυνέχεια.
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Σειρά Fourier

Συµµετρικά σήµατα

Η εκµετάλλευση των συµµετριών διευκολύνει τους υπολογισµούς, γιατί

1 αν x(t) είναι άρτιας συµµετρίας για t ∈ [−T/2, T/2]

bn = 0 ∀n (34)

an =
4

T

∫
T/2

0

x(t) cos nω0t dt (35)

2 ενώ αν x(t) είναι περιττής συµµετρίας για t ∈ [−T/2, T/2]

an = 0 ∀n (36)

bn =
4

T

∫
T/2

0

x(t) sin nω0t dt. (37)
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Σειρά Fourier

Συµµετρικά σήµατα

Η εκµετάλλευση των συµµετριών διευκολύνει τους υπολογισµούς, γιατί

1 αν x(t) είναι άρτιας συµµετρίας για t ∈ [−T/2, T/2]

bn = 0 ∀n (34)

an =
4

T

∫
T/2

0

x(t) cos nω0t dt (35)

2 ενώ αν x(t) είναι περιττής συµµετρίας για t ∈ [−T/2, T/2]

an = 0 ∀n (36)

bn =
4

T

∫
T/2

0

x(t) sin nω0t dt. (37)
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Σειρά Fourier

Παράδειγµα 4.2 (1)

∆ίνεται ο περιοδικός τετραγωνικός παλµός µε ϑεµελιώδη περίοδο T0 και

διάρκεια 2T1 του Σχήµατος 4.4. Ο παλµός έχει την εξής αναλυτική περιγραφή:

x(t) =

{
1 |t| < T1

0 T1 < |t| < T0

2
.

(38)

Να εξαχθούν οι συντελεστές της τριγωνοµετρικης σειράς Fourier.

Σχήµα 4.4
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Σειρά Fourier

Παράδειγµα 4.2 (2)

Επειδή ο παλµός είναι άρτιας συµµετρίας οι συντελεστές της σειράς

ηµιτόνων είναι µηδενικοί, δηλαδή bn = 0, ∀n.

Οπότε µας ενδιαφέρουν οι συντελεστές an.

a0 =
2

T0

∫ T0

2

−T0

2

x(t) dt =
4

T0

∫ T0

2

0

x(t) dt =
4

T0

∫
T1

0

dt =
4T1

T0

(39)

an =
2

T0

∫ T0

2

−T0

2

x(t) cos nω0t dt =
4

T0

∫
T1

0

cos nω0t dt

=
4

T0

1

nω0

sin nω0t

∣∣∣∣T1

0

=
4

T0

1

nω0

sin nω0T1

=
4

n2π
sin nω0T1 = 2

sin nω0T1

nπ
, n 6= 0. (40)
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Σειρά Fourier

Παράδειγµα 4.2 (2)

Επειδή ο παλµός είναι άρτιας συµµετρίας οι συντελεστές της σειράς

ηµιτόνων είναι µηδενικοί, δηλαδή bn = 0, ∀n.

Οπότε µας ενδιαφέρουν οι συντελεστές an.

a0 =
2

T0

∫ T0

2

−T0

2

x(t) dt =
4

T0

∫ T0

2

0

x(t) dt =
4

T0

∫
T1

0

dt =
4T1

T0

(39)

an =
2

T0

∫ T0

2

−T0

2

x(t) cos nω0t dt =
4

T0

∫
T1

0

cos nω0t dt

=
4

T0

1

nω0

sin nω0t

∣∣∣∣T1

0

=
4

T0

1

nω0

sin nω0T1

=
4

n2π
sin nω0T1 = 2

sin nω0T1

nπ
, n 6= 0. (40)
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Σειρά Fourier

Παράδειγµα 4.2 (3)

Αν T1 =
T0

4
⇔ T0 = 4T1, οπότε προκύπτει συµµετρικός τετραγωνικός

παλµός, παίρνουµε

an = 2
sin(nω0T0/4)

nπ
= 2

sin(nπ/2)

2
nπ
2

= sinc(
nπ

2
) (41)

όπου η συνάρτηση sinc(x) ορίζεται ως sinc(x) = sin x

x
.

Οι συντελεστές δειγµατοληπτούν τη συνεχή περιβάλλουσα που ορίζει η

συνάρτηση sinc(x) για x = nπ
2

, µε n ∈ Z+.

Ενδεικτικές τιµές συντελεστών της σειράς Fourier:

a0 = 1 (42)

a1 =
2

π
(43)

a3 =
sin(3π/2)

3π/2
= − 2

3π
. (44)
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Σειρά Fourier

Παράδειγµα 4.2 (3)

Αν T1 =
T0

4
⇔ T0 = 4T1, οπότε προκύπτει συµµετρικός τετραγωνικός

παλµός, παίρνουµε

an = 2
sin(nω0T0/4)

nπ
= 2

sin(nπ/2)

2
nπ
2

= sinc(
nπ

2
) (41)

όπου η συνάρτηση sinc(x) ορίζεται ως sinc(x) = sin x

x
.

Οι συντελεστές δειγµατοληπτούν τη συνεχή περιβάλλουσα που ορίζει η

συνάρτηση sinc(x) για x = nπ
2

, µε n ∈ Z+.

Ενδεικτικές τιµές συντελεστών της σειράς Fourier:

a0 = 1 (42)

a1 =
2

π
(43)

a3 =
sin(3π/2)

3π/2
= − 2

3π
. (44)
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Σειρά Fourier

Παράδειγµα 4.2 (3)

Αν T1 =
T0

4
⇔ T0 = 4T1, οπότε προκύπτει συµµετρικός τετραγωνικός

παλµός, παίρνουµε

an = 2
sin(nω0T0/4)

nπ
= 2

sin(nπ/2)

2
nπ
2

= sinc(
nπ

2
) (41)

όπου η συνάρτηση sinc(x) ορίζεται ως sinc(x) = sin x

x
.

Οι συντελεστές δειγµατοληπτούν τη συνεχή περιβάλλουσα που ορίζει η

συνάρτηση sinc(x) για x = nπ
2

, µε n ∈ Z+.

Ενδεικτικές τιµές συντελεστών της σειράς Fourier:

a0 = 1 (42)

a1 =
2

π
(43)

a3 =
sin(3π/2)

3π/2
= − 2

3π
. (44)
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Σειρά Fourier

Παράδειγµα 4.2 (4)

Οι συντελεστές της εκθετικής σειράς Fourier δίνονται από τις

c0 =
1

2
(45)

cn =
1

2
sinc(

nπ

2
) =

1

2
a|n|, n = ±1,±2, . . . (46)

Συντελεστές τριγωνοµετρικής και εκθετικής σειράς Fourier περιοδικού

συµµετρικού τετραγωνικού παλµού
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Σειρά Fourier

Παράδειγµα 4.3 (1)

Να εξαχθούν οι σχέσεις :

an =
2

T

∫
t1+T

t1

x(t) cos nω0t dt

a0 =
2

T

∫
t1+T

t1

x(t) dt

για την τριγωνοµετρική σειρά Fourier

x(t) =
a0

2
+
∞∑

n=1

(
an cos nω0t + bn sin nω0t

)
. (47)

Η εξαγωγή των συντελεστών bn αφήνεται ως άσκηση στον αναγνώστη.

Ανάλυση Fourier για περιοδικά σήµατα συνεχούς χρόνου 56/90



Σειρά Fourier

Παράδειγµα 4.3 (1)

Να εξαχθούν οι σχέσεις :

an =
2

T

∫
t1+T

t1

x(t) cos nω0t dt

a0 =
2

T

∫
t1+T

t1

x(t) dt

για την τριγωνοµετρική σειρά Fourier

x(t) =
a0

2
+
∞∑

n=1

(
an cos nω0t + bn sin nω0t

)
. (47)

Η εξαγωγή των συντελεστών bn αφήνεται ως άσκηση στον αναγνώστη.
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Σειρά Fourier

Παράδειγµα 4.3 (2)

Οι συναρτήσεις ϕn(t) =
√

2

T
cos nω0t και οι συναρτήσεις

ψn(t) =
√

2

T
sin nω0t συγκροτούν ορθοκανονικές ϐάσεις.

Παρατηρούµε επίσης ότι για n 6= m

< ϕn(t), ψm(t) >=

∫
t1+T

t1

√
2

T
cos nω0t

√
2

T
sin mω0t dt (48)

=
2

T

∫
t1+T

t1

cos nω0t sin mω0t dt =

=
2

T

∫
t1+T

t1

1

2

[
sin(n−m)ω0t + sin(n + m)ω0t

]
dt =

=︸︷︷︸
n 6=m

1

T

{
(− 1

n−m
)

[
cos(n−m)

2π

T
T − 1

]
+

+(− 1

n + m
)

[
cos(n + m)

2π

T
T − 1

]
= 0. (49)
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Σειρά Fourier

Παράδειγµα 4.3 (2)

Οι συναρτήσεις ϕn(t) =
√

2

T
cos nω0t και οι συναρτήσεις

ψn(t) =
√

2

T
sin nω0t συγκροτούν ορθοκανονικές ϐάσεις.

Παρατηρούµε επίσης ότι για n 6= m

< ϕn(t), ψm(t) >=

∫
t1+T

t1

√
2

T
cos nω0t

√
2

T
sin mω0t dt (48)

=
2

T

∫
t1+T

t1

cos nω0t sin mω0t dt =

=
2

T

∫
t1+T

t1

1

2

[
sin(n−m)ω0t + sin(n + m)ω0t

]
dt =

=︸︷︷︸
n 6=m

1

T

{
(− 1

n−m
)

[
cos(n−m)

2π

T
T − 1

]
+

+(− 1

n + m
)

[
cos(n + m)

2π

T
T − 1

]
= 0. (49)
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Σειρά Fourier

Παράδειγµα 4.3 (3)

Αν n = m από την (48) παίρνουµε

2

T

∫
T

0

cos nω0t sin nω0t dt =
2

T

∫
T

0

1

2
sin 2nω0t dt =

=
1

T

∫
T

0

sin 2nω0t dt = − 1

2T
cos 2nω0t

∣∣∣∣T
0

= 0. (50)

΄Αρα

< ϕn(t), ψm(t) >= 0 ∀n,m ∈ Z+
(51)

Οπότε όταν ενδιαφερόµαστε για τους συντελεστές της σειράς

συνηµιτόνων αγνοούµε τους όρους του αθροίσµατος επέκτασης της x(t)
που εµπλέκουν ηµίτονα.
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Σειρά Fourier

Παράδειγµα 4.3 (3)

Αν n = m από την (48) παίρνουµε

2

T

∫
T

0

cos nω0t sin nω0t dt =
2

T

∫
T

0

1

2
sin 2nω0t dt =

=
1

T

∫
T

0

sin 2nω0t dt = − 1

2T
cos 2nω0t

∣∣∣∣T
0

= 0. (50)

΄Αρα

< ϕn(t), ψm(t) >= 0 ∀n,m ∈ Z+
(51)

Οπότε όταν ενδιαφερόµαστε για τους συντελεστές της σειράς

συνηµιτόνων αγνοούµε τους όρους του αθροίσµατος επέκτασης της x(t)
που εµπλέκουν ηµίτονα.
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Σειρά Fourier

Παράδειγµα 4.3 (4)

Η ϑεωρία προβλέπει ότι :

ân =< x(t), ϕn(t) > n ≥ 1 (52)

και ότι

x(t) = dc όρος +
∞∑

n=1

ân ϕn(t) = dc όρος +
∞∑

n=1

ân

(√
2

T
cos nω0t

)

= dc όρος +

√
2

T

∞∑
n=1

ân cos nω0t. (53)
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Σειρά Fourier

Παράδειγµα 4.3 (4)

Η ϑεωρία προβλέπει ότι :

ân =< x(t), ϕn(t) > n ≥ 1 (52)

και ότι

x(t) = dc όρος +
∞∑

n=1

ân ϕn(t) = dc όρος +
∞∑

n=1

ân

(√
2

T
cos nω0t

)

= dc όρος +

√
2

T

∞∑
n=1

ân cos nω0t. (53)
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Σειρά Fourier

Παράδειγµα 4.3 (5)

Υπολογίζοντας την (52) έχουµε :

ân =< x(t), ϕn(t) >=

√
2

T

∫
T

0

x(t) cos nω0t dt. (54)

Αντικαθιστώντας στην (53):

x(t) = dc όρος +
2

T

∞∑
n=1

[∫
T

0

x(t) cos nω0t dt

]
cos nω0t

= dc όρος +
∞∑

n=1

[
2

T

∫
T

0

x(t) cos nω0t dt

]
︸ ︷︷ ︸

an n≥1

cos nω0t.

Υπολείπεται να προσδιοριστεί ο dc όρος.
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Σειρά Fourier

Παράδειγµα 4.3 (5)

Υπολογίζοντας την (52) έχουµε :

ân =< x(t), ϕn(t) >=

√
2

T

∫
T

0

x(t) cos nω0t dt. (54)

Αντικαθιστώντας στην (53):

x(t) = dc όρος +
2

T

∞∑
n=1

[∫
T

0

x(t) cos nω0t dt

]
cos nω0t

= dc όρος +
∞∑

n=1

[
2

T

∫
T

0

x(t) cos nω0t dt

]
︸ ︷︷ ︸

an n≥1

cos nω0t.

Υπολείπεται να προσδιοριστεί ο dc όρος.
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Σειρά Fourier

Παράδειγµα 4.3 (5)

Υπολογίζοντας την (52) έχουµε :

ân =< x(t), ϕn(t) >=

√
2

T

∫
T

0

x(t) cos nω0t dt. (54)

Αντικαθιστώντας στην (53):

x(t) = dc όρος +
2

T

∞∑
n=1

[∫
T

0

x(t) cos nω0t dt

]
cos nω0t

= dc όρος +
∞∑

n=1

[
2

T

∫
T

0

x(t) cos nω0t dt

]
︸ ︷︷ ︸

an n≥1

cos nω0t.

Υπολείπεται να προσδιοριστεί ο dc όρος.
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Σειρά Fourier

Παράδειγµα 4.3 (6)

Αν ϑέσουµε όπου n = 0 στην ϕn(t) =
√

2

T
cos nω0t , 0 ≤ t ≤ T παίρνουµε

ϕ0(t) =

√
2

T
0 ≤ t ≤ T . (55)

Ενώ ισχύει < ϕ0(t), ϕn(t) >= 0, ∀n 6= 0

παρατηρούµε ότι < ϕ0(t), ϕ0(t) >=
∫

T

0

2

T
dt = 2. ΄Αρα πρέπει να

κανονικοποιηθεί η ϕ0(t) σε : ϕ
′
0(t) =

1√
2

√
2

T
= 1√

T
, 0 ≤ t ≤ T για να

αποτελεί στοιχείο ορθοκανονικής ϐάσης των συνηµιτοειδών συναρτήσεων.

Τότε â0 =< x(t), ϕ
′
0(t) > = 1√

T

∫
T

0
x(t)dt , οπότε ο dc όρος στην

τριγωνοµετρική σειρά είναι

a0

2
= â0ϕ

′
0(t) =

[
1

T

∫
T

0

x(t)dt

]
⇐⇒ a0 =

2

T

∫
T

0

x(t) dt. (56)
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Σειρά Fourier

Παράδειγµα 4.3 (6)

Αν ϑέσουµε όπου n = 0 στην ϕn(t) =
√

2

T
cos nω0t , 0 ≤ t ≤ T παίρνουµε

ϕ0(t) =

√
2

T
0 ≤ t ≤ T . (55)

Ενώ ισχύει < ϕ0(t), ϕn(t) >= 0, ∀n 6= 0

παρατηρούµε ότι < ϕ0(t), ϕ0(t) >=
∫

T

0

2

T
dt = 2. ΄Αρα πρέπει να

κανονικοποιηθεί η ϕ0(t) σε : ϕ
′
0(t) =

1√
2

√
2

T
= 1√

T
, 0 ≤ t ≤ T για να

αποτελεί στοιχείο ορθοκανονικής ϐάσης των συνηµιτοειδών συναρτήσεων.

Τότε â0 =< x(t), ϕ
′
0(t) > = 1√

T

∫
T

0
x(t)dt , οπότε ο dc όρος στην

τριγωνοµετρική σειρά είναι

a0

2
= â0ϕ

′
0(t) =

[
1

T

∫
T

0

x(t)dt

]
⇐⇒ a0 =

2

T

∫
T

0

x(t) dt. (56)
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Σειρά Fourier

Παράδειγµα 4.3 (6)

Αν ϑέσουµε όπου n = 0 στην ϕn(t) =
√

2

T
cos nω0t , 0 ≤ t ≤ T παίρνουµε

ϕ0(t) =

√
2

T
0 ≤ t ≤ T . (55)

Ενώ ισχύει < ϕ0(t), ϕn(t) >= 0, ∀n 6= 0

παρατηρούµε ότι < ϕ0(t), ϕ0(t) >=
∫

T

0

2

T
dt = 2. ΄Αρα πρέπει να

κανονικοποιηθεί η ϕ0(t) σε : ϕ
′
0(t) =

1√
2

√
2

T
= 1√

T
, 0 ≤ t ≤ T για να

αποτελεί στοιχείο ορθοκανονικής ϐάσης των συνηµιτοειδών συναρτήσεων.

Τότε â0 =< x(t), ϕ
′
0(t) > = 1√

T

∫
T

0
x(t)dt , οπότε ο dc όρος στην

τριγωνοµετρική σειρά είναι

a0

2
= â0ϕ

′
0(t) =

[
1

T

∫
T

0

x(t)dt

]
⇐⇒ a0 =

2

T

∫
T

0

x(t) dt. (56)
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Σειρά Fourier

Παράδειγµα 4.3 (6)

Αν ϑέσουµε όπου n = 0 στην ϕn(t) =
√

2

T
cos nω0t , 0 ≤ t ≤ T παίρνουµε

ϕ0(t) =

√
2

T
0 ≤ t ≤ T . (55)

Ενώ ισχύει < ϕ0(t), ϕn(t) >= 0, ∀n 6= 0

παρατηρούµε ότι < ϕ0(t), ϕ0(t) >=
∫

T

0

2

T
dt = 2. ΄Αρα πρέπει να

κανονικοποιηθεί η ϕ0(t) σε : ϕ
′
0(t) =

1√
2

√
2

T
= 1√

T
, 0 ≤ t ≤ T για να

αποτελεί στοιχείο ορθοκανονικής ϐάσης των συνηµιτοειδών συναρτήσεων.

Τότε â0 =< x(t), ϕ
′
0(t) > = 1√

T

∫
T

0
x(t)dt , οπότε ο dc όρος στην

τριγωνοµετρική σειρά είναι

a0

2
= â0ϕ

′
0(t) =

[
1

T

∫
T

0

x(t)dt

]
⇐⇒ a0 =

2

T

∫
T

0

x(t) dt. (56)
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Ιδιότητες της σειράς Fourier Σ.Χ.

Ζεύγος εξισώσεων ανάλυσης και σύνθεσης

Η αναπαράσταση ενός περιοδικού σήµατος Σ.Χ. σε σειρά Fourier έχει ένα

σηµαντικό αριθµό ιδιοτήτων που µας επιτρέπουν να κατανοήσουµε σε

ϐάθος τη ϕυσική σηµασία µιας τέτοιας αναπαράστασης που αναδεικνύει

το συχνοτικό περιεχόµενο του σήµατος.

Στην ανάπτυξη ϑα χρησιµοποιήσουµε τη σύµβαση x(t)
FS←→ ak για να

δηλώσουµε ότι ένα περιοδικό σήµα x(t) µε περίοδο T και ϑεµελιώδη

(κυκλική) συχνότητα ω0 = 2
π
T

έχει συντελεστές εκθετικής σειράς Fourier

ak , δηλαδή ισχύει το Ϲεύγος εξισώσεων ανάλυσης και σύνθεσης :

ak =
1

T

∫
T

x(t) e
−j k ω0 t

dt (57)

x(t) =
∞∑

k=−∞
ak e

j k ω0 t . (58)

Πίνακας ιδιοτήτων της σειράς Fourier
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Ιδιότητες της σειράς Fourier Σ.Χ.

Ζεύγος εξισώσεων ανάλυσης και σύνθεσης

Η αναπαράσταση ενός περιοδικού σήµατος Σ.Χ. σε σειρά Fourier έχει ένα

σηµαντικό αριθµό ιδιοτήτων που µας επιτρέπουν να κατανοήσουµε σε

ϐάθος τη ϕυσική σηµασία µιας τέτοιας αναπαράστασης που αναδεικνύει

το συχνοτικό περιεχόµενο του σήµατος.

Στην ανάπτυξη ϑα χρησιµοποιήσουµε τη σύµβαση x(t)
FS←→ ak για να

δηλώσουµε ότι ένα περιοδικό σήµα x(t) µε περίοδο T και ϑεµελιώδη

(κυκλική) συχνότητα ω0 = 2
π
T

έχει συντελεστές εκθετικής σειράς Fourier

ak , δηλαδή ισχύει το Ϲεύγος εξισώσεων ανάλυσης και σύνθεσης :

ak =
1

T

∫
T

x(t) e
−j k ω0 t

dt (57)

x(t) =
∞∑

k=−∞
ak e

j k ω0 t . (58)

Πίνακας ιδιοτήτων της σειράς Fourier
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Ιδιότητες της σειράς Fourier Σ.Χ.

Γραµµικότητα

΄Εστω x(t) και y(t) δύο περιοδικά σήµατα µε περίοδο T που έχουν

συντελεστές σειράς Fourier ak και bk αντιστοίχως.

Κάθε γραµµικός συνδυασµός των x(t) και y(t) είναι επίσης περιοδικό

σήµα µε περίοδο T και συντελεστές σειράς Fourier που δίνονται από τη

z(t) = Ax(t) + By(t)
FS←→ ck = A ak + B bk , ∀A, B ∈ C. (59)

Η απόδειξη της (59) είναι απλή και στηρίζεται στην εφαρµογή της εξίσωσης

ανάλυσης (57).
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Ιδιότητες της σειράς Fourier Σ.Χ.

Γραµµικότητα

΄Εστω x(t) και y(t) δύο περιοδικά σήµατα µε περίοδο T που έχουν

συντελεστές σειράς Fourier ak και bk αντιστοίχως.

Κάθε γραµµικός συνδυασµός των x(t) και y(t) είναι επίσης περιοδικό

σήµα µε περίοδο T και συντελεστές σειράς Fourier που δίνονται από τη

z(t) = Ax(t) + By(t)
FS←→ ck = A ak + B bk , ∀A, B ∈ C. (59)

Η απόδειξη της (59) είναι απλή και στηρίζεται στην εφαρµογή της εξίσωσης

ανάλυσης (57).
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Ιδιότητες της σειράς Fourier Σ.Χ.

Χρονική µετατόπιση

Η χρονική µετατόπιση ενός περιοδικού σήµατος x(t) που έχει περίοδο T

δεν αλλοιώνει την περιοδικότητα του σήµατος.

Εποµένως το προκύπτον σήµα y(t) = x(t − t0) µπορεί να αναλυθεί σε

σειρά Fourier µε συντελεστές

bk =
1

T

∫
T

x(t − t0) e
−j k ω0 t

dt
τ=t−t0=

1

T

∫
T

x(τ) e
−j k ω0 (τ+t0) dτ

= e
−j k ω0 t0 ak . (60)

∆ηλαδή

x(t − t0)
FS←→ e

−j k ω0 t0 ak (61)

που υποδηλοί ότι όταν ένα σήµα µετατοπίζεται στο χρόνο το µέτρο των

συντελεστών της σειράς Fourier παραµένει αναλλοίωτο.
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Ιδιότητες της σειράς Fourier Σ.Χ.

Χρονική µετατόπιση

Η χρονική µετατόπιση ενός περιοδικού σήµατος x(t) που έχει περίοδο T

δεν αλλοιώνει την περιοδικότητα του σήµατος.

Εποµένως το προκύπτον σήµα y(t) = x(t − t0) µπορεί να αναλυθεί σε

σειρά Fourier µε συντελεστές

bk =
1

T

∫
T

x(t − t0) e
−j k ω0 t

dt
τ=t−t0=

1

T

∫
T

x(τ) e
−j k ω0 (τ+t0) dτ

= e
−j k ω0 t0 ak . (60)

∆ηλαδή

x(t − t0)
FS←→ e

−j k ω0 t0 ak (61)

που υποδηλοί ότι όταν ένα σήµα µετατοπίζεται στο χρόνο το µέτρο των

συντελεστών της σειράς Fourier παραµένει αναλλοίωτο.
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Ιδιότητες της σειράς Fourier Σ.Χ.

Χρονική µετατόπιση

Η χρονική µετατόπιση ενός περιοδικού σήµατος x(t) που έχει περίοδο T

δεν αλλοιώνει την περιοδικότητα του σήµατος.

Εποµένως το προκύπτον σήµα y(t) = x(t − t0) µπορεί να αναλυθεί σε

σειρά Fourier µε συντελεστές

bk =
1

T

∫
T

x(t − t0) e
−j k ω0 t

dt
τ=t−t0=

1

T

∫
T

x(τ) e
−j k ω0 (τ+t0) dτ

= e
−j k ω0 t0 ak . (60)

∆ηλαδή

x(t − t0)
FS←→ e

−j k ω0 t0 ak (61)

που υποδηλοί ότι όταν ένα σήµα µετατοπίζεται στο χρόνο το µέτρο των

συντελεστών της σειράς Fourier παραµένει αναλλοίωτο.
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Ιδιότητες της σειράς Fourier Σ.Χ.

Χρονική αναστροφή

Η χρονική αναστροφή ενός περιοδικού σήµατος δεν αλλοιώνει την

περιοδικότητα του σήµατος, άρα το χρονικώς αναστραµµένο σήµα µπορεί

να αναλυθεί σε σειρά Fourier µε συντελεστές ας πούµε bk .

Ας ξεκινήσουµε από τη (58) η οποία είναι ταυτότητα αντικαθιστώντας όπου t

το −t :

x(−t) =
∞∑

k=−∞
ak e

j k ω0 (−t) m=−k
=

−∞∑
m=∞

a−m e
j m ω0 t

(62)

από την οποία προκύπτει ότι

x(−t)
FS←→ bk = a−k (63)

που υποδηλοί ότι η χρονική αναστροφή οδηγεί σε αναστροφή του δείκτη

της σειράς Fourier. Αν x(t) είναι σήµα άρτιας συµµετρίας, τότε προκύπτει

ότι ak = a−k , ενώ αν είναι περιττής συµµετρίας, τότε ak = −a−k .
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Ιδιότητες της σειράς Fourier Σ.Χ.

Χρονική αναστροφή

Η χρονική αναστροφή ενός περιοδικού σήµατος δεν αλλοιώνει την

περιοδικότητα του σήµατος, άρα το χρονικώς αναστραµµένο σήµα µπορεί

να αναλυθεί σε σειρά Fourier µε συντελεστές ας πούµε bk .

Ας ξεκινήσουµε από τη (58) η οποία είναι ταυτότητα αντικαθιστώντας όπου t

το −t :

x(−t) =
∞∑

k=−∞
ak e

j k ω0 (−t) m=−k
=

−∞∑
m=∞

a−m e
j m ω0 t

(62)

από την οποία προκύπτει ότι

x(−t)
FS←→ bk = a−k (63)

που υποδηλοί ότι η χρονική αναστροφή οδηγεί σε αναστροφή του δείκτη

της σειράς Fourier. Αν x(t) είναι σήµα άρτιας συµµετρίας, τότε προκύπτει

ότι ak = a−k , ενώ αν είναι περιττής συµµετρίας, τότε ak = −a−k .
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Ιδιότητες της σειράς Fourier Σ.Χ.

Χρονική αναστροφή

Η χρονική αναστροφή ενός περιοδικού σήµατος δεν αλλοιώνει την

περιοδικότητα του σήµατος, άρα το χρονικώς αναστραµµένο σήµα µπορεί

να αναλυθεί σε σειρά Fourier µε συντελεστές ας πούµε bk .

Ας ξεκινήσουµε από τη (58) η οποία είναι ταυτότητα αντικαθιστώντας όπου t

το −t :

x(−t) =
∞∑

k=−∞
ak e

j k ω0 (−t) m=−k
=

−∞∑
m=∞

a−m e
j m ω0 t

(62)

από την οποία προκύπτει ότι

x(−t)
FS←→ bk = a−k (63)

που υποδηλοί ότι η χρονική αναστροφή οδηγεί σε αναστροφή του δείκτη

της σειράς Fourier. Αν x(t) είναι σήµα άρτιας συµµετρίας, τότε προκύπτει

ότι ak = a−k , ενώ αν είναι περιττής συµµετρίας, τότε ak = −a−k .
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Ιδιότητες της σειράς Fourier Σ.Χ.

Χρονική κλιµάκωση

Η χρονική κλιµάκωση ενός σήµατος x(t) που έχει περίοδο T κατά

παράγοντα α ∈ R+ οδηγεί σ᾿ ένα περιοδικό σήµα µε περίοδο
T
α και

ϑεµελιώδη συχνότητα αω0.

Ας ξεκινήσουµε από την εξίσωση σύνθεσης αντικαθιστώντας όπου t το α t .

Τότε :

x(α t) =
∞∑

k=−∞
ak e

j k ω0 (α t) =
∞∑

k=−∞
ak e

j k (αω0) t
(64)

που υποδηλοί ότι οι συντελεστές της σειράς παραµένουν αναλλοίωτοι,

αλλά αναφέρονται σε αρµονικές µε ϑεµελιώδη συχνότητα αω0.
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Ιδιότητες της σειράς Fourier Σ.Χ.

Χρονική κλιµάκωση

Η χρονική κλιµάκωση ενός σήµατος x(t) που έχει περίοδο T κατά

παράγοντα α ∈ R+ οδηγεί σ᾿ ένα περιοδικό σήµα µε περίοδο
T
α και

ϑεµελιώδη συχνότητα αω0.

Ας ξεκινήσουµε από την εξίσωση σύνθεσης αντικαθιστώντας όπου t το α t .

Τότε :

x(α t) =
∞∑

k=−∞
ak e

j k ω0 (α t) =
∞∑

k=−∞
ak e

j k (αω0) t
(64)

που υποδηλοί ότι οι συντελεστές της σειράς παραµένουν αναλλοίωτοι,

αλλά αναφέρονται σε αρµονικές µε ϑεµελιώδη συχνότητα αω0.
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Ιδιότητες της σειράς Fourier Σ.Χ.

Πολλαπλασιασµός στο πεδίο του χρόνου (1)

Πολλαπλασιάζοντας δύο περιοδικά σήµατα x(t) και y(t) της ιδίας

περιόδου T µε συντελεστές σειράς Fourier ak και bk αντιστοίχως,

προκύπτει περιοδικό σήµα µε την αυτή περίοδο T του οποίου οι

συντελεστές της σειράς Fourier εξάγονται ως εξής

x(t)y(t) =
( ∞∑

k=−∞
ak e

j k ω0 t

)( ∞∑
l=−∞

bl e
j l ω0 t

)
=

∞∑
k=−∞

∞∑
l=−∞

ak bl e
j (k+l) ω0 t

m=k+l
=

∞∑
m=−∞

( ∞∑
k=−∞

ak bm−k

)
e

j m ω0 t
(65)
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Ιδιότητες της σειράς Fourier Σ.Χ.

Πολλαπλασιασµός στο πεδίο του χρόνου (2)

απ᾿ όπου προκύπτει ότι

x(t)y(t)
FS←→ ck =

∞∑
m=−∞

am bk−m. (66)

Η (66) υποδηλοί ότι οι συντελεστές της σειράς Fourier του γινοµένου δύο

περιοδικών σηµάτων στο πεδίο του χρόνου προκύπτουν ως συνέλιξη των

ακολουθιών των συντελεστών Fourier των δύο επιµέρους σηµάτων.
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Ιδιότητες της σειράς Fourier Σ.Χ.

Πολλαπλασιασµός στο πεδίο του χρόνου (2)

απ᾿ όπου προκύπτει ότι

x(t)y(t)
FS←→ ck =

∞∑
m=−∞

am bk−m. (66)

Η (66) υποδηλοί ότι οι συντελεστές της σειράς Fourier του γινοµένου δύο

περιοδικών σηµάτων στο πεδίο του χρόνου προκύπτουν ως συνέλιξη των

ακολουθιών των συντελεστών Fourier των δύο επιµέρους σηµάτων.
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Ιδιότητες της σειράς Fourier Σ.Χ.

Συζυγία και συζυγής συµµετρία (1)

Ξεκινώντας από την (58) παίρνουµε

x
∗(t) =

( ∞∑
k=−∞

ak e
j k ω0 t

)∗
=

∞∑
k=−∞

a
∗
k e
−j k ω0 t m=−k

=
∞∑

m=−∞
a
∗
−m e

j m ω0 t

(67)

οπότε

x
∗(t)

FS←→ a
∗
−k . (68)

Σηµαντικές ιδιότητες συµµετρίας προκύπτουν για πραγµατικό περιοδικό

σήµα x(t), γιατί

x(t) πραγµατικής τιµής⇐⇒ x(t) = x
∗(t)

FS←→ ak = a
∗
−k ⇐⇒ a

∗
k = a−k

(69)

οπότε λέµε ότι η ακολουθία των συντελεστών Fourier έχει συζυγή

συµµετρία (conjugate symmetry).
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Ιδιότητες της σειράς Fourier Σ.Χ.

Συζυγία και συζυγής συµµετρία (1)

Ξεκινώντας από την (58) παίρνουµε

x
∗(t) =

( ∞∑
k=−∞

ak e
j k ω0 t

)∗
=

∞∑
k=−∞

a
∗
k e
−j k ω0 t m=−k

=
∞∑

m=−∞
a
∗
−m e

j m ω0 t

(67)

οπότε

x
∗(t)

FS←→ a
∗
−k . (68)

Σηµαντικές ιδιότητες συµµετρίας προκύπτουν για πραγµατικό περιοδικό

σήµα x(t), γιατί

x(t) πραγµατικής τιµής⇐⇒ x(t) = x
∗(t)

FS←→ ak = a
∗
−k ⇐⇒ a

∗
k = a−k

(69)

οπότε λέµε ότι η ακολουθία των συντελεστών Fourier έχει συζυγή

συµµετρία (conjugate symmetry).
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Ιδιότητες της σειράς Fourier Σ.Χ.

Συζυγία και συζυγής συµµετρία (2)

Τούτο πρακτικά σηµαίνει ότι a0 ∈ R, Re{ak} = Re{a−k},

Im{ak} = −Im{a−k}, |ak | = |a−k | και ∠ak = −∠a−k όπου ∠c

υποδηλοί τη ϕάση του µιγαδικού αριθµού c ∈ C.

Εποµένως οι ακολουθίες των πραγµατικών µερών των συντελεστών της

εκθετικής σειράς Fourier, των συντελεστών συνηµιτόνων της

τριγωνοµετρικής σειράς Fourier και των µέτρων των συντελεστών της

εκθετικής σειράς Fourier έχουν άρτια συµµετρία,

ενώ οι ακολουθίες των ϕανταστικών µερών των συντελεστών της

εκθετικής σειράς Fourier, των συντελεστών ηµιτόνων της τριγωνοµετρικής

σειράς Fourier και των ϕάσεων των συντελεστών της εκθετικής σειράς

Fourier έχουν περιττή συµµετρία.

Επιπλέον ο dc όρος που είναι η µέση τιµή του σήµατος σε διάρκεια µιας

περιόδου είναι πραγµατικός αριθµός.
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Ιδιότητες της σειράς Fourier Σ.Χ.

Συζυγία και συζυγής συµµετρία (2)

Τούτο πρακτικά σηµαίνει ότι a0 ∈ R, Re{ak} = Re{a−k},

Im{ak} = −Im{a−k}, |ak | = |a−k | και ∠ak = −∠a−k όπου ∠c

υποδηλοί τη ϕάση του µιγαδικού αριθµού c ∈ C.

Εποµένως οι ακολουθίες των πραγµατικών µερών των συντελεστών της

εκθετικής σειράς Fourier, των συντελεστών συνηµιτόνων της

τριγωνοµετρικής σειράς Fourier και των µέτρων των συντελεστών της

εκθετικής σειράς Fourier έχουν άρτια συµµετρία,

ενώ οι ακολουθίες των ϕανταστικών µερών των συντελεστών της

εκθετικής σειράς Fourier, των συντελεστών ηµιτόνων της τριγωνοµετρικής

σειράς Fourier και των ϕάσεων των συντελεστών της εκθετικής σειράς

Fourier έχουν περιττή συµµετρία.

Επιπλέον ο dc όρος που είναι η µέση τιµή του σήµατος σε διάρκεια µιας

περιόδου είναι πραγµατικός αριθµός.

Ανάλυση Fourier για περιοδικά σήµατα συνεχούς χρόνου 70/90



Ιδιότητες της σειράς Fourier Σ.Χ.

Συζυγία και συζυγής συµµετρία (2)

Τούτο πρακτικά σηµαίνει ότι a0 ∈ R, Re{ak} = Re{a−k},

Im{ak} = −Im{a−k}, |ak | = |a−k | και ∠ak = −∠a−k όπου ∠c

υποδηλοί τη ϕάση του µιγαδικού αριθµού c ∈ C.

Εποµένως οι ακολουθίες των πραγµατικών µερών των συντελεστών της

εκθετικής σειράς Fourier, των συντελεστών συνηµιτόνων της

τριγωνοµετρικής σειράς Fourier και των µέτρων των συντελεστών της

εκθετικής σειράς Fourier έχουν άρτια συµµετρία,

ενώ οι ακολουθίες των ϕανταστικών µερών των συντελεστών της

εκθετικής σειράς Fourier, των συντελεστών ηµιτόνων της τριγωνοµετρικής

σειράς Fourier και των ϕάσεων των συντελεστών της εκθετικής σειράς

Fourier έχουν περιττή συµµετρία.

Επιπλέον ο dc όρος που είναι η µέση τιµή του σήµατος σε διάρκεια µιας

περιόδου είναι πραγµατικός αριθµός.
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Ιδιότητες της σειράς Fourier Σ.Χ.

Συζυγία και συζυγής συµµετρία (2)

Τούτο πρακτικά σηµαίνει ότι a0 ∈ R, Re{ak} = Re{a−k},

Im{ak} = −Im{a−k}, |ak | = |a−k | και ∠ak = −∠a−k όπου ∠c

υποδηλοί τη ϕάση του µιγαδικού αριθµού c ∈ C.

Εποµένως οι ακολουθίες των πραγµατικών µερών των συντελεστών της

εκθετικής σειράς Fourier, των συντελεστών συνηµιτόνων της

τριγωνοµετρικής σειράς Fourier και των µέτρων των συντελεστών της

εκθετικής σειράς Fourier έχουν άρτια συµµετρία,

ενώ οι ακολουθίες των ϕανταστικών µερών των συντελεστών της

εκθετικής σειράς Fourier, των συντελεστών ηµιτόνων της τριγωνοµετρικής

σειράς Fourier και των ϕάσεων των συντελεστών της εκθετικής σειράς

Fourier έχουν περιττή συµµετρία.

Επιπλέον ο dc όρος που είναι η µέση τιµή του σήµατος σε διάρκεια µιας

περιόδου είναι πραγµατικός αριθµός.
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Ιδιότητες της σειράς Fourier Σ.Χ.

Συζυγία και συζυγής συµµετρία (3)

Αν το σήµα x(t) είναι πραγµατικό και άρτιας συµµετρίας, τότε

x(t) πραγµατικό άρτιας συµµετρίας
FS←→

{
ak = a−k x(t) = x(−t)
ak = a∗−k x(t) = x∗(t)

⇐⇒ ak = a
∗
k . (70)

εποµένως η ακολουθία των συντελεστών της σειράς Fourier είναι

πραγµατική ακολουθία άρτιας συµµετρίας.

Οµοίως µπορεί να δειχθεί ότι αν x(t) είναι πραγµατικό σήµα περιττής

συµµετρίας, τότε η ακολουθία των συντελεστών της σειράς Fourier είναι

καθαρώς ϕανταστική ακολουθία περιττής συµµετρίας. Στην τελευταία

περίπτωση ο dc όρος είναι µηδενικός, a0 = 0.
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Ιδιότητες της σειράς Fourier Σ.Χ.

Συζυγία και συζυγής συµµετρία (3)

Αν το σήµα x(t) είναι πραγµατικό και άρτιας συµµετρίας, τότε

x(t) πραγµατικό άρτιας συµµετρίας
FS←→

{
ak = a−k x(t) = x(−t)
ak = a∗−k x(t) = x∗(t)

⇐⇒ ak = a
∗
k . (70)

εποµένως η ακολουθία των συντελεστών της σειράς Fourier είναι

πραγµατική ακολουθία άρτιας συµµετρίας.

Οµοίως µπορεί να δειχθεί ότι αν x(t) είναι πραγµατικό σήµα περιττής

συµµετρίας, τότε η ακολουθία των συντελεστών της σειράς Fourier είναι

καθαρώς ϕανταστική ακολουθία περιττής συµµετρίας. Στην τελευταία

περίπτωση ο dc όρος είναι µηδενικός, a0 = 0.
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Ιδιότητες της σειράς Fourier Σ.Χ.

Ταυτότητα του Parseval

Από τη γενική ϑεωρία της επέκτασης σε σειρά Fourier προκύπτει

1

T

∫
T

|x(t)|2 dt =
∞∑

k=−∞
|ak |2 (71)

που υποδηλοί ότι η µέση ισχύς σε διάστηµα µιας περιόδου του περιοδικού

σήµατος x(t) είναι ίση µε το άθροισµα των τετραγώνων των µέτρων των

συντελεστών της σειράς Fourier. Το τετράγωνο του µέτρου του k-στού

συντελεστή ισούται µε τη µέση ισχύ της k-στης αρµονικής συνιστώσας του

σήµατος x(t).

Πράγµατι
1

T

∫
T

|ake
j kω0 t |2 dt =

1

T

∫
T

|ak |2 dt = |ak |2. (72)
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Ιδιότητες της σειράς Fourier Σ.Χ.

Ταυτότητα του Parseval

Από τη γενική ϑεωρία της επέκτασης σε σειρά Fourier προκύπτει

1

T

∫
T

|x(t)|2 dt =
∞∑

k=−∞
|ak |2 (71)

που υποδηλοί ότι η µέση ισχύς σε διάστηµα µιας περιόδου του περιοδικού

σήµατος x(t) είναι ίση µε το άθροισµα των τετραγώνων των µέτρων των

συντελεστών της σειράς Fourier. Το τετράγωνο του µέτρου του k-στού

συντελεστή ισούται µε τη µέση ισχύ της k-στης αρµονικής συνιστώσας του

σήµατος x(t).

Πράγµατι
1

T

∫
T

|ake
j kω0 t |2 dt =

1

T

∫
T

|ak |2 dt = |ak |2. (72)
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Ιδιότητες της σειράς Fourier Σ.Χ.

Ταυτότητα του Parseval

Από τη γενική ϑεωρία της επέκτασης σε σειρά Fourier προκύπτει

1

T

∫
T

|x(t)|2 dt =
∞∑

k=−∞
|ak |2 (71)

που υποδηλοί ότι η µέση ισχύς σε διάστηµα µιας περιόδου του περιοδικού

σήµατος x(t) είναι ίση µε το άθροισµα των τετραγώνων των µέτρων των

συντελεστών της σειράς Fourier. Το τετράγωνο του µέτρου του k-στού

συντελεστή ισούται µε τη µέση ισχύ της k-στης αρµονικής συνιστώσας του

σήµατος x(t).

Πράγµατι
1

T

∫
T

|ake
j kω0 t |2 dt =

1

T

∫
T

|ak |2 dt = |ak |2. (72)
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Ιδιότητες της σειράς Fourier Σ.Χ.

Παράδειγµα 4.4 (1)

Θεωρήστε το περιοδικό σήµα y(t) µε ϑεµελιώδη περίοδο 4, του οποίου

µια περίοδος σχεδιάζεται στο Σχήµα 4.6.

Να προσδιορίσετε τους συντελεστές της σειράς Fourier του σήµατος

αυτού χρησιµοποιώντας τις ιδιότητες της σειράς Fourier και το δεδοµένο ότι

οι συντελεστές της σειράς Fourier του σήµατος x(t) του Σχήµατος 4.7 είναι

ak =

 sin
(

kπ
2

)
kπ αν k 6= 0

1

2
αν k = 0.

(73)
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Ιδιότητες της σειράς Fourier Σ.Χ.

Παράδειγµα 4.4 (1)

Θεωρήστε το περιοδικό σήµα y(t) µε ϑεµελιώδη περίοδο 4, του οποίου

µια περίοδος σχεδιάζεται στο Σχήµα 4.6.

Να προσδιορίσετε τους συντελεστές της σειράς Fourier του σήµατος

αυτού χρησιµοποιώντας τις ιδιότητες της σειράς Fourier και το δεδοµένο ότι

οι συντελεστές της σειράς Fourier του σήµατος x(t) του Σχήµατος 4.7 είναι

ak =

 sin
(

kπ
2

)
kπ αν k 6= 0

1

2
αν k = 0.

(73)
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Ιδιότητες της σειράς Fourier Σ.Χ.

Παράδειγµα 4.4 (2)

Από τη σύγκριση των Σχηµάτων 4.6 και 4.7 προκύπτει ότι

y(t) = x(t − 2)− 1

2
. (74)

΄Εστω bk οι συντελεστές της σειράς Fourier του σήµατος x(t − 2). Από την

ιδιότητα της χρονικής µετατόπισης έχουµε

bk = ake
−jk

(
2π
4

)
2 = ake

−jk π = ak (−1)k . (75)

Οι συντελεστές της σειράς Fourier του σταθερού σήµατος z(t) = − 1

2
είναι

ck =

{
0 αν k 6= 0

− 1

2
αν k = 0.

(76)
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Ιδιότητες της σειράς Fourier Σ.Χ.

Παράδειγµα 4.4 (2)

Από τη σύγκριση των Σχηµάτων 4.6 και 4.7 προκύπτει ότι

y(t) = x(t − 2)− 1

2
. (74)

΄Εστω bk οι συντελεστές της σειράς Fourier του σήµατος x(t − 2). Από την

ιδιότητα της χρονικής µετατόπισης έχουµε

bk = ake
−jk

(
2π
4

)
2 = ake

−jk π = ak (−1)k . (75)

Οι συντελεστές της σειράς Fourier του σταθερού σήµατος z(t) = − 1

2
είναι

ck =

{
0 αν k 6= 0

− 1

2
αν k = 0.

(76)
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Ιδιότητες της σειράς Fourier Σ.Χ.

Παράδειγµα 4.4 (2)

Από τη σύγκριση των Σχηµάτων 4.6 και 4.7 προκύπτει ότι

y(t) = x(t − 2)− 1

2
. (74)

΄Εστω bk οι συντελεστές της σειράς Fourier του σήµατος x(t − 2). Από την

ιδιότητα της χρονικής µετατόπισης έχουµε

bk = ake
−jk

(
2π
4

)
2 = ake

−jk π = ak (−1)k . (75)

Οι συντελεστές της σειράς Fourier του σταθερού σήµατος z(t) = − 1

2
είναι

ck =

{
0 αν k 6= 0

− 1

2
αν k = 0.

(76)
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Ιδιότητες της σειράς Fourier Σ.Χ.

Παράδειγµα 4.4 (3)

΄Εστω dk οι συντελεστές της σειράς Fourier του σήµατος y(t).

Εφαρµόζοντας την ιδιότητα της γραµµικότητας προκύπτει ότι

dk =

{
ak (−1)k αν k 6= 0

a0 − 1
2

αν k = 0
=

{
ak (−1)k αν k 6= 0

0 αν k = 0.
(77)

Εξίσου έγκυρη είναι η λύση που στηρίζεται στη σχέση y(t) = 1

2
− x(t).
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Ιδιότητες της σειράς Fourier Σ.Χ.

Παράδειγµα 4.4 (3)

΄Εστω dk οι συντελεστές της σειράς Fourier του σήµατος y(t).

Εφαρµόζοντας την ιδιότητα της γραµµικότητας προκύπτει ότι

dk =

{
ak (−1)k αν k 6= 0

a0 − 1
2

αν k = 0
=

{
ak (−1)k αν k 6= 0

0 αν k = 0.
(77)

Εξίσου έγκυρη είναι η λύση που στηρίζεται στη σχέση y(t) = 1

2
− x(t).
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Ιδιότητες της σειράς Fourier Σ.Χ.

Παράδειγµα 4.5 (1)

Θεωρήστε το περιοδικό σήµα h(t) µε ϑεµελιώδη περίοδο 4, του οποίου

µια περίοδος σχεδιάζεται στο Σχήµα 4.8.

Να προσδιορίσετε τους συντελεστές της σειράς Fourier του σήµατος

αυτού χρησιµοποιώντας τις ιδιότητες της σειράς Fourier.

΄Εστω ek οι συντελεστές της σειράς Fourier του σήµατος h(t). Το σήµα y(t)
του Σχήµατος 4.6, που υπερτίθεται στο Σχήµα 4.8, αναγνωρίζουµε ότι είναι η

παράγωγος του σήµατος h(t). Εποµένως από τη σχετική ιδιότητα της

σειράς Fourier έχουµε

dk = j k
2π

4
ek . (78)
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Ιδιότητες της σειράς Fourier Σ.Χ.

Παράδειγµα 4.5 (1)

Θεωρήστε το περιοδικό σήµα h(t) µε ϑεµελιώδη περίοδο 4, του οποίου

µια περίοδος σχεδιάζεται στο Σχήµα 4.8.

Να προσδιορίσετε τους συντελεστές της σειράς Fourier του σήµατος

αυτού χρησιµοποιώντας τις ιδιότητες της σειράς Fourier.

΄Εστω ek οι συντελεστές της σειράς Fourier του σήµατος h(t). Το σήµα y(t)
του Σχήµατος 4.6, που υπερτίθεται στο Σχήµα 4.8, αναγνωρίζουµε ότι είναι η

παράγωγος του σήµατος h(t). Εποµένως από τη σχετική ιδιότητα της

σειράς Fourier έχουµε

dk = j k
2π

4
ek . (78)
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Ιδιότητες της σειράς Fourier Σ.Χ.

Παράδειγµα 4.5 (1)

Θεωρήστε το περιοδικό σήµα h(t) µε ϑεµελιώδη περίοδο 4, του οποίου

µια περίοδος σχεδιάζεται στο Σχήµα 4.8.

Να προσδιορίσετε τους συντελεστές της σειράς Fourier του σήµατος

αυτού χρησιµοποιώντας τις ιδιότητες της σειράς Fourier.

΄Εστω ek οι συντελεστές της σειράς Fourier του σήµατος h(t). Το σήµα y(t)
του Σχήµατος 4.6, που υπερτίθεται στο Σχήµα 4.8, αναγνωρίζουµε ότι είναι η

παράγωγος του σήµατος h(t). Εποµένως από τη σχετική ιδιότητα της

σειράς Fourier έχουµε

dk = j k
2π

4
ek . (78)
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Ιδιότητες της σειράς Fourier Σ.Χ.

Παράδειγµα 4.5 (2)

Οπότε για k 6= 0,

ek =
2 dk

j k π
= (−1)k 2 ak

j k π
= 2 (−1)k

sin(π k
2
)

j (k π)2
, k 6= 0 (79)

ενώ για k = 0, ο συντελεστής e0 µπορεί να προσδιοριστεί ϐρίσκοντας το

εµβαδό κάτω από την καµπύλη σε µιά περίοδο του h(t) και διαιρώντας µε

τη διάρκεια της περιόδου e0 =
1

2
.
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Ιδιότητες της σειράς Fourier Σ.Χ.

Παράδειγµα 4.5 (2)

Οπότε για k 6= 0,

ek =
2 dk

j k π
= (−1)k 2 ak

j k π
= 2 (−1)k

sin(π k
2
)

j (k π)2
, k 6= 0 (79)

ενώ για k = 0, ο συντελεστής e0 µπορεί να προσδιοριστεί ϐρίσκοντας το

εµβαδό κάτω από την καµπύλη σε µιά περίοδο του h(t) και διαιρώντας µε

τη διάρκεια της περιόδου e0 =
1

2
.
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Ιδιότητες της σειράς Fourier Σ.Χ.

Παράδειγµα 4.5 (2)

Οπότε για k 6= 0,

ek =
2 dk

j k π
= (−1)k 2 ak

j k π
= 2 (−1)k

sin(π k
2
)

j (k π)2
, k 6= 0 (79)

ενώ για k = 0, ο συντελεστής e0 µπορεί να προσδιοριστεί ϐρίσκοντας το

εµβαδό κάτω από την καµπύλη σε µιά περίοδο του h(t) και διαιρώντας µε

τη διάρκεια της περιόδου e0 =
1

2
.
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Ιδιότητες της σειράς Fourier Σ.Χ.

Παράδειγµα 4.6 (1)

Υποθέστε ότι σας δίνεται η ακόλουθη πληροφορία για το σήµα x(t):

1 Το σήµα x(t) είναι πραγµατικό.

2 Το σήµα x(t) είναι περιοδικό µε περίοδο T = 6 και έχει συντελεστές

εκθετικής σειράς Fourier ak .

3 ak = 0 για |k| > 1.

4 Το σήµα µε συντελεστές σειράς Fourier bk = e
− j π k

2 a−k έχει περιττή

συµµετρία.

5
1

6

∫
6
|x(t)|2 dt = 1

2
.

Να ϐρείτε το σήµα x(t).
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Ιδιότητες της σειράς Fourier Σ.Χ.

Παράδειγµα 4.6 (1)

Υποθέστε ότι σας δίνεται η ακόλουθη πληροφορία για το σήµα x(t):

1 Το σήµα x(t) είναι πραγµατικό.

2 Το σήµα x(t) είναι περιοδικό µε περίοδο T = 6 και έχει συντελεστές

εκθετικής σειράς Fourier ak .

3 ak = 0 για |k| > 1.

4 Το σήµα µε συντελεστές σειράς Fourier bk = e
− j π k

2 a−k έχει περιττή

συµµετρία.

5
1

6

∫
6
|x(t)|2 dt = 1

2
.

Να ϐρείτε το σήµα x(t).
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Ιδιότητες της σειράς Fourier Σ.Χ.

Παράδειγµα 4.6 (1)

Υποθέστε ότι σας δίνεται η ακόλουθη πληροφορία για το σήµα x(t):

1 Το σήµα x(t) είναι πραγµατικό.

2 Το σήµα x(t) είναι περιοδικό µε περίοδο T = 6 και έχει συντελεστές

εκθετικής σειράς Fourier ak .

3 ak = 0 για |k| > 1.

4 Το σήµα µε συντελεστές σειράς Fourier bk = e
− j π k

2 a−k έχει περιττή

συµµετρία.

5
1

6

∫
6
|x(t)|2 dt = 1

2
.

Να ϐρείτε το σήµα x(t).
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Ιδιότητες της σειράς Fourier Σ.Χ.

Παράδειγµα 4.6 (1)

Υποθέστε ότι σας δίνεται η ακόλουθη πληροφορία για το σήµα x(t):

1 Το σήµα x(t) είναι πραγµατικό.

2 Το σήµα x(t) είναι περιοδικό µε περίοδο T = 6 και έχει συντελεστές

εκθετικής σειράς Fourier ak .

3 ak = 0 για |k| > 1.

4 Το σήµα µε συντελεστές σειράς Fourier bk = e
− j π k

2 a−k έχει περιττή

συµµετρία.

5
1

6

∫
6
|x(t)|2 dt = 1

2
.

Να ϐρείτε το σήµα x(t).
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Ιδιότητες της σειράς Fourier Σ.Χ.

Παράδειγµα 4.6 (1)

Υποθέστε ότι σας δίνεται η ακόλουθη πληροφορία για το σήµα x(t):

1 Το σήµα x(t) είναι πραγµατικό.

2 Το σήµα x(t) είναι περιοδικό µε περίοδο T = 6 και έχει συντελεστές

εκθετικής σειράς Fourier ak .

3 ak = 0 για |k| > 1.

4 Το σήµα µε συντελεστές σειράς Fourier bk = e
− j π k

2 a−k έχει περιττή

συµµετρία.

5
1

6

∫
6
|x(t)|2 dt = 1

2
.

Να ϐρείτε το σήµα x(t).
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Ιδιότητες της σειράς Fourier Σ.Χ.

Παράδειγµα 4.6 (2)

Από το δεδοµένο 3 προκύπτει ότι

x(t) = a0 + a−1e
−j

π t

3 + a1e
j
π t

3 . (80)

Από το δεδοµένο 4 προκύπτει ότι το σήµα µε συντελεστές εκθετικής

σειράς Fourier bk , ας πούµε y(t), είναι ένα µετατοπισµένο αντίγραφο του

σήµατος x(−t), επειδή το τελευταίο σήµα αναγνωρίζουµε ότι έχει

συντελεστές σειράς Fourier a−k . Η καθυστέρηση είναι t0 =
3

2
, επειδή

e
−j k ω0 t0 = e

−j k
2 π

6

3

2 = e
−j

π k

2 . (81)

΄Αρα y(t) = x(−(t − 3

2
)) = x( 3

2
− t). Επειδή η χρονική αναστροφή και η

χρονική µετατόπιση δεν µπορούν να αλλάξουν την περιοδικότητα του

σήµατος, το δεδοµένο 5 ισχύει και για το σήµα x( 3

2
− t).
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Ιδιότητες της σειράς Fourier Σ.Χ.

Παράδειγµα 4.6 (2)

Από το δεδοµένο 3 προκύπτει ότι

x(t) = a0 + a−1e
−j

π t

3 + a1e
j
π t

3 . (80)

Από το δεδοµένο 4 προκύπτει ότι το σήµα µε συντελεστές εκθετικής

σειράς Fourier bk , ας πούµε y(t), είναι ένα µετατοπισµένο αντίγραφο του

σήµατος x(−t), επειδή το τελευταίο σήµα αναγνωρίζουµε ότι έχει

συντελεστές σειράς Fourier a−k . Η καθυστέρηση είναι t0 =
3

2
, επειδή

e
−j k ω0 t0 = e

−j k
2 π

6

3

2 = e
−j

π k

2 . (81)

΄Αρα y(t) = x(−(t − 3

2
)) = x( 3

2
− t). Επειδή η χρονική αναστροφή και η

χρονική µετατόπιση δεν µπορούν να αλλάξουν την περιοδικότητα του

σήµατος, το δεδοµένο 5 ισχύει και για το σήµα x( 3

2
− t).
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Ιδιότητες της σειράς Fourier Σ.Χ.

Παράδειγµα 4.6 (3)

Επειδή υπάρχει αντιστοιχία ένα προς ένα µεταξύ των συντελεστών ak και

bk , οι µόνοι µη-µηδενικοί συντελεστές Fourier ϑα είναι οι b1 και b−1. Κατά

συνέπεια η ταυτότητα του Parseval επιτάσσει :

|b1|2 + |b−1|2 =
1

2
. (82)

Το σήµα y(t) είναι περιττής συµµετρίας, άρα b1 = −b−1 και b1 είναι

καθαρώς ϕανταστικοί αριθµοί. ΄Αρα b1 = ± j

2
. Οπότε

a1 = e
−j

π
2 b−1 = −jb−1 = jb1 = ∓

1

2

a−1 = e
j
π
2 b1 = jb1 = ∓

1

2
. (83)

Συνεπώς x(t) = − cos(πt
3
) ή x(t) = cos(πt

3
).
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Ιδιότητες της σειράς Fourier Σ.Χ.

Παράδειγµα 4.6 (3)

Επειδή υπάρχει αντιστοιχία ένα προς ένα µεταξύ των συντελεστών ak και

bk , οι µόνοι µη-µηδενικοί συντελεστές Fourier ϑα είναι οι b1 και b−1. Κατά

συνέπεια η ταυτότητα του Parseval επιτάσσει :

|b1|2 + |b−1|2 =
1

2
. (82)

Το σήµα y(t) είναι περιττής συµµετρίας, άρα b1 = −b−1 και b1 είναι

καθαρώς ϕανταστικοί αριθµοί. ΄Αρα b1 = ± j

2
. Οπότε

a1 = e
−j

π
2 b−1 = −jb−1 = jb1 = ∓

1

2

a−1 = e
j
π
2 b1 = jb1 = ∓

1

2
. (83)

Συνεπώς x(t) = − cos(πt
3
) ή x(t) = cos(πt

3
).
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Ιδιότητες της σειράς Fourier Σ.Χ.

Παράδειγµα 4.6 (3)

Επειδή υπάρχει αντιστοιχία ένα προς ένα µεταξύ των συντελεστών ak και

bk , οι µόνοι µη-µηδενικοί συντελεστές Fourier ϑα είναι οι b1 και b−1. Κατά

συνέπεια η ταυτότητα του Parseval επιτάσσει :

|b1|2 + |b−1|2 =
1

2
. (82)

Το σήµα y(t) είναι περιττής συµµετρίας, άρα b1 = −b−1 και b1 είναι

καθαρώς ϕανταστικοί αριθµοί. ΄Αρα b1 = ± j

2
. Οπότε

a1 = e
−j

π
2 b−1 = −jb−1 = jb1 = ∓

1

2

a−1 = e
j
π
2 b1 = jb1 = ∓

1

2
. (83)

Συνεπώς x(t) = − cos(πt
3
) ή x(t) = cos(πt

3
).
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Σειρά Fourier και Γ.Χ.Α. συστήµατα

Απόκριση συχνότητας (1)

Είδαµε ότι αν διεγείρουµε ένα Γ.Χ.Α. σύστηµα µε είσοδο x(t) = est , τότε

η απόκριση του είναι y(t) = H(s) est όπου

H(s) =

∫ +∞

−∞
h(τ) e

−s τ
dτ, s ∈ C (84)

και h(t) είναι η κρουστική απόκριση του συστήµατος.

Στην ειδικότερη περίπτωση Re{s} = 0, δηλαδή x(t) = ejωt , έχουµε ένα

ϕανταστικό εκθετικό στη συχνότητα ω.

Η (84) εξειδικεύεται σε

H(j ω) =

∫ +∞

−∞
h(t) e

−j ω t
dt (85)

και ονοµάζεται απόκριση συχνότητας (frequency response).
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Σειρά Fourier και Γ.Χ.Α. συστήµατα

Απόκριση συχνότητας (1)

Είδαµε ότι αν διεγείρουµε ένα Γ.Χ.Α. σύστηµα µε είσοδο x(t) = est , τότε

η απόκριση του είναι y(t) = H(s) est όπου

H(s) =

∫ +∞

−∞
h(τ) e

−s τ
dτ, s ∈ C (84)

και h(t) είναι η κρουστική απόκριση του συστήµατος.

Στην ειδικότερη περίπτωση Re{s} = 0, δηλαδή x(t) = ejωt , έχουµε ένα

ϕανταστικό εκθετικό στη συχνότητα ω.

Η (84) εξειδικεύεται σε

H(j ω) =

∫ +∞

−∞
h(t) e

−j ω t
dt (85)

και ονοµάζεται απόκριση συχνότητας (frequency response).
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Σειρά Fourier και Γ.Χ.Α. συστήµατα

Απόκριση συχνότητας (1)

Είδαµε ότι αν διεγείρουµε ένα Γ.Χ.Α. σύστηµα µε είσοδο x(t) = est , τότε

η απόκριση του είναι y(t) = H(s) est όπου

H(s) =

∫ +∞

−∞
h(τ) e

−s τ
dτ, s ∈ C (84)

και h(t) είναι η κρουστική απόκριση του συστήµατος.

Στην ειδικότερη περίπτωση Re{s} = 0, δηλαδή x(t) = ejωt , έχουµε ένα

ϕανταστικό εκθετικό στη συχνότητα ω.

Η (84) εξειδικεύεται σε

H(j ω) =

∫ +∞

−∞
h(t) e

−j ω t
dt (85)

και ονοµάζεται απόκριση συχνότητας (frequency response).
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Σειρά Fourier και Γ.Χ.Α. συστήµατα

Απόκριση συχνότητας (2)

Αν ένα Γ.Χ.Α. σύστηµα µε κρουστική απόκριση h(t) διεγείρεται από ένα

περιοδικό σήµα µε αναπαράσταση σειράς Fourier

x(t) =
∑+∞

k=−∞ ak ej k ω0 t , τότε η απόκριση του συστήµατος ϑα είναι

y(t) =
+∞∑

k=−∞
ak H(j k ω0) e

j k ω0 t . (86)

Συνάγουµε ότι y(t) είναι επίσης περιοδικό σήµα µε ϑεµελιώδη περίοδο

ίδια µ᾿ εκείνη του x(t). Οι συντελεστές της σειράς Fourier της απόκρισης

(86) είναι ak H(j k ω0).

Εποµένως το Γ.Χ.Α. σύστηµα επιφέρει τροποποίηση καθενός συντελεστή

της σειράς Fourier της διεγέρσεως ξεχωριστά πολλαπλασιάζοντάς τον µε

την τιµή της απόκρισης συχνότητας στη συγκεκριµένη συχνότητα (δηλαδή

αρµονική).
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Σειρά Fourier και Γ.Χ.Α. συστήµατα

Απόκριση συχνότητας (2)

Αν ένα Γ.Χ.Α. σύστηµα µε κρουστική απόκριση h(t) διεγείρεται από ένα

περιοδικό σήµα µε αναπαράσταση σειράς Fourier

x(t) =
∑+∞

k=−∞ ak ej k ω0 t , τότε η απόκριση του συστήµατος ϑα είναι

y(t) =
+∞∑

k=−∞
ak H(j k ω0) e

j k ω0 t . (86)

Συνάγουµε ότι y(t) είναι επίσης περιοδικό σήµα µε ϑεµελιώδη περίοδο

ίδια µ᾿ εκείνη του x(t). Οι συντελεστές της σειράς Fourier της απόκρισης

(86) είναι ak H(j k ω0).

Εποµένως το Γ.Χ.Α. σύστηµα επιφέρει τροποποίηση καθενός συντελεστή

της σειράς Fourier της διεγέρσεως ξεχωριστά πολλαπλασιάζοντάς τον µε

την τιµή της απόκρισης συχνότητας στη συγκεκριµένη συχνότητα (δηλαδή

αρµονική).
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Σειρά Fourier και Γ.Χ.Α. συστήµατα

Απόκριση συχνότητας (2)

Αν ένα Γ.Χ.Α. σύστηµα µε κρουστική απόκριση h(t) διεγείρεται από ένα

περιοδικό σήµα µε αναπαράσταση σειράς Fourier

x(t) =
∑+∞

k=−∞ ak ej k ω0 t , τότε η απόκριση του συστήµατος ϑα είναι

y(t) =
+∞∑

k=−∞
ak H(j k ω0) e

j k ω0 t . (86)

Συνάγουµε ότι y(t) είναι επίσης περιοδικό σήµα µε ϑεµελιώδη περίοδο

ίδια µ᾿ εκείνη του x(t). Οι συντελεστές της σειράς Fourier της απόκρισης

(86) είναι ak H(j k ω0).

Εποµένως το Γ.Χ.Α. σύστηµα επιφέρει τροποποίηση καθενός συντελεστή

της σειράς Fourier της διεγέρσεως ξεχωριστά πολλαπλασιάζοντάς τον µε

την τιµή της απόκρισης συχνότητας στη συγκεκριµένη συχνότητα (δηλαδή

αρµονική).
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Σειρά Fourier και Γ.Χ.Α. συστήµατα

Φίλτρα επιλεκτικά συχνοτήτων

Περιγράφονται από µια πρωτοβάθµια γραµµική διαφορική εξίσωση µε

σταθερούς συντελεστές και υλοποιούνται π.χ. µε πρωτοβάθµια ηλεκτρικά

κυκλώµατα RC.

Αποδίδουν στην έξοδό τους (δηλαδή, περνούν) σχεδόν αλώβητες τις

χαµηλές ή υψηλές συχνότητες της διεγέρσεως.
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Φίλτρα επιλεκτικά συχνοτήτων

Περιγράφονται από µια πρωτοβάθµια γραµµική διαφορική εξίσωση µε

σταθερούς συντελεστές και υλοποιούνται π.χ. µε πρωτοβάθµια ηλεκτρικά

κυκλώµατα RC.

Αποδίδουν στην έξοδό τους (δηλαδή, περνούν) σχεδόν αλώβητες τις

χαµηλές ή υψηλές συχνότητες της διεγέρσεως.
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Κατωδιαβατό ϕίλτρο (1)

΄Εστω vs(t) η τάση της πηγής που διεγείρει το κύκλωµα. Ας επιλέξουµε ως

απόκριση του κυκλώµατος RC την τάση στα άκρα του πυκνωτή vc(t).

Απλή εφαρµογή του νόµου πτώσης τάσεων του Kirchoff οδηγεί στην

1

C

∫
t

−∞
ic(τ) dτ + R ic(t) = vs(t) (87)

όπου το ϱεύµα που διαρρέει τον πυκνωτή σχετίζεται µε την τάση στα άκρα

του πυκνωτή δια της

ic(t) = C
dvc(t)

dt
. (88)

Αντικαθιστώντας την (88) στην (87) προκύπτει η διαφορική εξίσωση που

περιγράφει το κύκλωµα :

RC
dvc(t)

dt
+ vc(t) = vs(t). (89)
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Κατωδιαβατό ϕίλτρο (1)

΄Εστω vs(t) η τάση της πηγής που διεγείρει το κύκλωµα. Ας επιλέξουµε ως

απόκριση του κυκλώµατος RC την τάση στα άκρα του πυκνωτή vc(t).

Απλή εφαρµογή του νόµου πτώσης τάσεων του Kirchoff οδηγεί στην

1

C

∫
t

−∞
ic(τ) dτ + R ic(t) = vs(t) (87)

όπου το ϱεύµα που διαρρέει τον πυκνωτή σχετίζεται µε την τάση στα άκρα

του πυκνωτή δια της

ic(t) = C
dvc(t)

dt
. (88)

Αντικαθιστώντας την (88) στην (87) προκύπτει η διαφορική εξίσωση που

περιγράφει το κύκλωµα :

RC
dvc(t)

dt
+ vc(t) = vs(t). (89)
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Σειρά Fourier και Γ.Χ.Α. συστήµατα

Κατωδιαβατό ϕίλτρο (1)

΄Εστω vs(t) η τάση της πηγής που διεγείρει το κύκλωµα. Ας επιλέξουµε ως

απόκριση του κυκλώµατος RC την τάση στα άκρα του πυκνωτή vc(t).

Απλή εφαρµογή του νόµου πτώσης τάσεων του Kirchoff οδηγεί στην

1

C

∫
t

−∞
ic(τ) dτ + R ic(t) = vs(t) (87)

όπου το ϱεύµα που διαρρέει τον πυκνωτή σχετίζεται µε την τάση στα άκρα

του πυκνωτή δια της

ic(t) = C
dvc(t)

dt
. (88)

Αντικαθιστώντας την (88) στην (87) προκύπτει η διαφορική εξίσωση που

περιγράφει το κύκλωµα :

RC
dvc(t)

dt
+ vc(t) = vs(t). (89)
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Κατωδιαβατό ϕίλτρο (2)

Υποθέτουµε ότι επιβάλλεται µια καθαρώς ηµιτονοειδής διέγερση στο

κύκλωµα vs(t) = ej ω t . Τότε η απόκριση είναι vc(t) = H(jω)ej ω t

οπότε αντικαθιστώντας στην (89) προκύπτει

RC jω H(jω) e
j ω t + H(jω) e

j ω t = e
j ω t

(90)

και

H(jω) =
1

1 + RC jω
=

1

j ω C

R + 1

j ω C

. (91)

Η απόκριση συχνότητας δεν είναι τίποτε άλλο το λόγο της σύνθετης

αντίστασης του πυκνωτή προς τη σύνθετη αντίσταση της συνδεσµολογίας

της αντίστασης και του πυκνωτή σε σειρά.
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Κατωδιαβατό ϕίλτρο (2)

Υποθέτουµε ότι επιβάλλεται µια καθαρώς ηµιτονοειδής διέγερση στο

κύκλωµα vs(t) = ej ω t . Τότε η απόκριση είναι vc(t) = H(jω)ej ω t

οπότε αντικαθιστώντας στην (89) προκύπτει

RC jω H(jω) e
j ω t + H(jω) e

j ω t = e
j ω t

(90)

και

H(jω) =
1

1 + RC jω
=

1

j ω C

R + 1

j ω C

. (91)

Η απόκριση συχνότητας δεν είναι τίποτε άλλο το λόγο της σύνθετης

αντίστασης του πυκνωτή προς τη σύνθετη αντίσταση της συνδεσµολογίας

της αντίστασης και του πυκνωτή σε σειρά.
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Σειρά Fourier και Γ.Χ.Α. συστήµατα

Κατωδιαβατό ϕίλτρο (2)

Υποθέτουµε ότι επιβάλλεται µια καθαρώς ηµιτονοειδής διέγερση στο

κύκλωµα vs(t) = ej ω t . Τότε η απόκριση είναι vc(t) = H(jω)ej ω t

οπότε αντικαθιστώντας στην (89) προκύπτει

RC jω H(jω) e
j ω t + H(jω) e

j ω t = e
j ω t

(90)

και

H(jω) =
1

1 + RC jω
=

1

j ω C

R + 1

j ω C

. (91)

Η απόκριση συχνότητας δεν είναι τίποτε άλλο το λόγο της σύνθετης

αντίστασης του πυκνωτή προς τη σύνθετη αντίσταση της συνδεσµολογίας

της αντίστασης και του πυκνωτή σε σειρά.
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Κατωδιαβατό ϕίλτρο (3)

Μέτρο απόκρισης συχνότητας |H(jω)| = 1√
1+ω2 R2 C2

Φάση απόκρισης συχνότητας ∠H(jω) = arctan(−ω R C)

Για ω ≈ 0 έχουµε |H(jω)| ≈ 1, ενώ για µεγαλύτερες συχνότητες το µέτρο

της απόκρισης συχνότητας ϕθίνει καθώς |ω| αυξάνεται. ΄Αρα το ϕίλτρο

αυτό επιτρέπει τη διέλευση των χαµηλών συχνοτήτων, ενώ εξασθενίζει τις

υψηλές συχνότητες. Λέµε ότι το απλό κύκλωµα RC είναι ένα µη-ιδανικό

κατωδιαβατό ϕίλτρο (lowpass filter).

Για ω = 1
RC

, |H(j 1

RC
)| = 1√

2
≈ 0.707. Επειδή −20 log10(

√
2) = −3

(µετριέται σε decibel, dB) ονοµάζουµε τη συχνότητα ω = 1
RC

συχνότητα

αποκοπής 3 dB (cutoff frequency).

Το διάστηµα συχνοτήτων ω ∈ [0, 1
RC

] καλείται εύρος Ϲώνης (bandwidth).

Απόκριση συχνότητας πρωτοβάθµιου κατωδιαβατού ϕίλτρου RC
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Κατωδιαβατό ϕίλτρο (3)

Μέτρο απόκρισης συχνότητας |H(jω)| = 1√
1+ω2 R2 C2

Φάση απόκρισης συχνότητας ∠H(jω) = arctan(−ω R C)

Για ω ≈ 0 έχουµε |H(jω)| ≈ 1, ενώ για µεγαλύτερες συχνότητες το µέτρο

της απόκρισης συχνότητας ϕθίνει καθώς |ω| αυξάνεται. ΄Αρα το ϕίλτρο

αυτό επιτρέπει τη διέλευση των χαµηλών συχνοτήτων, ενώ εξασθενίζει τις

υψηλές συχνότητες. Λέµε ότι το απλό κύκλωµα RC είναι ένα µη-ιδανικό

κατωδιαβατό ϕίλτρο (lowpass filter).

Για ω = 1
RC

, |H(j 1

RC
)| = 1√

2
≈ 0.707. Επειδή −20 log10(

√
2) = −3

(µετριέται σε decibel, dB) ονοµάζουµε τη συχνότητα ω = 1
RC

συχνότητα

αποκοπής 3 dB (cutoff frequency).

Το διάστηµα συχνοτήτων ω ∈ [0, 1
RC

] καλείται εύρος Ϲώνης (bandwidth).

Απόκριση συχνότητας πρωτοβάθµιου κατωδιαβατού ϕίλτρου RC
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Κατωδιαβατό ϕίλτρο (3)

Μέτρο απόκρισης συχνότητας |H(jω)| = 1√
1+ω2 R2 C2

Φάση απόκρισης συχνότητας ∠H(jω) = arctan(−ω R C)

Για ω ≈ 0 έχουµε |H(jω)| ≈ 1, ενώ για µεγαλύτερες συχνότητες το µέτρο

της απόκρισης συχνότητας ϕθίνει καθώς |ω| αυξάνεται. ΄Αρα το ϕίλτρο

αυτό επιτρέπει τη διέλευση των χαµηλών συχνοτήτων, ενώ εξασθενίζει τις

υψηλές συχνότητες. Λέµε ότι το απλό κύκλωµα RC είναι ένα µη-ιδανικό

κατωδιαβατό ϕίλτρο (lowpass filter).

Για ω = 1
RC

, |H(j 1

RC
)| = 1√

2
≈ 0.707. Επειδή −20 log10(

√
2) = −3

(µετριέται σε decibel, dB) ονοµάζουµε τη συχνότητα ω = 1
RC

συχνότητα

αποκοπής 3 dB (cutoff frequency).

Το διάστηµα συχνοτήτων ω ∈ [0, 1
RC

] καλείται εύρος Ϲώνης (bandwidth).

Απόκριση συχνότητας πρωτοβάθµιου κατωδιαβατού ϕίλτρου RC
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Κατωδιαβατό ϕίλτρο (3)

Μέτρο απόκρισης συχνότητας |H(jω)| = 1√
1+ω2 R2 C2

Φάση απόκρισης συχνότητας ∠H(jω) = arctan(−ω R C)

Για ω ≈ 0 έχουµε |H(jω)| ≈ 1, ενώ για µεγαλύτερες συχνότητες το µέτρο

της απόκρισης συχνότητας ϕθίνει καθώς |ω| αυξάνεται. ΄Αρα το ϕίλτρο

αυτό επιτρέπει τη διέλευση των χαµηλών συχνοτήτων, ενώ εξασθενίζει τις

υψηλές συχνότητες. Λέµε ότι το απλό κύκλωµα RC είναι ένα µη-ιδανικό

κατωδιαβατό ϕίλτρο (lowpass filter).

Για ω = 1
RC

, |H(j 1

RC
)| = 1√

2
≈ 0.707. Επειδή −20 log10(

√
2) = −3

(µετριέται σε decibel, dB) ονοµάζουµε τη συχνότητα ω = 1
RC

συχνότητα

αποκοπής 3 dB (cutoff frequency).

Το διάστηµα συχνοτήτων ω ∈ [0, 1
RC

] καλείται εύρος Ϲώνης (bandwidth).

Απόκριση συχνότητας πρωτοβάθµιου κατωδιαβατού ϕίλτρου RC
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Κατωδιαβατό ϕίλτρο (3)

Μέτρο απόκρισης συχνότητας |H(jω)| = 1√
1+ω2 R2 C2

Φάση απόκρισης συχνότητας ∠H(jω) = arctan(−ω R C)

Για ω ≈ 0 έχουµε |H(jω)| ≈ 1, ενώ για µεγαλύτερες συχνότητες το µέτρο

της απόκρισης συχνότητας ϕθίνει καθώς |ω| αυξάνεται. ΄Αρα το ϕίλτρο

αυτό επιτρέπει τη διέλευση των χαµηλών συχνοτήτων, ενώ εξασθενίζει τις

υψηλές συχνότητες. Λέµε ότι το απλό κύκλωµα RC είναι ένα µη-ιδανικό

κατωδιαβατό ϕίλτρο (lowpass filter).

Για ω = 1
RC

, |H(j 1

RC
)| = 1√

2
≈ 0.707. Επειδή −20 log10(

√
2) = −3

(µετριέται σε decibel, dB) ονοµάζουµε τη συχνότητα ω = 1
RC

συχνότητα

αποκοπής 3 dB (cutoff frequency).

Το διάστηµα συχνοτήτων ω ∈ [0, 1
RC

] καλείται εύρος Ϲώνης (bandwidth).

Απόκριση συχνότητας πρωτοβάθµιου κατωδιαβατού ϕίλτρου RC
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Κατωδιαβατό ϕίλτρο (4)

Κρουστική απόκριση του κυκλώµατος RC h(t) = 1

RC
e
− t

RC u(t)

Βηµατική απόκριση s(t) =
[
1− e

− t
RC
]

u(t)

Το µέγεθος τ = RC λέγεται σταθερά χρόνου (time-constant).

Παρατηρούµε ότι h(0) = 1

τ , h(τ) = 1

e
h(0) = 1

τ e
και s(τ) = 1− 1

e
.

∆ηλαδή για t = τ η κρουστική απόκριση ϕθίνει στο
1

e
= 36.78% της τιµής

της για t = 0.

Αν ϑέλουµε το ϕίλτρο να περνά µόνο πολύ µικρές συχνότητες, τότε η

συχνότητα αποκοπής ϑα πρέπει να µικρύνει ή ισοδύναµα η σταθερά

χρόνου να αυξηθεί. Τότε το ϕίλτρο ϑα έχει µια πολύ στενή απόκριση

συχνότητας, αλλά η κρουστική απόκριση ϑα αργεί να αποσβεστεί.

Εποµένως διαπιστώνεται µια σχέση αντιστροφής της διάρκειας στο χρόνο

και του εύρους Ϲώνης στη συχνότητα.

Κρουστική και ϐηµατική αποκρίσεις πρωτοβάθµιου κατωδιαβατού ϕίλτρου RC
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Κατωδιαβατό ϕίλτρο (4)

Κρουστική απόκριση του κυκλώµατος RC h(t) = 1

RC
e
− t

RC u(t)

Βηµατική απόκριση s(t) =
[
1− e

− t
RC
]

u(t)

Το µέγεθος τ = RC λέγεται σταθερά χρόνου (time-constant).

Παρατηρούµε ότι h(0) = 1

τ , h(τ) = 1

e
h(0) = 1

τ e
και s(τ) = 1− 1

e
.

∆ηλαδή για t = τ η κρουστική απόκριση ϕθίνει στο
1

e
= 36.78% της τιµής

της για t = 0.

Αν ϑέλουµε το ϕίλτρο να περνά µόνο πολύ µικρές συχνότητες, τότε η

συχνότητα αποκοπής ϑα πρέπει να µικρύνει ή ισοδύναµα η σταθερά

χρόνου να αυξηθεί. Τότε το ϕίλτρο ϑα έχει µια πολύ στενή απόκριση

συχνότητας, αλλά η κρουστική απόκριση ϑα αργεί να αποσβεστεί.

Εποµένως διαπιστώνεται µια σχέση αντιστροφής της διάρκειας στο χρόνο

και του εύρους Ϲώνης στη συχνότητα.

Κρουστική και ϐηµατική αποκρίσεις πρωτοβάθµιου κατωδιαβατού ϕίλτρου RC
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Κατωδιαβατό ϕίλτρο (4)

Κρουστική απόκριση του κυκλώµατος RC h(t) = 1

RC
e
− t

RC u(t)

Βηµατική απόκριση s(t) =
[
1− e

− t
RC
]

u(t)

Το µέγεθος τ = RC λέγεται σταθερά χρόνου (time-constant).

Παρατηρούµε ότι h(0) = 1

τ , h(τ) = 1

e
h(0) = 1

τ e
και s(τ) = 1− 1

e
.

∆ηλαδή για t = τ η κρουστική απόκριση ϕθίνει στο
1

e
= 36.78% της τιµής

της για t = 0.

Αν ϑέλουµε το ϕίλτρο να περνά µόνο πολύ µικρές συχνότητες, τότε η

συχνότητα αποκοπής ϑα πρέπει να µικρύνει ή ισοδύναµα η σταθερά

χρόνου να αυξηθεί. Τότε το ϕίλτρο ϑα έχει µια πολύ στενή απόκριση

συχνότητας, αλλά η κρουστική απόκριση ϑα αργεί να αποσβεστεί.

Εποµένως διαπιστώνεται µια σχέση αντιστροφής της διάρκειας στο χρόνο

και του εύρους Ϲώνης στη συχνότητα.

Κρουστική και ϐηµατική αποκρίσεις πρωτοβάθµιου κατωδιαβατού ϕίλτρου RC
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Κατωδιαβατό ϕίλτρο (4)

Κρουστική απόκριση του κυκλώµατος RC h(t) = 1

RC
e
− t

RC u(t)

Βηµατική απόκριση s(t) =
[
1− e

− t
RC
]

u(t)

Το µέγεθος τ = RC λέγεται σταθερά χρόνου (time-constant).

Παρατηρούµε ότι h(0) = 1

τ , h(τ) = 1

e
h(0) = 1

τ e
και s(τ) = 1− 1

e
.

∆ηλαδή για t = τ η κρουστική απόκριση ϕθίνει στο
1

e
= 36.78% της τιµής

της για t = 0.

Αν ϑέλουµε το ϕίλτρο να περνά µόνο πολύ µικρές συχνότητες, τότε η

συχνότητα αποκοπής ϑα πρέπει να µικρύνει ή ισοδύναµα η σταθερά

χρόνου να αυξηθεί. Τότε το ϕίλτρο ϑα έχει µια πολύ στενή απόκριση

συχνότητας, αλλά η κρουστική απόκριση ϑα αργεί να αποσβεστεί.

Εποµένως διαπιστώνεται µια σχέση αντιστροφής της διάρκειας στο χρόνο

και του εύρους Ϲώνης στη συχνότητα.

Κρουστική και ϐηµατική αποκρίσεις πρωτοβάθµιου κατωδιαβατού ϕίλτρου RC
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Ανωδιαβατό ϕίλτρο (1)

Ας ϑεωρήσουµε ως απόκριση του κυκλώµατος RC την τάση στα άκρα της

αντίστασης. Τότε επειδή vr(t) = R ic(t) ξαναγράφουµε την (87)

1

C

∫
t

−∞

vr(t)

R
dτ + vr(t) = vs(t) (92)

και παραγωγίζοντας αµφότερα τα µέλη της (92) προκύπτει η πρωτοβάθµια

διαφορική εξίσωση µε σταθερούς συντελεστές :

RC
dvr(t)

dt
+ vr(t) = RC

dvs(t)

dt
. (93)

Η απόκριση ϑα είναι πάλι της µορφής vr(t) = G(jω)ej ω t , οπότε η

απόκριση συχνότητας του συστήµατος ϑα είναι

G(jω) =
jω RC

1 + jRC ω
. (94)
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Σειρά Fourier και Γ.Χ.Α. συστήµατα

Ανωδιαβατό ϕίλτρο (2)

Μέτρο της απόκρισης συχνότητας |G(jω)| = ω RC√
1+ω2 R2 C2

Φάση της απόκρισης συχνότητας ∠G(jω) = arctan
(

1

ω R C

)
Το σύστηµα εξασθενίζει τις χαµηλές συχνότητες, ενώ επιτρέπει τη

διέλευση των υψηλών συχνοτήτων χωρίς σηµαντική απόσβεση. Λέµε ότι

πρόκειται για ένα µη-ιδανικό ανωδιαβατό ϕίλτρο (highpass filter).

Και στην περίπτωση αυτή η συχνότητα ω = 1
RC

ονοµάζεται συχνότητα

αποκοπής 3 dB.

Η Ϲώνη διελεύσεως του ϕίλτρου είναι ω ∈ [ 1
RC

,∞).

Απόκριση συχνότητας πρωτοβάθµιου ανωδιαβατού ϕίλτρου RC

Ανάλυση Fourier για περιοδικά σήµατα συνεχούς χρόνου 89/90



Σειρά Fourier και Γ.Χ.Α. συστήµατα

Ανωδιαβατό ϕίλτρο (2)

Μέτρο της απόκρισης συχνότητας |G(jω)| = ω RC√
1+ω2 R2 C2

Φάση της απόκρισης συχνότητας ∠G(jω) = arctan
(

1

ω R C

)
Το σύστηµα εξασθενίζει τις χαµηλές συχνότητες, ενώ επιτρέπει τη

διέλευση των υψηλών συχνοτήτων χωρίς σηµαντική απόσβεση. Λέµε ότι

πρόκειται για ένα µη-ιδανικό ανωδιαβατό ϕίλτρο (highpass filter).

Και στην περίπτωση αυτή η συχνότητα ω = 1
RC

ονοµάζεται συχνότητα

αποκοπής 3 dB.

Η Ϲώνη διελεύσεως του ϕίλτρου είναι ω ∈ [ 1
RC

,∞).

Απόκριση συχνότητας πρωτοβάθµιου ανωδιαβατού ϕίλτρου RC

Ανάλυση Fourier για περιοδικά σήµατα συνεχούς χρόνου 89/90



Σειρά Fourier και Γ.Χ.Α. συστήµατα

Ανωδιαβατό ϕίλτρο (2)

Μέτρο της απόκρισης συχνότητας |G(jω)| = ω RC√
1+ω2 R2 C2

Φάση της απόκρισης συχνότητας ∠G(jω) = arctan
(

1

ω R C

)
Το σύστηµα εξασθενίζει τις χαµηλές συχνότητες, ενώ επιτρέπει τη

διέλευση των υψηλών συχνοτήτων χωρίς σηµαντική απόσβεση. Λέµε ότι

πρόκειται για ένα µη-ιδανικό ανωδιαβατό ϕίλτρο (highpass filter).

Και στην περίπτωση αυτή η συχνότητα ω = 1
RC

ονοµάζεται συχνότητα

αποκοπής 3 dB.

Η Ϲώνη διελεύσεως του ϕίλτρου είναι ω ∈ [ 1
RC

,∞).

Απόκριση συχνότητας πρωτοβάθµιου ανωδιαβατού ϕίλτρου RC

Ανάλυση Fourier για περιοδικά σήµατα συνεχούς χρόνου 89/90



Σειρά Fourier και Γ.Χ.Α. συστήµατα

Ανωδιαβατό ϕίλτρο (2)

Μέτρο της απόκρισης συχνότητας |G(jω)| = ω RC√
1+ω2 R2 C2

Φάση της απόκρισης συχνότητας ∠G(jω) = arctan
(

1

ω R C

)
Το σύστηµα εξασθενίζει τις χαµηλές συχνότητες, ενώ επιτρέπει τη

διέλευση των υψηλών συχνοτήτων χωρίς σηµαντική απόσβεση. Λέµε ότι

πρόκειται για ένα µη-ιδανικό ανωδιαβατό ϕίλτρο (highpass filter).

Και στην περίπτωση αυτή η συχνότητα ω = 1
RC

ονοµάζεται συχνότητα

αποκοπής 3 dB.

Η Ϲώνη διελεύσεως του ϕίλτρου είναι ω ∈ [ 1
RC

,∞).

Απόκριση συχνότητας πρωτοβάθµιου ανωδιαβατού ϕίλτρου RC

Ανάλυση Fourier για περιοδικά σήµατα συνεχούς χρόνου 89/90



Σειρά Fourier και Γ.Χ.Α. συστήµατα

Ανωδιαβατό ϕίλτρο (2)

Μέτρο της απόκρισης συχνότητας |G(jω)| = ω RC√
1+ω2 R2 C2

Φάση της απόκρισης συχνότητας ∠G(jω) = arctan
(

1

ω R C

)
Το σύστηµα εξασθενίζει τις χαµηλές συχνότητες, ενώ επιτρέπει τη

διέλευση των υψηλών συχνοτήτων χωρίς σηµαντική απόσβεση. Λέµε ότι

πρόκειται για ένα µη-ιδανικό ανωδιαβατό ϕίλτρο (highpass filter).

Και στην περίπτωση αυτή η συχνότητα ω = 1
RC

ονοµάζεται συχνότητα

αποκοπής 3 dB.

Η Ϲώνη διελεύσεως του ϕίλτρου είναι ω ∈ [ 1
RC

,∞).

Απόκριση συχνότητας πρωτοβάθµιου ανωδιαβατού ϕίλτρου RC

Ανάλυση Fourier για περιοδικά σήµατα συνεχούς χρόνου 89/90



Σειρά Fourier και Γ.Χ.Α. συστήµατα

Ανωδιαβατό ϕίλτρο (3)

Βηµατική απόκριση του ανωδιαβατού ϕίλτρου

sHP(t) = u(t)− s(t) = e
− t

RC u(t), όπου s(t) είναι η ϐηµατική απόκρισή του

κατωδιαβατού ϕίλτρου.

Η κρουστική απόκριση του ανωδιαβατού ϕίλτρου µπορεί να ϐρεθεί

διαφορίζοντας τη ϐηµατική απόκρισή του, οπότε παίρνουµε :

hHP(t) = δ(t)− 1

RC
e
− t

RC u(t). (95)

Για το ανωδιαβατό ϕίλτρο η σταθερά χρόνου είναι τ = RC.

Βηµατική απόκριση πρωτοβάθµιου ανωδιαβατού ϕίλτρου RC
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