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Άδειες Χρήσης

Τ ό δ ό λ ό ό

ς ρή ης

• Το παρόν εκπαιδευτικό υλικό υπόκειται σε
άδειες χρήσης Creative Commons. 

• Για εκπαιδευτικό υλικό, όπως εικόνες, που 
υπόκειται σε άλλου τύπου άδειας χρήσης ηυπόκειται σε άλλου τύπου άδειας χρήσης, η 
άδεια χρήσης αναφέρεται ρητώς. 

Αριστοτέλειο
Πανεπιστήµιο
Θεσσαλονίκης
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Χρηματοδότηση

• Το παρόν εκπαιδευτικό υλικό έχει αναπτυχθεί στα πλαίσια 

ρημ η η

Το παρόν εκπαιδευτικό υλικό έχει αναπτυχθεί στα πλαίσια 
του εκπαιδευτικού έργου του διδάσκοντα.

• Το έργο «Ανοικτά Ακαδημαϊκά Μαθήματα στο 
έλ ή λ ί έΑριστοτέλειο Πανεπιστήμιο Θεσσαλονίκης» έχει 

χρηματοδοτήσει μόνο τη αναδιαμόρφωση του 
εκπαιδευτικού υλικού. 

• Το έργο υλοποιείται στο πλαίσιο του Επιχειρησιακού 
Προγράμματος «Εκπαίδευση και Δια Βίου Μάθηση» και 

δ ί ό Ε ϊ ή Έσυγχρηματοδοτείται από την Ευρωπαϊκή Ένωση 
(Ευρωπαϊκό Κοινωνικό Ταμείο) και από εθνικούς πόρους.

Αριστοτέλειο
Πανεπιστήµιο
Θεσσαλονίκης
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Ανασκόπηση

Αναλυτικά εργαλεία για τις διάφορες κατηγορίες σηµάτων
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∗ Ορίζονται αναλυτικώς.
† Ορίζεται για τα ηµιπεριοδικά σήµατα.
‡ Απόδοση µετασχηµατισµού συνεπεία των ιδιοτήτων.
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Ανασκόπηση

Τί λείπει ;

Για καθαρώς παιδευτικούς λόγους ϑεωρήσαµε τόσο τα σήµατα Σ.Χ. και

∆.Χ. όσο και τα προσαρτηµένα σ΄ αυτά αναλυτικά εργαλεία ως

λειτουργικώς ανεξάρτητα.

Ωστόσο τούτο δεν αληθεύει. Ο κόσµος που µας περιβάλλει είναι

αναλογικός. ΄Ετσι η πλειοψηφία των σηµάτων ∆.Χ. προέρχεται από

δειγµατοληψία αντίστοιχων σηµάτων Σ.Χ. Συνεπώς επιβάλλεται να

µελετηθεί η διαδικασία της δειγµατοληψίας.

Επιπροσθέτως, ῾῾φυσική σηµασία᾿᾿ διαθέτει λ.χ. ο µετασχηµατισµός Fourier

Σ.Χ. που αναδεικνύει τις ϕασµατικές ιδιότητες του σήµατος του οποίου η

ανεξάρτητη µεταϐλητή είναι η κυκλική συχνότητα ω (µετρήσιµη σε
rad

sec
) ή η

συχνότητα f που µετριέται σε Hz.

Ο µετασχηµατισµός Fourier ∆.Χ. και ο διακριτός µετασχηµατισµός Fourier

πρέπει µάλλον να αντιµετωπίζονται σαν αλγόριθµοι αριθµητικής ανάλυσης

για τον υπολογισµό του µετασχηµατισµού Fourier Σ.Χ.
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Ανασκόπηση

Πού πάµε ;

Παροµοίως ένα δυναµικό σύστηµα λ.χ. το ανθρώπινο σύστηµα παραγωγής

οµιλίας, ο ϕωνητικός σωλήνας (vocal tract), όπου διαδίδονται ηχητικά

κύµατα µοντελοποιείται από µερικές γραµµικές διαφορικές εξισώσεις που

περιγράφουν τις κυµατικές εξισώσεις.

Για να παράξουµε ένα αριθµητικό µοντέλο του συστήµατος κατάλληλο για

επεξεργασία µε τον υπολογιστή, αλλά και για να δηµιουργήσουµε

αλγορίθµους επεξεργασίας των δειγµάτων που προέρχονται από τη

δειγµατοληψία του σήµατος της οµιλίας από τις διαφορικές εξισώσεις στο

πεδίο του χρόνου πρέπει να µεταβούµε στο s- επίπεδο (µετασχηµατισµός

Laplace) και στη συνέχεια να απεικονίσουµε το s- επίπεδο στο z- επίπεδο

(µετασχηµατισµός Z).

Μέθοδοι απεικόνισης ενός επιθυµητού µετασχηµατισµού Laplace σε

µετασχηµατισµό Z απαντούνται επίσης στο πρόβληµα της σχεδίασης

ψηφιακών ϕίλτρων.
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Θεώρηµα δειγµατοληψίας του Shannon

Αντιεπικάλυψη

Η δειγµατοληψία ενός σήµατος Σ.Χ. εισάγει επικάλυψη (aliasing) στο

ϕάσµα.

Τούτο είναι απότοκο της ιδιότητας της διαµόρφωσης του µετασχηµατισµού

Fourier.

Το τεχνικό πρόβληµα που πρέπει να επιλύσουµε είναι πώς ϑα εκλέξουµε

τη συχνότητα δειγµατοληψίας fs = 1

T
όπου T είναι η περίοδος

δειγµατοληψίας που υπονοείται στη σχέση παραγωγής των δειγµάτων από

το σήµα συνεχούς χρόνου x(t):

x[n] = x(n T). (1)
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Θεώρηµα δειγµατοληψίας του Shannon

Μαθηµατική διατύπωση του προβλήµατος

Ποιές είναι οι συνθήκες που εγγυώνται την τέλεια ανακατασκευή του

σήµατος x(t) από τα δείγµατά του x[n]; Οι συνθήκες αυτές προβλέπονται

από το διάσηµο ϑεώρηµα δειγµατοληψίας του Shannon.

Πέρα από τα ενδεχόµενα σφάλµατα επικάλυψης, όταν δεν γίνει ϐέλτιστη

εκλογή της συχνότητας δειγµατοληψίας, ενδεχοµένως υπεισέρχονται και

σφάλµατα αποκοπής, όταν το σήµα δεν είναι χρονοπερατό και πρέπει να

αποκοπεί στο πεδίο του χρόνου πολλαπλασιάζοντάς το µ᾿ ένα παράθυρο.

΄Ηδη η χρήση των όρων σφάλµατα επικάλυψης και αποκοπής µας

παραπέµπει σε µελέτη ανάλυσης λαθών αλγορίθµων αριθµητικής

ανάλυσης. Πράγµατι σε µιά τέτοια ϑεώρηση η περίοδος δειγµατοληψίας

δεν είναι τίποτε άλλο από το ϐήµα ενός αλγορίθµου αριθµητικής

ανάλυσης, λ.χ. παρεµβολή.
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δεν είναι τίποτε άλλο από το ϐήµα ενός αλγορίθµου αριθµητικής

ανάλυσης, λ.χ. παρεµβολή.
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Θεώρηµα δειγµατοληψίας του Shannon

Σύστηµα µετατροπής σήµατος Σ.Χ. σε σήµα ∆.Χ. (1)

Επεξηγήσεις

Αποφεύγουµε τον όρο µετατροπέας αναλογικού σε ψηφιακό (A/D converter),

επειδή δεν ϑα µας απασχολήσουν σε πρώτη ϕάση δοµικά µέρη ενός τέτοιου

µετατροπέα, όπως τα κυκλώµατα κράτησης δείγµατος (sample and hold) ή ο

τελεστικός ενισχυτής που υλοποιεί τη κβάντιση του δείγµατος.
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Θεώρηµα δειγµατοληψίας του Shannon

Σύστηµα µετατροπής Σ.Χ. σε ∆.Χ. (2)

Υλοποιεί πολλαπλασιασµό µε τρένο κρουστικών παλµών και µετατροπή

από τρένο κρουστικών παλµών σε ακολουθία διακριτού χρόνου.

Παράµετρος του συστήµατος είναι η περίοδος δειγµατοληψίας T .

Το τρένο κρουστικών παλµών s(t) και ο µετασχηµατισµός Fourier του είναι

s(t) =
+∞∑

n=−∞
δ(t − nT)

F←→ S(jω) =
2π

T

+∞∑
k=−∞

δ(ω − kωs), ωs =
2π

T
.

(2)

Πολλαπλασιάζοντας το σήµα x(t) µε το τρένο κρουστικών παλµών

παίρνουµε

xs(t) = xc(t) s(t) = xc(t)
+∞∑

n=−∞
δ(t − nT) =

+∞∑
n=−∞

xc(nT)δ(t − nT). (3)
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Θεώρηµα δειγµατοληψίας του Shannon

Σύστηµα µετατροπής Σ.Χ. σε ∆.Χ. (3)

Εφαρµόζοντας την ιδιότητα της διαµόρφωσης του µετασχηµατισµού Fourier

προκύπτει

Xs(jω) =
1

2π
[Xc ∗ S](jω) =

1

T

+∞∑
k=−∞

Xc(jω − jkωs). (4)
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Θεώρηµα δειγµατοληψίας του Shannon

Σύστηµα µετατροπής Σ.Χ. σε ∆.Χ. (4)

Αν το αρχικό σήµα xc(t) ήταν κατωδιαβατό µε ανώτερη συχνότητα ωN , τότε

ο µετασχηµατισµός Fourier του σήµατος µετά τη δειγµατοληψία είναι

περιοδική επανάληψη του µετασχηµατισµού Fourier του αρχικού σήµατος

µε περίοδο ωs κλιµακώµενος κατά τον παράγοντα
1
T

.

Για να αποφευχθεί επικάλυψη µεταξύ δύο επαναλήψεων του αρχικού

ϕάσµατος αρκεί

ωN ≤ ωs − ωN ⇐⇒ ωs ≥ 2ωN . (5)

Η µικρότερη επιτρεπτή συχνότητα δειγµατοληψίας ωs = 2ωN καλείται

συχνότητα Nyquist. ΄Οταν ισχύει η (5) το αρχικό σήµα xc(t) µπορεί να

ανακτηθεί, επειδή δεν υπάρχει επικάλυψη µεταξύ των ϕασµατικών

συνιστωσών.
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Θεώρηµα δειγµατοληψίας του Shannon

Σύστηµα µετατροπής Σ.Χ. σε ∆.Χ. (5)

Για την ανάκτηση του σήµατος Σ.Χ. από το τρένο των κρουστικών παλµών xs(t)
αρκεί να τροφοδοτήσουµε το xs(t) σ΄ ένα ιδανικό κατωδιαβατό ϕίλτρο Hr(jω) µε

συχνότητα αποκοπής ωc .
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Θεώρηµα δειγµατοληψίας του Shannon

Σύστηµα µετατροπής Σ.Χ. σε ∆.Χ. (5)

Για να αντισταθµίσουµε τον παράγοντα
1
T

που είναι εγγενής στη διαδικασία

της δειγµατοληψίας αρκεί το ιδανικό κατωδιαβατό ϕίλτρο να έχει πλάτος T

στη Ϲώνη διάβασης του πεδίου της συχνότητας αντί µοναδιαίο. Επιθυµούµε

Xr(jω) = Hr(jω)Xs(jω) = Xc(jω) (6)

άρα πρέπει να εκλέξουµε τη συχνότητα αποκοπής έτσι ώστε να ικανοποιεί

τις ανισότητες

ωN < ωc < ωs − ωN , ωs ≥ 2ωN . (7)

Αν ωs > 2ωN , τότε έχουµε ευελιξία να επιλέξουµε µια συχνότητα

αποκοπής µε µη-µηδενικό εύρος Ϲώνης µετάβασης. Το ιδανικό

κατωδιαβατό ϕίλτρο δεν είναι υλοποιήσιµο, γιατί έχει απότοµη µετάβαση

από τη Ϲώνη διάβασης στη Ϲώνη αποκοπής. Τα υλοποιήσιµα κατωδιαβατά

ϕίλτρα παρεµβάλλουν µια Ϲώνη µετάβασης µεταξύ των δύο

προηγούµενων Ϲωνών επιτυγχάνοντας µια οµαλή ϐαθµιαία µετάβαση.
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Θεώρηµα δειγµατοληψίας του Shannon

Ανακατασκευή σήµατος Σ.Χ. από τα δείγµατά του στο πεδίο του χρόνου

(1)
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Θεώρηµα δειγµατοληψίας του Shannon

Ανακατασκευή σήµατος Σ.Χ. από τα δείγµατά του στο πεδίο του χρόνου

(2)

Το ϑεώρηµα του Shannon εγγυάται την ανακατασκευή ενός Ϲωνοπερατού

(bandlimited) σήµατος από τα δείγµατά του.

Ζωνοπερατά σήµατα είναι προφανώς τα κατωδιαβατά και τα Ϲωνοδιαβατά

σήµατα. Στην ανάλυσή µας ϑεωρήσαµε ένα κατωδιαβατό σήµα. ΄Ενα

οποιοδήποτε Ϲωνοδιαβατό σήµα µπορεί να αναχθεί σε κατωδιαβατό (ή

σήµα ϐασικής Ϲώνης) µε µιά απλή αποδιαµόρφωση.

Επειδή x[n] = xs(nT), από την (3) προκύπτει

xs(t) =
+∞∑

n=−∞
x[n] δ(t − nT) (8)
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Θεώρηµα δειγµατοληψίας του Shannon

Ανακατασκευή σήµατος Σ.Χ. από τα δείγµατά του στο πεδίο του χρόνου

(3)

τότε το ανακατασκευασµένο σήµα προκύπτει ως

xr(t) = [xs ∗ hr ](t) =

∫ +∞

−∞
xs(λ) hr(t − λ) dλ

=

∫ +∞

−∞

[ +∞∑
n=−∞

x[n] δ(λ− nT)
]

hr(t − λ) dλ

=
+∞∑

n=−∞
x[n]

∫ +∞

−∞
hr(t − λ) δ(λ− nT) dλ

=
+∞∑

n=−∞
x[n] hr(t − nT). (9)
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Θεώρηµα δειγµατοληψίας του Shannon

Ανακατασκευή σήµατος Σ.Χ. από τα δείγµατά του στο πεδίο του χρόνου

(4)

Αλλά το ϕίλτρο ανακατασκευής είναι το ιδανικό κατωδιαβατό ϕίλτρο µε

συχνότητα αποκοπής ωc και µέτρο T . Αν εκλέξω ως ωs τη συχνότητα

Nyquist και

ωc = ωN =
ωs

2
=
π

T
(10)

τότε

hr(t) =
1

2π

∫ π
T

−π
T

T e
jωt

dω =
T

2π

∫ π
T

−π
T

e
jωt

dω

=
T

2π

∫ π
T

−π
T

cosωt dω =
2T

2πt

∫ πt

T

0

cosψ dψ

=
1

πt

T

sin(
πt

T
) =

sin(πt
T

)

πt
T

. (11)
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Θεώρηµα δειγµατοληψίας του Shannon

Ανακατασκευή σήµατος Σ.Χ. από τα δείγµατά του στο πεδίο του χρόνου

(5)

Αντικαθιστώντας την (11) στην (9) προκύπτει

xr(t) =
+∞∑

n=−∞
x[n]

sinπ( t−nT

T
)

π( t−nT

T
)
. (12)

Παρατηρούµε ότι η σχέση ανακατασκευής ενός Ϲωνοπερατού σήµατος

από τα δείγµατά του δεν είναι παρά µια σχέση παρεµβολής (interpolation)

µε πυρήνα (kernel) hr(t) τη συνάρτηση sinc()

Παρατηρούµε ότι hr(0) = 1, ενώ hr(nT) = 0 για n = ±1,±2, . . . ΄Αρα

xr(mT) = xc(mT).

Αν το σήµα xc(t) δεν είναι Ϲωνοπερατό µπορεί να γίνει τέτοιο αν

ϕιλτραριστεί µ᾿ ένα κατωδιαβατό ϕίλτρο που ϑα διατηρήσει το συχνοτικό

περιεχόµενο ως τη συχνότητα ωN .

Συνάρτηση hr(t).
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από τα δείγµατά του δεν είναι παρά µια σχέση παρεµβολής (interpolation)

µε πυρήνα (kernel) hr(t) τη συνάρτηση sinc()

Παρατηρούµε ότι hr(0) = 1, ενώ hr(nT) = 0 για n = ±1,±2, . . . ΄Αρα

xr(mT) = xc(mT).

Αν το σήµα xc(t) δεν είναι Ϲωνοπερατό µπορεί να γίνει τέτοιο αν

ϕιλτραριστεί µ᾿ ένα κατωδιαβατό ϕίλτρο που ϑα διατηρήσει το συχνοτικό

περιεχόµενο ως τη συχνότητα ωN .

Συνάρτηση hr(t).
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Σχέσεις ισοδυναµίας µεταξύ των µετασχηµατισµών Fourier

Μετασχηµατισµοί Fourier Σ.Χ. και ∆.Χ. (1)

Τα δείγµατα του αναλογικού σήµατος xc(nT) συγκροτούν µια ακολουθία,

οπότε ορίζεται ο µετασχηµατισµός Fourier ∆.Χ. της ακολουθίας αυτής

X(Ω) =
+∞∑

n=−∞
x[n] e

−jΩn, x[n] = xc(nT). (13)

΄Εχουµε επίσης

Xs(jω) =

∫ +∞

−∞
xs(t) e

−jωt
dt =

∫ +∞

−∞

[
+∞∑

n=−∞
xc(nT)δ(t − nT)

]

e
−jωt

dt =
+∞∑

n=−∞
xc(nT)

∫ +∞

−∞
δ(t − nT) e

−jωt
dt

=
+∞∑

n=−∞
xc(nT) e

−jω(nT) =
+∞∑

n=−∞
xc(nT) e

−j(ω T) n. (14)
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Σχέσεις ισοδυναµίας µεταξύ των µετασχηµατισµών Fourier

Μετασχηµατισµοί Fourier Σ.Χ. και ∆.Χ. (2)

Από τις (13) και (14) έχουµε

Xs(jω) = X(Ω)|Ω=ωT
= X(e

jωT ). (15)

Από την (4) και την (15) έχουµε

X(e
jωT ) =

1

T

+∞∑
k=−∞

Xc(jω − jk ωs) (16)

ή

X(e
jΩ) =

1

T

+∞∑
k=−∞

Xc(j
Ω

T
− j

2πk

T
). (17)
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Σχέσεις ισοδυναµίας µεταξύ των µετασχηµατισµών Fourier

Μετασχηµατισµοί Fourier Σ.Χ. και ∆.Χ. (3)

Ο µετασχηµατισµός Fourier ∆.Χ. είναι απλώς µια κλιµακωµένη ως προς τη

συχνότητα παραλλαγή του µετασχηµατισµού Fourier Σ.Χ. Η σχέση

κλιµάκωσης (µετασχηµατισµός ανεξάρτητης µεταβλητής) είναι

Ω = ωT . (18)

Η (18) µπορεί να ϑεωρηθεί ως απεικόνιση του

ω : [0, ωs) −→ Ω [0, 2π) (19)

Από την (16) αν εκλέξουµε διάστηµα µιας περιόδου [−ωs

2
, ωs

2
), τότε

Xc(jω) = T X(e
jωT ) , |ω| ≤ π

T
(20)

όπου T είναι η περίοδος δειγµατοληψίας.
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Σχέσεις ισοδυναµίας µεταξύ των µετασχηµατισµών Fourier

Μετασχηµατισµός Fourier Σ.Χ. και ∆ιακριτός Μετασχηµατισµός Fourier (1)

Ας ϑεωρήσουµε ότι η ακολουθία x[n] = xc(nT) είναι χρονοπερατή,

δηλαδή ορίζεται για n = 0, 1, . . . ,N − 1. Τότε

Xc(jω) = T

N−1∑
n=0

x(nT)e
−jωTn. (21)

Υποβάλλουµε σε οµοιόµορφη δειγµατοληψία ως προς ω το διάστηµα

[0, ωs) παίρνοντας N δείγµατα. Τότε για ω = ωk όπου

ωk = k ∆ωs = (2π∆fs) = k 2π
fs

N

µε fs = 1
T

παίρνουµε
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Σχέσεις ισοδυναµίας µεταξύ των µετασχηµατισµών Fourier

Μετασχηµατισµός Fourier Σ.Χ. και ∆ιακριτός Μετασχηµατισµός Fourier (2)

Xc(jωk) = T

N−1∑
n=0

x(nT)e
−j(k∆ωs)Tn = T

N−1∑
n=0

x(nT)e
−jk2π fs

N
nT

= T

N−1∑
n=0

x(nT)e
−jk( 2π

N
)n

︸ ︷︷ ︸
N×DFT{x[n]}k

= N T X [k] (22)

όπου N T είναι η συνολική χρονική διάρκεια του σήµατος.

Συµπέρασµα

Εποµένως δικαιολογείται η αρχική ϱήση περί µεθόδου (µετασχηµατισµός Fourier

Σ.Χ.) και αλγορίθµων (µετασχηµατισµός Fourier ∆.Χ. - διακριτός µετασχηµατισµός

Fourier).
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Σχέσεις ισοδυναµίας µεταξύ των µετασχηµατισµών Fourier

Παράδειγµα 9.1

Αν εφαρµόσουµε την ανάλυση που προηγήθηκε στην περίπτωση της

ανακατασκευής ενός Ϲωνοπερατού σήµατος από τα δείγµατά του. Στο ϕάσµα

έχουµε :

Xr(jω) = Hr(jω)Xs(jω) = Hr(jω)
[ +∞∑

n=−∞
x[n] e

−jωTn
]

= Hr(jω)X(e
jωT )

= T Xs(jω) = T
1

T
Xc(jω)

όπου X(ejωT ) είναι ο µετασχηµατισµός Fourier ∆.Χ. της ακολουθίας x[n].
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Επεξεργασία ∆.Χ. των σηµάτων Σ.Χ.

Επεξεργασία σηµάτων Σ.Χ. µε χρήση συστήµατος ∆.Χ.
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Επεξεργασία ∆.Χ. των σηµάτων Σ.Χ.

Γνωστές µαθηµατικές περιγραφές

της εισόδου στο πεδίο του χρόνου και της συχνότητας, από τη µετατροπή

σήµατος Σ.Χ. σε σήµα ∆.Χ.

x[n]
F←→ X(e

jΩ) =
1

T

+∞∑
k=−∞

Xc(j
Ω

T
− j

2πk

T
) (23)

της εξόδου από την ανακατασκευή σήµατος από τα δείγµατά του

yr(t) =
+∞∑

n=−∞
y[n]

sin[π( t − nT
T

)]

π( t − nT
T

)

F←→

Yr(jω) = Hr(jω)Y (e
jωT ) =

{
T Y (ejωT ) αν |ω| < π

T
0 αλλού

(24)

όπου Yr(jω)
F−1

←→ yr(t) (αντίστροφος µετασχηµατισµός Fourier Σ.Χ.) και

Y (ejωT )
F−1

←→ y[n] (αντίστροφος µετασχηµατισµός Fourier ∆.Χ.).

∆ειγµατοληψία 26/30



Επεξεργασία ∆.Χ. των σηµάτων Σ.Χ.

Γνωστές µαθηµατικές περιγραφές

της εισόδου στο πεδίο του χρόνου και της συχνότητας, από τη µετατροπή

σήµατος Σ.Χ. σε σήµα ∆.Χ.

x[n]
F←→ X(e

jΩ) =
1

T

+∞∑
k=−∞

Xc(j
Ω

T
− j

2πk

T
) (23)

της εξόδου από την ανακατασκευή σήµατος από τα δείγµατά του

yr(t) =
+∞∑

n=−∞
y[n]

sin[π( t − nT
T

)]

π( t − nT
T

)

F←→

Yr(jω) = Hr(jω)Y (e
jωT ) =

{
T Y (ejωT ) αν |ω| < π

T
0 αλλού

(24)

όπου Yr(jω)
F−1

←→ yr(t) (αντίστροφος µετασχηµατισµός Fourier Σ.Χ.) και

Y (ejωT )
F−1

←→ y[n] (αντίστροφος µετασχηµατισµός Fourier ∆.Χ.).

∆ειγµατοληψία 26/30



Επεξεργασία ∆.Χ. των σηµάτων Σ.Χ.

Γνωστές µαθηµατικές περιγραφές

της εισόδου στο πεδίο του χρόνου και της συχνότητας, από τη µετατροπή

σήµατος Σ.Χ. σε σήµα ∆.Χ.

x[n]
F←→ X(e

jΩ) =
1

T

+∞∑
k=−∞

Xc(j
Ω

T
− j

2πk

T
) (23)

της εξόδου από την ανακατασκευή σήµατος από τα δείγµατά του

yr(t) =
+∞∑

n=−∞
y[n]

sin[π( t − nT
T

)]

π( t − nT
T

)

F←→

Yr(jω) = Hr(jω)Y (e
jωT ) =

{
T Y (ejωT ) αν |ω| < π

T
0 αλλού

(24)

όπου Yr(jω)
F−1

←→ yr(t) (αντίστροφος µετασχηµατισµός Fourier Σ.Χ.) και

Y (ejωT )
F−1

←→ y[n] (αντίστροφος µετασχηµατισµός Fourier ∆.Χ.).

∆ειγµατοληψία 26/30



Επεξεργασία ∆.Χ. των σηµάτων Σ.Χ.

Συσχέτιση µεταξύ y[n] και x[n] (1)

Επειδή το xc(t) είναι Ϲωνοπερατό, κατ᾿ απαίτηση του ϑεωρήµατος

δειγµατοληψίας, έχουµε Xc(jω) = 0, για |ω| > π
T

.

Για ένα γραµµικό σύστηµα διακριτού χρόνου Y (ejΩ) = H(ejΩ) X(ejΩ) άρα

Yr(jω) = Hr(jω) H(e
jωT ) X(e

jωT )︸ ︷︷ ︸
Y(ejωT )

= Hr(jω) H(e
jωT )

1

T

+∞∑
k=−∞

Xc(jω − j
2πk

T
)

=

{
H(ejωT ) Xc(jω) αν |ω| < π

T
0 αν |ω| > π

T
.

(25)
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Επεξεργασία ∆.Χ. των σηµάτων Σ.Χ.

Συσχέτιση µεταξύ y[n] και x[n] (2)

δηλαδή

Yr(jω) = Heff(jω) Xc(jω) (26)

όπου Heff(jω) το ισοδύναµο σύστηµα Σ.Χ. που ορίζεται ως

Heff(jω) =

{
H(ejωT ) αν |ω| < π

T
0 αν |ω| > π

T
.

(27)

Η (27) υποδεικνύει µία µέθοδο για τη µετατροπή µιας αναλογικής

σχεδίασης σε ψηφιακή, τη µέθοδο της αµετάβλητης κρουστικής απόκρισης

(impulse-invariance).

∆ειγµατοληψία 28/30



Επεξεργασία ∆.Χ. των σηµάτων Σ.Χ.

Συσχέτιση µεταξύ y[n] και x[n] (2)

δηλαδή

Yr(jω) = Heff(jω) Xc(jω) (26)

όπου Heff(jω) το ισοδύναµο σύστηµα Σ.Χ. που ορίζεται ως

Heff(jω) =

{
H(ejωT ) αν |ω| < π

T
0 αν |ω| > π

T
.

(27)

Η (27) υποδεικνύει µία µέθοδο για τη µετατροπή µιας αναλογικής

σχεδίασης σε ψηφιακή, τη µέθοδο της αµετάβλητης κρουστικής απόκρισης

(impulse-invariance).
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Επεξεργασία ∆.Χ. των σηµάτων Σ.Χ.
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Επεξεργασία ∆.Χ. των σηµάτων Σ.Χ.

Παράδειγµα 9.2 (1)

Για να σχεδιάσουµε ένα ιδανικό Ϲωνοπερατό διαφοριστή ξεκινούµε από

την ιδιότητα της διαφόρισης του µετασχηµατισµού Fourier. ΄Ενας

διαφοριστής είναι σύστηµα Σ.Χ. µε σχέση εισόδου-εξόδου

yc(t) =
d

dt
xc(t) (28)

και απόκριση συχνότητας Hc(jω) = j ω.

Για Ϲωνοπερατή είσοδο εφαρµόζοντας την (27) προκύπτει

Heff(jω) =

{
jω αν |ω| < π

T
0 αν |ω| ≥ π

T
.

(29)

µέτρο και η ϕάση της απόκρισης συχνότητας του ισοδύναµου συστήµατος Σ.Χ.
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Επεξεργασία ∆.Χ. των σηµάτων Σ.Χ.

Παράδειγµα 9.2 (2)

Το αντίστοιχο σύστηµα διακριτού χρόνου έχει απόκριση συχνότητας

H(e
jΩ) =

jΩ

T
, |Ω| < π. (30)

Η απόκριση συχνότητας είναι τώρα περιοδική συνάρτηση µε περίοδο 2 π.

Η ϕάση της απόκρισης συχνότητας είναι :

∠H(e
jΩ) =

{
π
2

αν 0 < Ω < π
−π
2

αν −π < Ω < 0.
(31)

Η κρουστική του απόκριση του διαφοριστή διακριτού χρόνου είναι :

h[n] =
πn cosπn− sinπn

π n2 T
=

{
0 αν n = 0
cosπn

nT
αν n 6= 0.

(32)

µέτρο και η ϕάση της απόκρισης συχνότητας του διαφοριστή ∆.Χ.
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