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������ ���� ���� ���	
�� 
����� x(t) ���������� ���� 	���� ������ ��� ����������	���

����� ��� �� �	������ ���� ���� � ��
������ �	����������� ωs = 10000 π� ��� ���  ��� 

��� ω 	���� 	����� �� ��� X(jω) = 0!

����"

#�� ��� $	���� 	���� ������ ��� 	�� X(jω) = 0 ��� |ω| > ωs

2
� ���	 �� ���� ���	
�� 
�����

����	� �� ������$	� ����� ��� �� �	������ ���� �#�� X(jω) = 0 ��� |ω| > 5000 π�

����	� ����� �� ���� ���	
�� 
������ x(t)� ����  %��� 	�� �������� �������&���� '��(

���� �	 ��
������ ������� ωc = 1000 π� ��� �� �� �� ��� ����)� �	����������� 	'��(

����	� ��� x(t)� ���  ��� �� ������$	 �	������ �	����������� $� 	���)���� ��� �� x(t)

����	� �� ���������	����	� ��� �� �	������ ��� 
���������)��� ��������� �������&���

'�����!

*�+ T = 0.5× 10−3

*&+ T = 2× 10−3

*�+ T = 10−4�

����"

,� ������� �������&��� '����� �	������	� ��� ��)�	�� ��
������ ��� ������ �	 ωc� ������

ωM = ωc� #�� �� -	)���� �	������������ � 	��
���� ��
������ �	����������� 	���� 	�	���

.



/ �� ��������	�
� ��������������

��� Nyquist � ������

ωs = 2 ωM = 2× 103 π ⇐⇒ 2π

Ts

= 2× 103 π ⇐⇒ Ts = 10−3 sec. *0�1�.+

�#�� T < Ts� ����	 ����	��  	���� �� 	�����  *�+ ��� *�+�

����
� 2� ����������	�	 �� ��
������ Nyquist ��� �� ������$� ������

*�+ x(t) = 1 + cos 2000πt+ sin 4000πt

*&+ x(t) = sin(4000 π t)
π t

*�+ x(t) =
(

sin(4000 π t)
π t

)2

�

����"

*�+ 3���������	 ��� � ��)�	�� *�������+ ��
������ ��� ������ 	���� 4000π� ���� ��

ωs = 2× 4000 π = 8000π � fs =
ωs

2π
= 4000 Hz.

*&+ #�� �� �������	 ��� 4	���
��������� Fourier ���	
�� 
����� 	���� ������ ���

x(t) =
sin(4000 π t)

π t

F←→ X(jω) =

⎧⎨
⎩

1 |ω| < 4000π

0 ������
*0�1�/+

���� �� ωs = 2× 4000 π = 8000π � fs =
ωs

2π
= 4000 Hz.

*�+ # ���&�������	 �	 y(t) = sin(4000 π t)
π t

� ,��	� x(t) = y2(t)� ���� ��� X(jω) =

1
2π
(Y ∗ Y )(jω)� #��� ��� ��� *0�1�/+� Y (jω) 	���� ��$��)��� ����� 	���� �)�� 4000 π�

����	 � ��� ��%� ��� ��$������� ����)� $� 	���� ������� �	 �������� 	��� �)��� ����	 �

��)�	�� ��
������ ��� X(jω) $� 	���� 8000 π ��� ���� ��� �	�� � ��
������ �	�����������

$� 	����

2 π fs = 2× 8000 π ⇐⇒ fs = 8000 Hz. *0�1�5+

������ ����� ���� x(t) �	 ��$�� Nyquist ω0� 2� ����������	�	 �� ��$�� Nyquist ���

��$ �� ��� �� ������$� ������

*�+ y(t) = x(t) + x(t− 1)

*&+ y(t) = d
dt
x(t)

*�+ y(t) = x2(t)
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*�+ y(t) = x(t) cosω0t�

����"

*�+#�� ��� �������� �� �	�������� ��� 
���� ��� �	���
��������� Fourier, Y (jω) =

X(jω) + e−jωX(jω)� �'���� X(jω) = 0 ��� |ω| > ω0

2
� ���	 ��� Y (jω) = 0 ��� |ω| > ω0

2
�

�#��� � ��
������ Nyquist $� 	���� ω0�

*&+ #�� ��� �������� �� ���'����� ��� �	���
��������� Fourier, Y (jω) = jω X(jω)

��� X(jω) = 0 ��� |ω| > ω0

2
� ���� ��� Y (jω) = 0 ��� |ω| > ω0

2
� ����	 � ��
������ Nyquist

$� 	���� ω0�

*�+ #�� ��� �������� ��� ��������������� ��� 
���� ��� �	���
��������� Fourier,

Y (jω) = 1
2π
(X ∗ X)(jω)� �#��� �� 	��� �)�� ��� Y (jω) $� 	���� 2 × ω0

2
= ω0� ����	 �

��
������ Nyquist $� 	���� 2× ω0�

*�+ #�� ��� �������� �� ������'����  
���	

x(t) cosω0t
F←→ 1

2π
X(jω) ∗

[
δ(ω − ω0) + δ(ω + ω0)

]
=

1

2π

[
X(j(ω − ω0)) +X(j(ω + ω0))

]
.

*0�1�6+

7 ��)�	�� ��
������ ��� ������'�� ��� ������ $� 	���� ωM = ω0 +
ω0

2
= 3

2
ω0� �#�� �

��
������ Nyquist $� 	���� ωN = 3 ω0�

������ 3��� ��
������ �	����������� $� 	��� ���	 ��� �� ���� x(t) = 3 cos(4π t) −
6 sin(10π t)!

����"

3���������	 ��� � ��)�	�� ��
������ ��� ������ 	���� ωM = 10π� �#�� ωs ≥ 2 ωM =

2× 10 π � fs ≥ 10 Hz. 4�� 	����� 	������ 	���� fs ≈ 30 Hz.

������ ����� ���� x(t) �	 ��
������ Nyquist ω0 ��� y(t) = x(t) p(t− 1)� ����

p(t) =

+∞∑
n=−∞

δ(t− nT ), T <
2π

ω0
. *0�1�1+

2� ����������	�	 �� ���$��	 ��� �� � ��� ��� �� '��� �� �������� ��
������ 	��

'������ ��� ���	� �� x(t) �  %���� ���� 	����� 	���� �� ���� y(t)�

����"
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# %	��������	 ������������ �� �	���
�������� Fourier ��� ������ p(t)� #�� ��

�������	 ��� �	���
��������� Fourier ��� �� �	������� ������ �������	�

p(t)
F←→ 2π

T

+∞∑
k=−∞

δ(ω − kωs) =
2π

T

+∞∑
k=−∞

δ(ω − 2 π k

T
) *0�1�8+

����	

p(t− 1)
F←→ e−jω 2π

T

+∞∑
k=−∞

δ(ω − 2 π k

T
)

2π

T

+∞∑
k=−∞

exp(−j 2 π k

T
) δ(ω − 2 π k

T
). *0�1�9+

#�� ��� �������� ��� ��������������� ��� �	��� ��� 
����� �������	�

y(t) = x(t) p(t− 1)
F←→ Y (jω) =

1

2π
X(jω) ∗

{2π

T

+∞∑
k=−∞

exp(−j 2 π k

T
) δ(ω − 2 π k

T
)
}

Y (jω) =
1

T

+∞∑
k=−∞

exp(−j 2 π k

T
)X(j(ω − 2 π k

T
)). *0�1�:+

����� '���� X(jω) ��� �
	����	��� ��� ;
��� 0�1�.� ����� '��	�� ��� � ��)�	�� ��
��(

���� ��� ������ 	���� ω0

2
�

1

1 2 3 4−1−2−3−4−5 ω

X(jω)

ω0

2
−ω0

2

;
��� 0�1�." <���� X(jω)�

,� '���� Y (jω) $� 	���� �	������� 	�������� ��� '������ ��� X(jω) �	 ������� ��

	�'��������� �	�������� �� ��� ��
�����	 k 2π
T
� ��� '���	��� ��� ;
��� 0�1�/� 7 ��
������

�	����������� 	���� ωs =
2π
T
� ;��'��� �	 �� -	)���� �	�����������

ωs ≥ 2
ω0

2
⇐⇒ T ≤ 2π

ω0
⇐⇒ 1

T
≥ ω0

2π
. *0�1�0+

=��	���� �� �����������	� � ��
������ ������� 	�� �������� �������&���� '������ �	 ���(

����� ��
������

H(jω) =

⎧⎨
⎩

T |ω| ≤ ωc

0 �����
*0�1�.>+



�� ��������	�
� �������������� 1

��� �
	����	��� �	 ��� 
�)�� ��� ;
��� 0�1�/� ,� ����� T 	%���	�	�)�	� ��� ���������

1
T

��� *0�1�:+ ��� 	������� ��� �� X(jω) ������)�	��� ���� � ��� ��)&���� 3��'��) �

	����� 	������ ��� �� ωc ��������	� �� ��������	

ω0

2
< ωc <

2π

T
− ω0

2
. *0�1�..+

��	��� ������)�	��� � ��� ��� k = 0 ���� *0�1�:+� ���� ��� �	�� � '��� ��� 	����	� ��

'��������� 	�$	���� ���	���	���� ��� 	%��'����	��� ��� � �������� ��� �� '����

1

1 2 3 4 5 6 7−1−2−3−4−5−6−7−8 ω

Y (jω)

ω0

2
−ω0

2

ωc−ωc

2π
T

−2π
T

2π
T
− ω0

2
2π
T
+ ω0

2

T

;
��� 0�1�/" <���� Y (jω)�

����� ��� �� ������� ��� ;
����� 0�1�5 �� ������ x1(t) ��� x2(t) �����������������

��� �� �����	�� w(t) ���&���	��� �	 �	����������� �	 �� �� �	������)� ��������)� ����)�

��������� �� ���� wp(t)� ,� 	��� &����� �)�� ��� ������� x1(t) ��� x2(t) 	������	���

x1(t)

x2(t)

× ×

p(t) =
∑+∞

n=−∞ δ(t− nT )

wp(t)
w(t)

;
��� 0�1�5" ;������ �� �#����� 0�1�9�

��� ;
����� 0�1�6 ��� 0�1�1� ��������
�� 2� ����������	�	 �� � ����� �	����� �	�����������
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T  ��� )��	 �� w(t) �� ����	� �� ������$	� ��� �� wp(t) �	 �� 
���� �������� �������&����

'�������

1

1 2 3 4−1−2−3−4−5 ω

X1(jω)

ω1−ω1

;
��� 0�1�6" <���� X1(jω)�

1

1 2 3 4−1−2−3−4−5 ω

X2(jω)

ω2−ω2

;
��� 0�1�1" <���� X2(jω)�

����"

#�� ��� �������� ��� �	���
��������� Fourier ��� �� �����	�� ��� 
����  
���	

w(t) = x1(t) x2(t)
F←→W (jω) =

1

2π

[
X1(jω) ∗X2(jω)

]
. *0�1�./+

�'���� �� W (jω) �������	� � ��� ��%� ��� ��� '�������� $�  
	� �	��� ������� |ω| ≤
ω1 + ω2� ��� �� wp(t) = w(t) p(t)� ��� ��� ������� �	���
��������� Fourier ��� �	�������

���� w(t)  
���	

wp(t)
F←→Wp(jω) =

2π

T

+∞∑
k=−∞

[
W (jω) ∗ δ(ω − 2π

k

T
)
]
=

2π

T

+∞∑
k=−∞

W (j(ω − 2π
k

T
)). *0�1�.5+

��� �� ��� 	������������� �� �����
��� ������� ��� W (jω) ��� '���� ��� Wp(jω) ���	�

2π

T
− ω1 − ω2 ≥ ω1 + ω2 ⇐⇒ 2π

T
≥ 2(ω1 + ω2)⇐⇒ T ≤ π

ω1 + ω2

. *0�1�.6+
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������ ���� ���� ����	���� �	 ���%� ���������� *�	������+ ���	���� ��%� (zero-order

hold) �	 ��������� �	����� �	����������� T ��� �� ����
$	�  �� ���� x0(t)� ����� x1(t) ��

���� �	��� �� ���������� �	������ ��)�� ��%� ��� �	������ ��� ������ x(t)� ������

x1(t) =
+∞∑

n=−∞
x(nT ) h1(t− nT ) *0�1�.1+

���� h1(t) � ��������� ��� �
	����	��� ��� ;
��� 0�1�8� 2� ����������	�	 ��� ��������

��
������ 	�� '������ ��� �����	� �� x1(t) �  %���� ���� 	����� 	���� �� x0(t)�

1

1−1−2 t
T

h1(t)

T−T

;
��� 0�1�8" ;�������� h1(t)�

����"

?�
�	� x1(t) = h1(t) ∗
∑+∞

n=−∞ x(nT )δ(t − nT )� 7 	����� x0(t) �	�� ��� �� ����������

�	������ ���	���� ��%� ���'	��� �������

x0(t) = h0(t) ∗
+∞∑

n=−∞
x(nT )δ(t− nT ) *0�1�.8+

���� h0(t) � ��������� ��� �
	����	��� ��� ;
��� 0�1�9�

1

1−1 t
T

h0(t)

T

;
��� 0�1�9" ;�������� h0(t)�

# �����������	 ��� �	���
��������� Fourier ��� x1(t) ��� x0(t)"

X1(jω) = H1(jω)Xp(jω) *0�1�.9+
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X0(jω) = H0(jω)Xp(jω) *0�1�.:+

����
+∞∑

n=−∞
x(nT )δ(t− nT )

F←→ Xp(jω). *0�1�.0+

#�����) ��� �������� ��
������ Hd(jω) 	�� ��������� ��� $� ���'�����$	� �	 �� x0(t)

��� $� ����%	�  %��� x1(t)� @���	

Hd(jω) =
X1(jω)

X0(jω)
=

H1(jω)

H0(jω)
*0�1�/>+

���� �%������$���� �� *0�1�.9+ ���*0�1�.:+� A	���)��� ��� �� �	���
�������� Fourier ���

���������� ������

g(t) =

⎧⎨
⎩

1− |t| |t| < 1

0 �����

F←→ G(jω) =
sin2(ω

2
)

(ω
2
)2

*0�1�/.+

��� ������������� ��� h1(t) = g( t
T
)� � �������� �� ��������� ��� �	���
��������� Fourier

�� ���	�

H1(jω) =
1

|a| G(j
ω

a
) |a= 1

T
= T G(j T ω) = T

sin2(ωT
2
)

(ωT
2
)2

. *0�1�//+

#� �	��������	� � ��������� h0(t) ������� ��� ������ t ← t + T
2

�������	� ����	�����

��$��)��� ����� h0(t+
T
2
) = u(t+ T

2
)−u(t− T

2
)� ���� u(t) � ��������� ���������� &�����

*� ��������� Heaviside) ��� ��� ����� � ������ ��� �	��)� �	���
�������)� Fourier ��

���	�

h0(t+
T

2
)

F←→ 2T
sin(ωT

2
)

ωT
. *0�1�/5+

#��� ��
�	� 	���� ��� �� �	%� � �� �� *0�1�/5+ ������� �	 H0(jω) exp(jω T
2
) � ��� �	��

�� �������� �� �	�������� ��� 
����� �#��

H0(jω) = exp(−jωT

2
)2T

sin(ωT
2
)

ωT
. *0�1�/6+

4���	� �� �	�
$	� ���

h1(t) =
1√
T
h0(t+

T

2
) ∗ 1√

T
h0(t +

T

2
) *0�1�/1+

��� ���	���	��� ���

H1(jω) =
1

T
exp(jω T )H2

0 (jω). *0�1�/8+

#�����$���)��� ��� *0�1�/8+ ���� *0�1�/>+ �������	�

Hd(jω) =
1

T
exp(jω T )H0(jω) = 2 exp(jω

T

2
)
sin(ω T

2
)

ω T
. *0�1�/9+


