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-%8

.

����� .%--( �������
� ������� �	���	��, ��'���%

��"�� �����
��� 	�������� !�� � �����
��� 	��������� ����	��


� 

5��3���	 �� ����(

δ[n] =

⎧⎨
⎩

0 n �= 0

1 n = 0.
).%.C+



�� ��������	�
� �������������� --

/ 
������
� �����	���� �
�� δ[n] 
���	�3���	 ����� .%-.% D����� �,��� �� ��	���� '�	

δ[
n
]

n

δ[n]

*@ *. A . @ B 8
A

A%.

A%@

A%B

A%8

-

-%.

-%@

-%B

-%8

.

����� .%-.( �������
� �����	���� �
��%

x[n] δ[n] = x[0] δ[n]. ).%.B+

/ 
������
� δ[n] ������3���	 �� �	� ��� ������ ����� ��' �� 
������
� u[n](

δ[n] = u[n] − u[n − 1]. ).%.E+

7
��,����(

u[n] =
n∑

m=−∞
δ[m]

k=n−m
=

∞∑
k=0

δ[n − k]. ).%.8+

��"�� $���
�� ��	�

 �
����

�� �������	�' ��4��	�' 
��� �	���	��, ��'��� )�%<%+ ���3���	 ��

x[n] = C an |a=eβ= C eβ n C, a ∈ R. ).%.9+

/ ����
��
� Can ����	 �	' �,���
��� �	= ���' ��	 4� ��
	
��,�� 
= �����% G� ���� �	�

�	� ���� �	�"� ��� �����"���� a ��������,�� '�	(

|a| < 1 ���
����,���� ��4��	�'

|a| > 1 �����'���� ��4��	�'

a > 0 ��'
��� ��������

a < 0 ����'
��� ��������

a = 1 
��4��' 
��� x[n] = C

a = −1 x[n] = ±C%
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x
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]

n
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A

-

.

:

@

C

B

x
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]

n

(0.5)n
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A

.

@

B

8

-A

-.

-@

-B

x
[n

]

n

(−0.5)n

*C A C
*-A

*C

A

C

-A

-C

.A

����� .%-:( !����������� �������	��� ��4��	��� �	���	��, ��'���%

!����������� �����
	�3����	 
�� ����� .%-:%

��  ����
�	�' ��4��	�' ���3���	 ��

x[n] = ejΩ0n = cos Ω0n + j sin Ω0n. ).%:A+

!�
"���	� 	�
��
�"����� ��� �������
��� 	�#	�
��� �
���
��$ ��"���

• 1����
�	�' ��4��	�' �%<% 
���'����� (Ω0 + 2π)(

ej (Ω0+2π)n = ej2π n ej Ω0n = ej Ω0n ).%:-+

����	 �� ��	� �� ������ ��� "��	 
���'���� Ω0% #��� �	��	
������	 �
����� �� �� 
�����


�����,� ��'���� '��� �� 
����� ej ω0t ����	 �	� ����	�� �	� �	� ����	�"� �	�"� ��� ω0%

F��������  ����
�	�� ��4��	�� ���	�3���	 �� ��4���
���� "�� �	�
���� ������ 2π


�� ����� �� ��"����� ��� Ω0( �%�% 0 ≤ Ω0 < 2π� −π ≤ Ω0 < π% ;	�

0 < Ω0 < π � ��4�'� ������
�� ������	

π < Ω0 < 2π � ��4�'� ������
�� ���������	%

• #$����� ���	��	�'�����(

ej Ω0(n+N) = ej Ω0n ⇔ ej Ω0N = 1 ⇔ Ω0 N = 2π m , m ∈ Z. ).%:.+

#���
Ω0

2π
=

m

N
. ).%::+

�� 
��� ej Ω0n �	� ����	 ���	��	�' �	� ��4������� �	�"� ��� Ω0� �� �'�� �� Ω0
2π ����	

���'� ��	4�'�% $�� x[n] ����	 ���	��	�' �� 4���	��� ������� N � � 4���	���� 
���'����



�� ��������	�
� �������������� -:

����	 2π
N % $�� x[n] = ej Ω0n� Ω0 �= 0� �'��

N = m

(
2π

Ω0

)
. ).%:@+

5 !������ .%. 
���0�3�	 �	� �	� ��"� �����
� 
��  ����
�	�� ��4��	�� 
�����,� ��	 �	���	��,

��'���%

!������ .%.( �	� ��"� �����, ��� 
������ ej ω0 t ��	 ej Ω0 n%

ej ω0t ej Ω0n

�	� ����	�� 
����� �	� �	� ����	�� ω0 ����'
��� 
����� �	� ��4��	�� 
� 
�*

��'����� ��� ��"���� 2π

!��	��	�� �	� ���	������� ����� ω0 !��	��	�� �'�� ��� Ω0 = 2π m
N � N > 0�

m ∈ Z
†

F���	���� 
���'���� ω0 F���	���� 
���'����†( Ω0
m

F���	���� ��������(

ω0 = 0 ����
�	'�	
��

ω0 �= 0 2π
ω0

F���	���� ��������†(

Ω0 = 0 ����
�	'�	
��

Ω0 �= 0 m
(

2π
Ω0

)

† N ��	 m ��� "���� ��	��,� ����������%

• �����	�"�( �����	�"� 
�����,� ��'��� �����3����	 ��  ����
�	�� ��4��	�� ��� "����


���'����� ��"��	� �����
	� ��� 4���	������ �����

φk(t) = ej k ( 2π
T

) t k = 0,±1, . . . ).%:C+

$���	 
����� �	� ����	�� �����, ���� �	� �	� ����	�"� �	�"� ��� k% 5	 �����	�"� �%<%�

���� �������� ����	

φk[n] = ej k ( 2π
N

) n. ).%:B+

!�������,�� '�	

φk+N [n] = ej (k+N) ( 2π
N

) n = ej k ( 2π
N

) n = φk[n]. ).%:E+

%��� �'�� N 
���	�� �����	�"� �%<% ����	 �	� ����	�"�( φ0[n], φ1[n], . . . , φN−1[n]%



-@ �� ��������	�
� ��������������

• ��	������0�� 
� 	
��"����� 
�����( $���	 � �����	
�'� ��� ������	 �� 
����� �%<%

��' ������ ��� 
�����,� ��'���% �� � ���'
���� �� �	��	��
�� ��� ��	������0���


�� �	���	�� ��4��	��(

x[n] = ej ω0 t |t=n Ts= ej (ω0 Ts) n = ej Ω0 n, Ω0 = ω0 Ts ).%:8+

�� 
��� �%<% ����	 ���	��	�' �'�� �� ω0 Ts
2π ����	 ���'� ��	4�'�%

&����	
'�� (�)� #$
�� x(t) = cos(2π t)% �� Ts ����	 � �������� ��	������0���� �'�� ���*

�,���	 �� 
��� �%<% x[n] = x(nTs) = cos(2π Ts n)% ;	� ����� ��	��"� ��� �����"���� Ts

�	������,�� �� �� 
��� �%<% ��� ����,���	 ����	 ���	��	�'%

�% Ts = 1
12
( x[n] = cos(2π 1

12
n) ���	��	�'� ���	�� 1

12
����	 ���'� ��	4�'�%

�% Ts = 4
31
( x[n] = cos(2π 4

31
n) = cos(8π n

31
) ���	��	�'� ���	�� 4

31
����	 ���'� ��	4�'�%

�% Ts = 1
12π

( x[n] = cos(2π( 1
12π

) n) = cos(n
6
) ��� ����	 ���	��	�'� �	��� 1

12π
����	 �������

��	4�'�% ���� �������
� ���� ���	��	�� ����	 �'�� � ���	����
�� ����� �� 
���


�����,� ��'��� ��� ��������	 
� ��	������0��%

�� ����,������ 
����� �%<% 
�� !�����	��� .%- ��	��	��,����	 
�� ����� .%-@%

t

cos(2πt)

x
(t

)

n

x
[n

]

Ts = 1
12

*-A *C A C -A*C A C
*-

*A%C

A

A%C

-

*-

*A%C

A

A%C

-

n

x
[n

]

Ts = 4
31

n

x
[n

]

Ts = 1
12π

A -A .A :A @AA -A .A :A @A
*-

*A%C

A

A%C

-

*-

*A%C

A

A%C

-

����� .%-@( ��	������0�� 
����	�����	��,� 
������ �	� �	� ���� �	�"� ��� ���	'��� ��	�*

�����0���%



�� ��������	�
� �������������� -C

��, �(��
��

$���	 �	��	��
�� ��� ��	 "��	 �� ����
�����	
�' ��'� 
������% �����	�� "��(

x(t) −→ y(t) x[n] −→ y[n]

y(t) = T{x(t)} y[n] = T{x[n]}.

��
������ �����,� �� 
����4�,� 
� 
�	�� � ������� '���  ������	 
�� ����� .%-C%

H

H1 H2

H1

H2

+

����� .%-C( �	�
���"
�	� 
�
�������%

&����	
'�� (�(� >� �������
��
��� 
�����	�� �� 
,
���� ��� ���3���	 ��' ��� 
�"
�

�	
'���*��'���

y[n] = (2 x[n] − x2[n])2. ).%:9+

/ 
�����	�� ����
��
�  ������	 
�� ����� .%-B%

2[ ]

[ ]2

+ [ ]2
x[n]

+

−

y[n]

����� .%-B( �,
���� ��� !������������ .%.%

�� 
�
������ �����,� ���
�� �� �	�
����4�,� 
� 
����
������ ������
��% <������*

�	
�	�' ������	��� 
����
������� ������
�� �������	 
�� !�����	��� .%:%



-B �� ��������	�
� ��������������

&����	
'�� (�*� �� ������ RC �,���� ��� �������� .%-E �	��������	 ��' �	� ����

��,����� i(t)% !�� ���� � ����
��
� R �	���"���	 ��' ��,�� i2(t) ��� ������	 ��' �� 
�"
�

i2(t) =
v(t)

R
).%@A+

��� � ��
� v(t) ��� �����,

���	 
�� ���� ��� ������� 
����3���	 �� �� ��,�� ��� ���

�	���"�	 �	� ���

v(t) =
1

C

∫ t

−∞
i1(τ)dτ. ).%@-+

�� i1(t) = i(t) − i2(t)� ��'�� ��'
� ������	 � ��
� 
�� ���� ��� �������� ��"�� ��	

	
���'���� ��,�� �	���"�	 ��� ����
��
� ��	 ������3�	 ��� ������� �� �� ���	
���%

+ v(t) = 1
C

∫ t

−∞ i1(τ)dτ

i2(t) = v(t)/R

i(t) + i1(t) v(t)

−

i2(t)

R

i2(t)

%

C

i1(t)

i(t)

−

+

v(t)

����� .%-E( ��� 
����
������ ������
��%

��%�� &��
�
� ���
�	�
'�

-+ �$����� ����� �����( / "����� 
� ��4� ����	�� 
�	��� ��������	 ��' ��� �	�� ���

�	
'��� ��� ��	� 
�	���� �%�%

y(t) = a x(t). ).%@.+

.+ �$����� �	 �����( / "����� 
� ��4� ����	�� 
�	��� ��������	 ��' �	� ������"
�����



�� ��������	�
� �������������� -E

�	�"� ��� �	
'���� �%�%

y[n] =
∑n

k=−∞ x[k]

y(t) = x(t − 1)

� ��
� 
�� ���� ��� �������.

:+ ���
����+
�� �$�����( �	���	�"� ��
���	 �����,� 
� �	���	�"� ��'���� )����� .%-8+�

�%�%

$�4,( y(t) = 2 x(t)% ����
��� �( z(t) = 1
2
y(t)% �'�� z(t) = x(t)%

$�4,( y[n] =
∑n

k=−∞ x[k]% ����
��� �( z[n] = y[n] − y[n − 1]% �'�� z[n] = x[n]%

H H−1
x[n] y[n] z[n] = x[n]

����� .%-8( �	�
,���
� ��4"�� ��	 ����
��� �� 
�
�������%

@+ �
�
��"����(causality): #$�� 
,
���� "����	 �	�	��'� ��� � "����� 
� ��4� ����	��


�	��� ��������	 ��' ��� ��
��� 
��� ����,
� 
�	��� ��	 �� ����4'�%

!������ .%:( !����������� �	�	���� ��	 ��*�	�	���� 
�
�������%

!�����������

�	�	���� 
�
������� �� �	�	���� 
�
�������

y(t) = x(t − 1) y[n] = x[n] − x[n + 1]

y(t) = 1
C

∫ t

−∞ x(τ)dτ y(t) = x(t + 1)

��
������ ����� ����� y[n] = 1
2M+1

∑M
k=−M x[n − k]

C+ �����#	
� (stability): $�
��4"� ������	 �� 
,
���� ������ �	� �� ����� �	��"�

������"� ��� �	
'��� �����,� 
�  ����"��� ������"� ��� ��'���� �%�% � �����'�� �

���������
� y(t) ��� 
 ����� 
�� ���� ��� �������� .%-9 ������ �� ����	 ��, ������

��'�� ��	 �	� �	��� ������� ��� �,����� x(t) ��� �� �	������	% ��,�� ��� 
�������	
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x(t)

y(t)

�
��4"� $�
��4"�

x(t)

y(t)

����� .%-9( �
��4� ��	 ��
��4� 
�
������%

'��� � 
 ���� ����	 �"
� 
��� ����� ��	 ���	�% $�� |x[n]| < B 
���������	 |y[n]| <

C� �'�� �� 
,
���� "����	 ��
��4"�  ����"��� �	
'���* ����"��� ��'��� (BIBO:

Bounded input-bounded output).

B+ �������	������"���� (time-invariance): <���	�� �����'�	
� ��� �	
'��� �������

����	�� �����'�	
� ��� ��'��� ���� �� ��	� ��
'� ����� �� y[n] = T{x[n]}� �'��
y[n − n0] = T{x[n − n0]}%

E+ �����
�"����( #$�� 
,
���� "����	 �����	�' �� 	
�,��� �	 ���� �,� 	�	'�����(

-% !��
4��	�'����( �� x1(t) → y1(t) ��	 x2(t) → y2(t)� �'��

x1(t) + x2(t) → y1(t) + y2(t) ).%@:+

�

T{x1(t) + x2(t)} = T{x1(t)} + T{x2(t)} ).%@@+

.% 5��	��"��	�( �� x(t) → y(t) ��	 a �= 0� �'��

ax(t) → ay(t) � T{ax(t)} = aT{x(t)}. ).%@C+

!����������� �� �����	��� 
�
�������( y(t) = x2(t)� y(t) = sin[x(t)]%

;	� �� �����	�� 
�
������ �"�� 	
�,�	 � ���� ��� ���#	��� (superposition), �����

��

x[n] =
∑

k

ak xk[n] ).%@B+

�'��

y[n] = T{x[n]} = T{
∑

k

ak xk[n]} =
∑

k

ak T{xk[n]} =
∑

k

ak yk[n]. ).%@E+



�� ��������	�
� �������������� -9

������
�� ���������( ��� �����	�� 
�
������ 	
�,�	(

�����	�� ��
���� → �����	�� "�����%

�� 
,
���� y[n] = 2x[n]+ 3 �	� ����	 �����	�'� ����'�	 � ���
�
� ����	 �����	��% H"�� '�	

����	 
��	��	���� �����	�' 
,
���� (incrementally linear system).


