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�������� 	


������������� Laplace

��� �����	
 ����	�


������ �� �������	
��� �� �
�	���
�	�� Laplace 
�� 	��
�� (2e−t + t)u(t)� u(t − 2)

��� e−tu(1− t)�

�����

• ��� 
� 	�� (2e−t + t)u(t) � ��������� ��� � ���������� �
�	���
�	�� Laplace


��
����
���

L{(2e−t + t)u(t)} = L{2e−t u(t)}+ L{t u(t)}
=

2

s + 1
+

1

s2
=

2s2 + s + 1

s2(s + 1)
, Re{s} > 0. � �!�"#

• ��� 
� 	�� u(t − 2) � ��������� ��� � ���������� �
�	���
�	�� Laplace 
��
�$

���
���

L{u(t− 2)} = e−2s L{u(t)} =
e−2s

s
, Re{s} > 0. � �!�%#

• ��� 
� 	�� e−tu(1− t) � ��������� ��� � ���������� �
�	���
�	�� Laplace �����

���&���
�����

– ��� ��������� �
�	���
�	� Laplace 
� 	�� ����� e−t u(t) u(1− t) = e−t ���

0 ≤ t ≤ 1� '(�� � ������� 	�����	�� ����� ��� 
� s−�������� )����
� � 
�

���	� 
�� ���	���

X (s) =

∫ ∞

0−
e−t e−st dt =

∫ 1

0−
e−t e−st dt =

∫ 1

0−
e−(s+1)t dt

=
[
− 1

s + 1
e−(s+1)t

]∣∣∣1
0−

=
1− e−(s+1)

s + 1
. � �!�*#

"



% �� ��������	�
� ��������������

+�����

lim
s→−1

1− e−(s+1)

s + 1
= lim

s→−1

−(−1)e−(s+1)

1
= 1 � �!�,#


� s = −1 ��� ����� ������

– ��� �������� �
�	���
�	� Laplace -����

X(s) =

∫ ∞

−∞
e−t u(1− t) e−st dt =

∫ 1

−∞
e−t e−st dt

=

∫ 1

−∞
e−(s+1)t dt =

e−(s+1)t

−(s + 1)

∣∣∣1
−∞

= − 1

s + 1

[
e−(s+1) − e−(s+1)(−∞)

]
= − 1

s + 1
e−(s+1), Re{s} < −1. � �!�.#

/
� ���� ���
-��	� ��
������� � ���	� 
�� ����
�
���

−e−tu(−t)
L←→ 1

s + 1
, Re{s} < −1

e−tu(−t)
L←→ −1

s + 1
, Re{s} < −1

e−(t−1)u(−(t− 1))
L←→ − e−s

s + 1
, Re{s} < −1

e e−tu(1− t)
L←→ − e−s

s + 1
, Re{s} < −1

e−tu(1− t)
L←→ −e−s e−1

s + 1
= −e−(s+1)

s + 1
, Re{s} < −1. � �!� #

����	� 0���
�� �
� � �
�	���
�	�� Laplace 
�� tu(t) ����� 1
s2 � �� �������	�
� 
���

�
�	���
�	��� Laplace 
�� 	��
�� (t− 1)u(t) ��� (at− b)u(t)�

�����

L{(t− 1)u(t)} = L{t u(t)} − L{u(t)} =
1

s2
− 1

s
=

1− s

s2
, Re{s} > 0. � �!�!#

L{(at + b)u(t)} = a
1

s2
− b

1

s
=

a− bs

s2
, Re{s} > 0. � �!�1#

����
� �� �������	
�� � ���������� �
�	���
�	�� Laplace 
�� �����2��� 
�� 	��
��

x(t) = te−tu(t)�

�����

UL{ d

dt
x(t)} = sX (s)− x(0−) � �!�3#

���� � ���������� �
�	���
�	�� Laplace 
�� x(t) �����

X (s) = UL{te−tu(t)} =
1

(s + 1)2
, Re{s} > −1. � �!�"4#



�� ��������	�
� �������������� *

+����� x(0−) = 0 ���������

UL{ d

dt
x(t)} = sX (s) =

s

(s + 1)2
, Re{s} > −1. � �!�""#

/
� ���� ���
-��	� 5� ��
������ ��� � �&����� 
�� ��������� �
�	���
�	�� Laplace

	
� ���� 	��� ������ 
� 	�� ����� ��
��
��

������ 6� 
� ���	� 
�� ����
�
�� �� �������	�
� 
� �
�	���
�	� Laplace 
�� 	��
��

x(t) =
∫ ∞

0
λ u(t− λ) dλ.

�����

)���
��2 �
� x(t) = t u(t) ∗ u(t)� +��-���

L
{∫ ∞

0

λu(t− λ)dλ
}

= L{tu(t) ∗ u(t)} =
1

s2

1

s
=

1

s3
, Re{s} > 0. � �!�"%#

������ �� �������	
�� � ���������� �
�	���
�	�� Laplace 
�� ��$���������� 	��
��

��� -��� ��2
� ��������

xT (t) =

{
u(t)− u(t− 0.5), �� t ≤ 0.5

0, �� 0.5 < t < 1�
� �!�"*#

�����

UL{xT (t)} = XT (s) =
1

s
− e−s/2

s
=

1− e−s/2

s
, ROC� ��� 
� s$�������

X (s) =
1

1− e−s T
XT (s) =

1− e−s/2

(1− e−s)s
, Re{s} > 0. � �!�",#

'7�
�� � ������� 	�����	�� ����� Re{s} > 0� ������

lim
s→0

1− e−s/2

(1− e−s)s
=

−(−1/2)e−s/2

[−(−1)e−s]s + [1− e−s]1
= lim

s→0

1

1− (1− s)e−s
=

1

0
. � �!�".#

'(�� ��-��� �� �8����5�� 
� s = 0�

������ �� ��
�	
�-9�
� 
��� �8�� �
�	���
�	��� Laplace:

X(s) =
1

s2 + 4s + 4
, Re{s} > −2 � �!�" #

X(s) =
s3 + 3s + 2

(s + 1)3
, Re{s} > −1 � �!�"!#

X(s) =
1− e−4s

3s3 + 2s2
, Re{s} > 0. � �!�"1#

�����



, �� ��������	�
� ��������������

��

X(s) =
1

s2 + 4s + 4
=

1

(s + 2)2

L−1←→ x(t) = te−2tu(t). � �!�"3#

:� )��	5-
��
�� ��� �&���2�
�� 3s2 	
�� ���5�
� ��������

X(s) =
s3 + 3s + 2

(s + 1)3
=

s3 + 3s + 3s2 + 1− 3s2 + 1

(s + 1)3

= 1 +
1− 3s2

(s + 1)3
. � �!�%4#

7��
� ��-��� �� ����
������ 
� ���
��� ��� 	
�� � �!�%4# 	� �5���	� ����2� ���$

	�
���

1− 3s2

(s + 1)3
≡ A

s + 1
+

B

(s + 1)2
+

C

(s + 1)3

1− 3s2 ≡ A(s + 1)2 + B(s + 1) + C

1− 3s2 ≡ As2 + (2A + B)s + A + B + C. � �!�%"#

(�� 
� �� 
��
�
�
�� �	� ����2��� 	
�� � �!�%"# ������
�� -�� 	�	
�� 
��2� �$

8�	2	��� � 
���� ���2	
��� ��� 
� ����� ������ �� �������	��� 
� A� B ���

C�

A = −3 � �!�%%#

2A + B = 0⇔ B = −2A = 6 � �!�%*#

A + B + C = 1⇔ C = 1− A−B = 1 + 3− 6 = −2. � �!�%,#

+��-��� ��� 
�� )����� :�	��2� ��������� �
�	���
�	2� Laplace -����

1
L−1←→ δ(t) � �!�%.#

−3

s + 1

L−1←→ −3 e−t u(t) � �!�% #

6

(s + 1)2

L−1←→ 6 t e−t u(t) � �!�%!#

−2

(s + 1)3

L−1←→ −e−t t2 u(t). � �!�%1#

/���9�����

L−1
{s3 + 3s + 2

(s + 1)3

}
= δ(t)− 3 e−tu(t) + 6 te−t u(t)− t2e−t u(t)

= δ(t)− (t2 − 6t + 3) e−t u(t). � �!�%3#



�� ��������	�
� �������������� .

��

X(s) =
1− e−4s

3s3 + 2s2

L−1←→ x(t) = y(t)− y(t− 4) � �!�*4#

����

y(t)
L←→ Y (s) =

1

3s3 + 2s2
=

1

s2(3s + 2)
=

1

3s2(s + 2
3
)

=
A

s
+

B

s2
+

C

s + 2
3

. � �!�*"#

(�� 
� �� 
��
�
�
�� �	� ����2��� ��������

1 ≡ 3s(s +
2

3
)A + 3(s +

2

3
)B + C3s2 ⇔

1 ≡ 3As2 + 2As + 3Bs + 2B + 3Cs2 ⇔
1 ≡ 3(A + C)s2 + (2A + 3B)s + 2B. � �!�*%#

���
�

B =
1

2
� �!�**#

2A + 3B = 0⇔ A = −3

2
B = −3

2

1

2
= −3

4
� �!�*,#

C = −A⇔ C =
3

4
. � �!�*.#

+��-���

Y (s) =
1

3s2(s + 2
3
)

=
−3/4

s
+

1/2

s2
+

3/4

s + 2/3

L−1←→

y(t) =
(
− 3

4
+

1

2
t +

3

4
e−2t/3

)
u(t). � �!�* #

(�
���5�	
2�
�� 	
�� � �!�*4# ������
�� 
� ��
����� ���
-��	��

������ '+�� 	�	
�� �������&�
�� ��� 
� ���&����� �8�	�	��

y
′′

+ 3y
′
+ y = x + y

′
� �!�*!#

� �����-� 	��5���� y(0) = 0 ��� y
′
(0) = 0� �� �������	�
� 
�� ����	
��� ������	� 
��

	�	
��
�� ��� 
� 	����
�	� �
�&���� 
��� )��� ����� � :��
��� ������	� 
�� 	�	
��
��;

�����

/
�� �	��	� ���������� ��� ��������� �
�	���
�	�� 
��
����
��� ������ 
� 	�� y(t)

����� ��
��
� ��� �� �����-� 	��5���� ����� ������-�� /����� 5� ������ ���	� 
�� ����
�
��



 �� ��������	�
� ��������������


�� �����2��	�� 
�� ���������� �
�	���
�	�� Laplace ��� �� ����5��	��� 	
��

�����2	
� 
� ���	��
�
� 
�� ���������� �
�	���
�	�� Laplace 	
� ��-
� ������2�

	�	
��
�� ��� �������&��
�� ��� ���&����-� �8�	2	��� � �$������-� �����-� 	��5�����

'+����

UL
{d2y(t)

dt2

}
= s2Y (s)− sy(0)(0)− y(1)(0) � �!�*1#

3UL
{dy(t)

dt

}
= 3sY (s)− 3y(0)(0) � �!�*3#

����

UL
{

y(t)
}

= Y(s) = Y (s) � �!�,4#

UL
{

x(t)
}

= X (s) = X(s). � �!�,"#

)������
�� 
� �
�	���
�	� Laplace �&�
-��� 
�� ��2� 
�� � �!�*!# ������
��

(s2 + 2s + 1)Y (s) = X(s)⇔ H(s) =
Y (s)

X(s)
=

1

(s + 1)2
, Re{s} > −1. � �!�,%#

+��-��� � ����	
��� ������	� �����

h(t) = L−1{H(s)} = t e−t u(t). � �!�,*#

< :��
��� ������	� 5� �����9�� �� x(t) = u(t)� =�
� X(s) = 1
s � Re{s} > 0� ���
�

Y (s) =
1

(s + 1)2

1

s
=

A

s + 1
+

B

(s + 1)2
+

Γ

s
. � �!�,,#

(�� 
� �� 
��
�
�
�� �	� ����2��� 5� -����

As(s + 1) + Bs + Γ(s + 1)2 ≡ 1

(A + Γ)s2 + (A + B + 2Γ)s + Γ ≡ 1 � �!�,.#

�

Γ = 1

A = −1

A + B + 2Γ = 0⇔ B = −1. � �!�, #

'(��

Y (s) =
−1

s + 1
+

−1

(s + 1)2
+

1

s

L−1←→
y(t) = (1− e−t − te−t)u(t). � �!�,!#



�� ��������	�
� �������������� !

����� =� 	�	
�� 
�� /���
��  �!�" �-��
�� ������� ����������� (holding system).

=� ��������� ��� ���������� � 	��
��� :�5��� �����
∫ t

−∞ dτ � �� �������	
�� � ����	
���

������	� ��� � ������	� 	����
�
�� 
�� 	�	
��
���

t − t0

∫ t

−∞ dτ
+

−
Σ

x(t) y(t)

/���  �!�"� >�5��� 	�����
�	���

�����

< -8���� 
�� :�5���� 	�����
�	�� y(t) �����

y(t) = [x(t)− x(t− t0)] ∗ h(t) =

∫ t

−∞
[x(τ)− x(τ − t0)︸ ︷︷ ︸

f(τ)

] dτ � �!�,1#

���
� � �
�	���
�	�� Fourier 
�� �8���� �����

Y (jω) = πF (0)δ(ω) +
F (jω)

jω
. � �!�,3#

(��� f(t) = x(t)− x(t− t0)� ���
�

F (jω) = [1− e−jωt0 ]X(jω) � �!�.4#

��� F (0) = 0� (�
���5�	
2�
�� 	
�� � �!�,3# ������
��

Y (jω) =
F (jω)

jω
=

[1− e−jωt0 ]X(jω)

jω
� �!�."#

H(jω) =
Y (jω)

X(jω)
=

1− e−jωt0

jω

F−1←→ h(t) =
1

2
sgn(t)− 1

2
sgn(t− t0). � �!�.%#

/����2� h(t) = u(t)− u(t− t0)�

������ 0���
�� 
� 	�	
�� 
�� /���
��  �!�% ����

h1(t) =
d

dt

[
sin ω0 t

2π t

]
� �!�.*#

H2(ω) = exp{−j2π ω

ω0

} � �!�.,#

h3(t) =
sin 3ω0t

π t
� �!�..#

h4(t) = u(t). � �!�. #



1 �� ��������	�
� ��������������

h1

h2

h3 h4+
x(t) + y(t)

+

/���  �!�%� /�	
�� 
�� )��:���
��  �!�3�

�� �������	5�� � ����	
��� ������	� 
�� 	�	
��
���

�����

'+	
� x1(t) � -8���� 
�� :�5���� � ����	
��� ������	� h1(t)� =�
� x1(t) = (h1 ∗ x)(t)�

(� x2(t) ����� � ��-���	� 
�� :�5���� � ����	
��� ������	� h3(t)� 5� -����

x2(t) = (h1 ∗ x)(t) + h2 ∗ (h1 ∗ x)(t) � �!�.!#

��� � ������	� 
�� 	�	
��
�� ������

y(t) = (h3 ∗ h4) ∗ x2(t) = (h3 ∗ h4) ∗ h1 ∗ x(t) + (h3 ∗ h4) ∗ (h2 ∗ h1) ∗ x(t)

= [h3 ∗ h4 ∗ h1 + h3 ∗ h4 ∗ h2 ∗ h1] ∗ x(t)

L←→
[
H3(s)H4(s)H1(s) + H3(s)H4(s)H2(s)H1(s)

]
X(s). � �!�.1#

+����� �	�����

sin ω0t

2πt

F←→
{

1
2
, �� |ω| < ω0

0, �� |ω| > ω0

� �!�.3#

5� ������

h1(t) =
d

dt

(sin ω0t

2πt

) F←→ H1(ω) =

{
jω
2

, �� |ω| < ω0

0, �� |ω| > ω0

� �!� 4#

h3(t) =
sin 3ω0t

πt

F←→ H3(ω) =

{
1, �� |ω| < 3ω0

0, �����
� �!� "#

h4(t) = u(t)
F←→ H4(ω) =

1

jω
+ πδ(ω). � �!� %#

7��
�

H3(ω)H4(ω)H1(ω) =

{[
1
jω

+ πδ(ω)
]

jω
2

, �� |ω| < ω0

0, �� |ω| > ω0

=

{
1
2
, �� |ω| < ω0

0, �� |ω| > ω0�
� �!� *#

H3(ω)H4(ω)H2(ω)H1(ω) =

{
1
2
e
(− j2πω

ω0
)
, �� |ω| < ω0

0, ������
� �!� ,#



�� ��������	�
� �������������� 3

/����2�

H(ω) =

{
1
2

+ 1
2
e
−j 2πω

ω0 , �� |ω| < ω0

0 ������
� �!� .#

< ������	� 	����
�
�� H(ω) ����� �� ���&�� ��

H(ω) = G(ω)
[
u(ω + ω0)− u(ω − ω0)

] F−1←→ h(t) = g(t) ∗ sin ω0t

πt
� �!�  #

����

G(ω) =
1

2
+

1

2
e
−j 2πω

ω0
F−1←→ 1

2
δ(t) +

1

2
δ(t− 2π

ω0

). � �!� !#

7��
� 
�����

h(t) =
1

2

sin ω0t

πt
+

1

2

sin ω0(t− 2π
ω0

)

π(t− 2π
ω0

)

=
1

2

sin ω0 t

π t
+

1

2

sin ω0 t

π(t− 2π
ω0

)
=

1

π t

[
π − t ω0

2π − t ω0

]
sin ω0 t. � �!� 1#

������� (�
��
� ��� ��	
�5-� ��?�(� 	�	
�� S -��� ����	
��� ������	� h(t) ��� ��
�

	����
�	� 	�	
��
�� H(s)� ��������� �
�

��# H(1) = 0.2�

�:# '7
�� 
� 	�	
�� S ��������
�� � u(t)� � -8���� ����� �����
�� �������2	���

��# '7
�� 
� 	�	
�� S ��������
�� � tu(t), � -8���� ��� ����� �����
�� �������2	���

��# =� 	��
d2h(t)
dt2

+ 2
dh(t)
dt

+ 2h(t) ����� ������	-��� ����������

��# < 	����
�	� 	�	
��
�� H(s) -��� -�� ����� ������� 	
� �������

�� ���	�����	
� 
�� H(s) ��� 
�� ������� 	�����	�� 
���

�����

"� =� ����-�� �:# 	�������
�� �
� 
� 	�	
�� S ��� ��-���	�

x1(t) = u(t)
L←→ X1(s) =

1

s
, Re{s} > 0 � �!� 3#

������� ������	� y1(t) = T[x1(t)] ��� ���5-
�� �
�	���
�	� Fourier. +�����

Y1(s) = H(s)X1(s) � �!�!4#


��
� 	�:����� �
�� � H(s) ���	&-��� -�� ������� ��� s = 0� ��� ����2��� 
�� ����


�� X1(s) 	
� s = 0� 0������ 
� s = 0 ��-��� �� ������ 	
� ROC 
�� 	����
�	��

	�	
��
�� H(s)� ��� �� ��� ����� ������



"4 �� ��������	�
� ��������������

%� =� ����-�� ��# 	�������
�� �
� 
� 	�	
�� S ��� ��-���	�

x2(t) = tu(t)
L←→ X2(s) =

1

s2
, Re{s} > 0 � �!�!"#

������� ������	� y2(t) = T[x2(t)] � �
�	���
�	� Laplace

Y2(s) = H(s)X2(s) � �!�!%#

��� ��� �� ����� �$�����
�� �������2	��� ��-��� � �8���� jω �� �� ������ 	
��

ROC 
�� �
�	���
�	�� Laplace Y2(s)� (�
� ����� �� 	�:�� �
�� � 	����
�	�

	�	
��
�� H(s) ��� -��� ������� ���
���� 
�8�� 	
� s = 0� '(�� � 	����
�	�

	�	
��
�� H(s) ���5-
�� ���� ��� �!�� ��"�� � 	
� s = 0� �� 	����
��	��� ���


� ���
-��	� 
�� ���8����	��� 
�� ����-��� �:#�

*� '+	
� p(t) =
d2h(t)
dt2

+ 2
dh(t)
dt

+ 2h(t)� =�
�

P (s) = s2H(s) + 2sH(s) + 2H(s) � �!�!*#

������ 
� 	�	
�� ����� ��
��
�� ��� h(0−) = 0� 7��
�

H(s) =
P (s)

s2 + 2s + 2
. � �!�!,#

/�&��� � 
� ����-�� ��# 
� p(t) ����� ������	-��� ���������� ��
� 	��-���� ���

��-��� �� -��� ��������� ������� ��� P (s) = A
∏N

i=1(s− zi)� ���
�

H(s) =
A

∏N
i=1(s− zi)

s2 + 2s + 2
. � �!�!.#

��������� �
� � H(s) -��� -�� ����� ������� 	
� ������� ��� � ���5�
�� ��-��� ��

����� ����2��� 
� ���� :�5�� "� ������ �� 
�� ������ -�� �������� /����2�

H(s) =
As

s2 + 2s + 2
. � �!�! #

,� (�� 
�� H(s)
∣∣∣s=1 = 0.2 -��
�� �
� A = 1� '(��

H(s) =
s

s2 + 2s + 2
� ������ s1,2 = −1± j� � �!�!!#

+����� � h(t) ����� ��
��
� ��� ��	
�5�� 	����
�	�� ���� �� ����� ����
�� 	
� ����
���

���������� ���
� Re{s} > −1�



�� ��������	�
� �������������� ""

������� �� :��5�� � �
�	���
�	�� Laplace 
�� 	��
�� x(t) �
���

��# =� 	�� x(t) ����� �����
��� ��
��� 	��
�����

�:# 7 �
�	���
�	�� Laplace X(s) -��� 
-		���� ��������� ������ ��� ���-�� �������

��������

��# 7 �
�	���
�	�� Laplace X(s) -��� ���� 	
� s = (1
2
)ejπ/4�

��#
∫ ∞
−∞ x(τ)dτ = 4�

�����

(�� 
� ����-�� �:# ������
��

X(s) =
A

(s− a)(s− b)(s− c)(s− d)
. � �!�!1#

/�&��� � 
� ����-�� ��# 
� 	�� x(t) ����� �����
��� 	��� ��� �� ����� 
�� �
�	��$

�
�	�� Laplace 	�:������ 	� 	������� ������-� 5-	��� 	
� �������� '(���

b = a∗, d = c∗. � �!�!3#

+&�	�� 
� 	�� x(t) ����� ��
��� 	��
���� 	�&��� � 
� ����-�� ��#� � �
�	���
�	��

Laplace 5� ��-��� �� ����� ��
��� 	��
���� ���	��� '(�� �� ����� 	�:������ 	� 	��
���-�

�� ���� 
�� jω �8��� 5-	���� =��
� 	������ �
��

c = −a∗. � �!�14#

'(��

X(s) =
A

(s− a)(s− a∗)(s + a∗)(s + a)
. � �!�1"#

��������� �
� a = 1
2
ejπ/4. '(���

X(s) =
A

(s2 − s√
2

+ 1
4
)(s2 + s√

2
+ 1

4
)
. � �!�1%#

(���� ∫ ∞

−∞
x(τ) dτ = X(0) = 4 � �!�1*#

���
� A = 1
4
�


