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Ενότητα 9η: Διανυςματικζσ Συναρτήςεισ 

1. (α) Είναι  ⃗1 = rm   ̂, όπου  ⃗     ̂ +y  ̂     ̂ και r=| ⃗  √         . To 

  ̂ είναι το μοναδιαίο διάνυςμα κατά τθν διεφκυνςθ του  ⃗ και ειναι: 

  ̂  
 ⃗

 
 

 

√        
  ̂ + 

 

√        
  ̂ +

 

√        
  ̂ 

Άρα 

 ⃗1 (x,y,z)=F1x   ̂ + F1y   ̂ + F1z   ̂=xrm-1   ̂+ yrm-1   ̂+ zrm-1   ̂ 

Η απόκλιςθ τθσ  ⃗1 είναι 

    ⃗1 =
    

  
 
    

  
 
    

  
  

 
 

  
(  (        )

   

 )  
 

  
(  (        )

   

 ) 

 
 

  
(  (        )

   

 )  (   ) rm-1 

ενϊ θ ςτροφι είναι 

 ⃗⃗⃗    ⃗    ||

  ̂   ̂   ̂
 

  

 

  

 

  

               

||   ⃗⃗ 

(ϐ) Ζςτω  ⃗    ̂ +  ̂    ̂  και  ⃗     ̂     ̂     ̂ , ςτακερό διάνυςμα  

Σότε είναι  

 ⃗2 (x,y,z) =  ⃗ × ( ⃗ ×  ⃗)= F2x ̂ + F2y  ̂+ F2z  ̂  [(  
    

 )        

     ] ̂  [(  
    

 )             ] ̂  [(  
    

 )        

     ] ̂ 

Η απόκλιςθ τθσ  ⃗2 είναι 

    ⃗1=
    

  
 
    

  
 
    

  
 2   με α=| ⃗  

ενϊ θ ςτροφι είναι 
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 ⃗⃗⃗    ⃗    ⃗⃗  

(γ) Είναι   ⃗3 (x,y,z)= F3x   ̂ + F3y   ̂ + F3z   ̂= xyz(ex   ̂ + ey   ̂ + ez   ̂) . 

Η απόκλιςθ τθσ  ⃗3 είναι 

    ⃗3 
    

  
 
    

  
 
    

  
 (   )      (   )      (   )   

ενϊ θ ςτροφι τθσ είναι 

 ⃗⃗⃗    ⃗   (  
     )  ̂ +y(x      )  ̂ +z(       )  ̂ 

 

2. Σο διάνυςμα 

 ̇⃗           ̂          ̂     ̂ 

είναι παράλλθλο προσ τθν εφαπτομζνθ τθσ  ⃗ και θ αντίςτοιχθ διανυςματικι 

μονάδα ςτθ διεφκυνςθ τθσ εφαπτομζνθσ είναι 

  ̂  
 ̇⃗

   ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗
̇
     ̂      ̂      ̂   

 

 
       ̂  

 

 
       ̂  

 

 
  ̂ 

αφοφ    ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗
̇
 √ (           )       

Η παράγωγοσ τθσ φ κατά τθν διεφκυνςθ του  ⃗0 ςτο ςθμείο P(1,0) τότε είναι 

 

3. Η κλίςθ τθσ απόκλιςθσ τθσ  ⃗ είναι 
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4. Αντικακιςτϊντασ ςτθ ςχζςθ     ⃗⃗    το  ̅ = B2 ē2 βρίςκουμε 

 

Μετά αντικακιςτοφμε ςτθν ςχζςθ 
  

  
    ⃗⃗⃗    ⃗⃗ το νόμ του Ohm  ⃗⃗=  ⃗⃗    ⃗⃗ 

οπότε ζχουμε 

  

  
   ⃗⃗⃗(  ⃗⃗    ⃗⃗) 

Αντικακιςτοφμε και ςτθν ςχζςθ αυτι  το   ̅ = u1 ē1 και το  ̅ = B2 ē2 και λφνουμε 

τθ ςχζςθ 

  

  
   ( u1 ē1  B2 ē2) =   |

  ̂   ̂   ̂
     
    

|    (       ̂)  

|

  ̂   ̂   ̂

 
 

   
 

 

   
 

 

   

       

| 

φμφωνα με τθ ςχζςθ (1) ιςχφει 
   

   
 οπότε θ ςχζςθ (2) γίνεται 

(2)⇒ 
  

  
   

   

   
   (  

   

   
   

   

   
)    

Το οποίο είνα  αυτό που θέλουμε να αποδείξουμε. 

 

5. Αντικακιςτϊντασ από τθν  ⃗⃗     ⃗⃗    ⃗⃗ ςτθν     ⃗⃗    προκφπτει: 

    (  ⃗⃗    ⃗⃗)    

θ οποία με τθ χριςθ τθσ δοςμζνθσ ταυτότθτασ γίνεται 

 ⃗⃗  (  (  ⃗⃗))   ⃗⃗  (   ⃗⃗)    

και χρθςιμοποιϊντασ τθν   ⃗⃗⃗    ⃗⃗⃗    ⃗⃗ και τθ  ⃗⃗⃗    ⃗⃗ = ⃗   προκφπτει: 
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 ⃗⃗⃗    ⃗⃗   ⃗⃗    ⃗ 

 

6. Με βάςθ τουσ περιοριςμοφσ από τθν εκφϊνθςθ ζχουμε 

 ⃗⃗⃗  ( ⃗⃗   ⃗⃗⃗)    
   
  

  ̂    
   
  

  ̂  (  
   
  

   
   
  
)   ̂ 

 ⃗⃗⃗・ ⃗⃗⃗= 0 ⇒
   

  
   

υνδυάηοντασ τισ παραπάνω ςχζςεισ 

  ⃗⃗⃗⃗

  
   ( ⃗⃗⃗・ ⃗⃗)   ̂    

Γιατί το ρευςτό είναι διαςτελλόμενο (  ⃗⃗⃗・ ⃗⃗   ) 

 

7. Με βάςθ τθν εκφϊνθςθ κα ζχουμε 

 

  

8. (α) Η εξίςωςθ τθσ ςφαίρασ με ακτίνα r είναι θ εξισ: 

           ⇒               

Η παραπάνω εξίςωςθ είναι τθσ μορφισ  (     )                

Η εξίςωςθ του εφαπτόμενου επιπζδου τθσ ςφαίρασ ςτο ςθμείο Α(α1,α2,α3) 

είναι θ εξισ: 
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(ϐ) Η εξίςωςθ του εφαπτόμενου επιπζδου ςτο ςθμείο Α(1,0,1) είναι θ 

ακόλουκθ: 

 
 

9. (α) Ζχουμε τθ ςυνάρτθςθ f(x, y, z) =   
          (1) και ψάχνουμε τθν παράγωγο 

τθσ f κατά τθ διεφκυνςθ του διανφςματοσ  ⃗⃗    ̂    ̂     ̂. (2) 

Επομζνωσ ζχουμε    ⃗⃗⃗⃗  √      √  

Πολλαπλαςιάηοντασ τθν (1) με   ̂   ̂   ̂ παίρνω αντίςτοιχα τισ ςχζςεισ 

 



Αριςτοτζλειο Πανεπιςτιμιο Θεςςαλονίκθσ Ανοικτά Ακαδθμαϊκά Μακιματα 

8 

Επιςισ εχω τα εξισ: 

 

Άρα ςφμφωνα με τον οριςμό θ παράγωγοσ και τθ διεφκυνςθ του διανφςματοσ  

 ⃗⃗ είναι: 

 

(ϐ) Η f ζχει μζγιςτο ϱυκμό μεταβολισ ςτο ςθμείο Ρ(-1,1,1) κατά τθ 

κατεφκυνςθ του  f. 

 

και άρα κάνοντασ αντικατάςταςθ ζχουμε 

 

Αρα προσ αυτι τθν κατεφκυνςθ θ f ζχει το μζγιςτο ϱυκμό μεταβολισ και 

επίςθσ ο μζγιςτοσ ϱυκμόσ μεταβολισ είναι  

 

 

10. ϋΕνςωματϊνοντασ το διάνυςμα ϑζςθσ ςτθ ςυνάρτθςθ, προκφπτει : 

 ⃗⃗ = x2y2z2(x   ̂ + y   ̂ +z   ̂) 

 ⃗⃗ = x2y2z2x   ̂ + x2y2z2y   ̂ + x2y2z2z   ̂ 

 ⃗⃗ = x3y2z2   ̂ + x2y3z2   ̂ + x2y2z3   ̂ 

Θεωρϊντασ F1= x3y2z2 και  F2= x2y3z2 και F3= x2y2z3 θ Λαπλαςιανι τθσ 

ςυνάρτθςθσ είναι: 
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ζτςι διαδοχικά ζχουμε 

 

Επομζνωσ θ Λαπλαςιανι τθσ ςυνάρτθςθσ είναι: 

 

 

11. Εςτω ότι ο κυματάρθκμοσ είναι ζνα διάνυςμα πάντα παράλλθλο ςτο  ⃗ Σότε 

προκφπτει : 

 ⃗⃗   ⃗     

Άρα  ⃗⃗⃗ =  ⃗⃗⃗0  
(       ) 

Τπολογίηουμε τα      
   ⃗⃗⃗ 

   
 

  ⃗⃗⃗   ⃗⃗⃗   
(       )     ⃗⃗⃗   

(       )  ⃗ 

επειδι (   ⃗  
 ⃗⃗

 
  ̂) 

   ⃗⃗⃗   ⃗⃗⃗   

και   
   ⃗⃗⃗ 

   
    ⃗⃗⃗ 

υνεπϊσ θ εξίςωςι μασ μετατρζπεται ςτθν : 

 ⃗⃗⃗   
  

  
 ⃗⃗⃗      ⃗⃗⃗ (   

  

  
)    
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ϋΟπότε καταλιγουμε ςτθν τελικι προυπόκεςθ, ότι για να επαλυκεφεται θ 

αρχικι μασ εξίςωςθ από τθν A πρζπει 

k=ω/c 

Από τα παραπάνω, μποροφμε να ποφμε τα εξισ :Γνωρίηοντασ ότι : k =2π/λ,     

ω =2π/T, όπου λ, T είναι το μικοσ κφματοσ και ο χρόνοσ δίαδοςθσ ενόσ μικουσ 

του κφματοσ ςυμπεραίνουμε ότι θ ςτακερά c ιςοφται με τθ ταχφτθτα 

διάδοςθσ του κφματοσ. ϋΕτςι ςυμπεραίνουμε πωσ κατά τθ διάδοςθ του 

κφματοσ, ςε ζναςυγκεκριμζνο μζςο, δεν μεταβάλλεται θ ταχφτθτά διάδοςισ 

του. Παράλλθλα, παρατθροφμε ότι, επειδι θ c είναι ςτακερόσ αρικμόσ, τα k, 

ω δεν μποροφν να είναι ανεξάρτθτα μεταξφτουσ, από το οποίο 

καταλαβαίνουμε ότι οι k, ω είναι χαρακτθριςτικά γικάκε ακτινοβολία. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 


