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από εκνικοφσ πόρουσ. 
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Ενότητα 9η: Διανυςματικζσ Συναρτήςεισ 

1. Να υπολογιςκεί θ απόκλιςθ και ςτροφι των ςυναρτιςεων (α)  ⃗1 = rm   ̂,       

(ϐ)  ⃗2 =  ⃗ × ( ⃗ ×  ⃗), όπου το  ⃗ =ςτακερό διάνυςμα και, 

(γ)  ⃗3 = xyz(ex   ̂ + ey   ̂ + ez   ̂) . 

 

2. Να προςδιοριςκεί θ παράγωγοσ τθσ φ(x, y, z) = 4x2y + y2z ςτο ςθμείο P0 (0, 1, 2) 

κατά τθν διεφκυνςθ τθσ εφαπτομζνθσ τθσ καμπφλθσ  ⃗ (t) = 3 cos t   ̂+ 3 sin t   ̂ 

+ 4t   ̂ . 

 

3. Να προςδιοριςτεί θ κλίςθ τθσ απόκλιςθσ τθσ  ⃗(x, y, z) = 2ex cos y   ̂ + ex sin y   ̂ 

+ ez   ̂ . 

 

4. ϋΕςτω ότι τα διανφςματα  ⃗⃗ και  ⃗⃗ αντιςτοιχοφν ςτο θλεκτρικό και το μαγνθτικό 

πεδίο, αντίςτοιχα, ενόσ θλεκτρομαγνθτικοφ πεδίου που διαπερνά ζνα 

ϕορτιςμζνο ϱευςτό. Σφμφωνα με τισ εξιςϊςεισ Maxwell , ζχουμε 

  

  
    ⃗⃗⃗    ⃗⃗ και     ⃗⃗    

Στθν περίπτωςθ ϱευςτοφ υψθλισ αγωγιμότθτασ το θλεκτρικό και το μαγνθτικό 

πεδίο ςυνδζονται από το νόμο του Ohm ,  ⃗⃗=  ⃗⃗    ⃗⃗, όπου  ⃗⃗ είναι θ ταχφτθτα 

το ϱευςτοφ. Τότε, αν  ̅ = B2 ē2 και  ̅ = u1 ē1, με B2 = B2(x1, x2, x3) και u1 = u1(x1, 

x2, x3), να αποδειχκεί ότι 

  ̅

  
   

   
   

   (  
   
   

   
   
   

)    

 

5. Η ςυμπεριφορά ενόσ θλεκτρομαγνθτικοφ πεδίου κακορίηεται ςε μεγάλο ϐακμό 

από τισ εξιςϊςεισ Maxwell. Σφμφωνα με τισ τελευταίεσ, ςε ζνα μίγμα 

θλεκτρονίων και πρωτονίων μθδενικοφ ςυνολικοφ ϕορτίου, ζχουμε 
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 ⃗⃗⃗    ⃗⃗ = ⃗   και         ⃗⃗    

όπου  ⃗⃗ ,  ⃗⃗ είναι τα διανφςματα του θλεκτρικοφ και του μαγνθτικοφ πεδίου 

αντίςτοιχα, ενϊ  ⃗ είναι αυτό του θλεκτρικοφ ϱεφματοσ. Επίςθσ, το θλεκτρικό 

και το μαγνθτικό πεδίο ςυνδζονται μζςω του νόμου του Ohm 

 ⃗⃗     ⃗⃗    ⃗⃗ 

όπου  ⃗⃗ είναι το διάνυςμα τθσ ταχφτθτασ του ϕορτιςμζνου ϱευςτοφ που 

¨φιλοξενεί¨ το πεδίο. Να αποδειχκεί ότι 

 ⃗⃗⃗    ⃗⃗   ⃗⃗    ⃗ 

με  ⃗⃗⃗     ⃗⃗ εξ οριςμοφ. Υπενκυμίηεται θ ταυτότθτα: 

   ( ⃗⃗⃗    ⃗⃗)   ⃗⃗  (   ⃗)   ⃗⃗⃗   (   ⃗⃗) . 

 

6. Θεωροφμε τθ διαυςματικι ςυνάρτθςθ 

 (     )  (
  

 
   )   ̂  (

  

 
       )   ̂  (      

  

 
)  ̂ 

Να ςχεδιαςκεί θ επιφάνεια για τθ οποία θ απόκλιςθ τθσ διανυςματικισ 

ςυνάρτθςθσ  ⃗⃗  είναι μθδζν για κάκε τιμι των μεταβλθτϊν x, y, z. Ο ϱυκμόσ 

μεταβολισ του διανφςματοσ τθσ περιςτροφισ ( ⃗⃗⃗) ενόσ ιδανικοφ ϱευςτοφ, με 

γραμμικι ταχφτθτα  ⃗⃗, δίνεται από τθ ςχζςθ 

  ⃗⃗⃗

  
   ⃗⃗⃗  ( ⃗⃗   ⃗⃗⃗) 

Εςτω ότι  ⃗⃗ =     ⃗⃗ ⃗⃗  +     ⃗⃗ ⃗⃗  και ~ω =     ⃗⃗⃗⃗ , με    =   (x),    =   (y) και    =   (z). 

Τότε, γνωρίηοντασ ότι  ⃗⃗⃗・ ⃗⃗⃗= 0, να επαναπροςδιορίςετε τθ μορφι τθ 

παραπάνω ςχζςθσ και να αποδείξετε ότι ο ϱυκμόσ περιςτροφισ ενόσ 

διαςτελλόμενου ϱευςτοφ ελαττϊνεται με τον χρόνο. 

 

7. Θεωροφμε ϱευςτό πυκνότθτασ ρ = ρ(t, x, y, z) ςε ϐαρυτικό δυναμικό  Φ= Φ(t, x, 

y, z). ϋΕςτω τυχαίο ςωματίδιο του ϱευςτοφ με ςυντεταγμζνεσ (x, y, z) και 

ταχφτθτα  ⃗⃗ =  ⃗⃗ (t, x, y, z). ϋΕςτω επίςθσ ότι H = ( ⃗⃗⃗・ ⃗⃗)/3 είναι θ μζςθ απόκλιςθ 

τθσ ταχφτθτασ του ϱευςτοφ. Να αποδείξετε ότι 
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 ( ⃗⃗・ ⃗⃗⃗)       και     

  ⃗⃗⃗

  
 
  ⃗⃗⃗

  
 ( ⃗⃗・ ⃗⃗⃗) ⃗⃗ 

Επίςθσ, με τθ ϐοικεια τθσ ταυτότθτασ 

( ⃗⃗・ ⃗⃗⃗) ⃗⃗⃗・ ⃗⃗   ⃗⃗⃗[( ⃗⃗・ ⃗⃗⃗) ⃗⃗]  
 

 
( ⃗⃗・ ⃗⃗⃗)

 
 

και των εξιςϊςεων Euler (d ⃗⃗/dt = − ⃗⃗⃗Φ) κα Poisson( 2Φ = ρ), να αποδειχκεί θ 

ςχζςθ 

  

  
     

 

 
  

 

8. (α) Να ϐρεκεί θ εξίςωςθ του εφαπτόμενου επιπζδου τθσ ςφαίρασ με ακτίνα r 

ςτο ςθμείο A(a1, a2, a3). (ϐ) Να ϐρεκεί θ εξίςωςθ του εφαπτόμενου επιπζδου 

ςτθν επιφάνεια z = x2 + y2 ςτο ςθμείο A(1, 0, 1). 

 

9. (α) Να ϐρεκεί θ παράγωγοσ τθσ ςυνάρτθςθσ 

f(x, y, z) =   
         

κατά τθ διεφκυνςθ του διανφςματοσ 

 ⃗⃗    ̂    ̂     ̂ 

(ϐ) Να ϐρεκεί θ κατεφκυνςθ κατά τθν οποία θ f ζχει μζγιςτο ϱυκμό μεταβολισ 

ςτο ςθμείο P(−1, 1, 1) και ο μζγιςτοσ ϱυκμόσ μεταβολισ. 

 

10. Να υπολογιςκεί θ Λαπλαςιανι τθσ διανυςματικισ ςυνάρτθςθσ 

 ⃗⃗ = x2y2z2 ⃗ 

όπου  ⃗ είναι το διάνυςμα ϑζςεωσ. 

 

11. Να υπολογιςκεί θ ςυνκικθ που πρζπει να επαλθκεφουν ο κυματάρυκμοσ  ⃗⃗ 

και θ γωνιακι ταχφτθτα ω για να είναι θ διανυςματικι ςυνάρτθςθ                      

 ⃗⃗⃗ =  ⃗⃗⃗0  
( ⃗⃗⃗  ⃗⃗     ) λφςθ τθσ εξίςωςθσ (κυματική εξίςωςη) 

    
 

  
   ⃗⃗⃗ 
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(ϐ) Σχολιάςτε τθν ϕυςικι ςθμαςία αυτϊν των αποτελεςμάτων. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 


