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• Το παρόν εκπαιδευτικό υλικό υπόκειται ςε 
άδειεσ χριςθσ Creative Commons.  

• Για εκπαιδευτικό υλικό, όπωσ εικόνεσ, που 
υπόκειται ςε άλλου τφπου άδειασ χριςθσ, θ 
άδεια χριςθσ αναφζρεται ρθτϊσ.  

Άδειεσ Χρήςησ 
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• Το παρόν εκπαιδευτικό υλικό ζχει αναπτυχκεί ςτα πλαίςια 
του εκπαιδευτικοφ ζργου του διδάςκοντα. 

• Το ζργο «Ανοικτά Ακαδθμαϊκά Μακιματα ςτο 
Αριςτοτζλειο Πανεπιςτιμιο Θεςςαλονίκθσ» ζχει 
χρθματοδοτιςει μόνο τθ αναδιαμόρφωςθ του 
εκπαιδευτικοφ υλικοφ.  

• Το ζργο υλοποιείται ςτο πλαίςιο του Επιχειρθςιακοφ 
Προγράμματοσ «Εκπαίδευςθ και Δια Βίου Μάκθςθ» και 
ςυγχρθματοδοτείται από τθν Ευρωπαϊκι Ζνωςθ 
(Ευρωπαϊκό Κοινωνικό Ταμείο) και από εκνικοφσ πόρουσ. 

 

Χρηματοδότηςη 
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Σκοποί ενότητασ 

Στθν ενότθτα αυτι γίνεται μια επανάλθψθ πάνω ςτισ 
διανυςματικζσ ςυναρτιςεισ. Οι διανυςματικζσ ςυναρτιςεισ είναι 
ζνα βαςικό εργαλείο για τθν κατανόθςθ του διαφορικοφ λογιςμοφ  
πολλϊν μεταβλθτϊν και κατ’επζκταςθ πολλϊν μεγεκϊν ςτθν 
φυςικι. 
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Η γραφικι παράςταςθ του διανυςματικοφ πεδίου αναδεικνφει ζνα 
πλικοσ από ενδιαφζρουςεσ ιδιότθτεσ του υπό μελζτθ φυςικοφ 
ςυςτιματοσ, για το λόγο αυτό ζχουν δθμιουργθκεί μια ςειρά απο 
ειδικά προγράμματα γραφικϊν για τα διανυςματικά πεδία (βλζπε 
Σχιμα). 

Γραφική παράςταςη διανυςματικοφ 
πεδίου 
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Η μελζτθ των διανυςματικϊν πεδίων γίνεται με τθ βοικεια των 

διανυςματικϊν ςυναρτιςεων. Η διανυςματικι ςυνάρτθςθ Α μπορεί 
να αναλυκεί ςτον τριδιάςτατο χϊρο και να παραςτακεί ωσ εξισ: 

Α(x, y, z) = Α𝑥ex  + Α𝑦ey  + Α𝑧ez   (ςε καρτεςιανζσ) 

Α(r, κ, z) = Α𝑟er  + Α𝜃eκ  + Α𝑧ez   (ςε κυλινδρικζσ) 

Α(ρ, κ, φ) = Α𝜌eρ  + Α𝜃eκ  + Α𝜑eφ   (ςε ςφαιρικζσ) 

 

Οι ςυναρτιςεισ Α𝑖 είναι αρικμθτικζσ ςυναρτιςεισ και αποτελοφν τισ 
ςυνιςτϊςεσ του διανυςματικοφ πεδίου. 

 

Απεικόνιςη διανυςμάτικών ςυναρτήςεων 
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 Ο τελεςτισ 𝛻 (ανάδελτα) όρίηεται ωσ 

 𝛻 =
𝜕

𝜕𝑥
ex +

𝜕

𝜕𝑦
ey +

𝜕

𝜕𝑧
ez  

και εκφράηει τθν παράγωγο. 

Ο τελεςτισ ζχει εφαρμογι ςε πολλζσ εκφράςεισ τθσ φυςικισ, μια 
τζτοια ζκφραςθ είναι και αυτι τθσ κλίςθσ μιασ ςυνάρτθςθσ που κα 
εξετάςουμε παρακάτω ςτθν ενότθτα αυτι. Εάν εφαρμόςουμε 
λοιπόν τον τελεςτι ςε μια αρικμθτικι ςυνάρτθςθ παίρνουμε τθν 
κλίςθ αυτισ τθσ ςυνάρτθςθσ ωσ 

 𝛻𝑓 x =
𝜕𝑓

𝜕𝑥
ex +

𝜕𝑓

𝜕𝑦
ey +

𝜕𝑓

𝜕𝑧
ez   

Τελεςτήσ 𝛻 
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Ορίηουμε ωσ τθν κλίςθ μιασ αρικμθτικισ ςυνάρτθςθσ f(x, y, z) τθ 
διανυςματικι ςυνάρτθςθ 

𝛻𝑓 x =  lim
ℎ →0

𝑓 x+h +𝑓(x)

ℎ
   ή    𝛻𝑓 x =

𝜕𝑓

𝜕𝑥
ex +

𝜕𝑓

𝜕𝑦
ey +

𝜕𝑓

𝜕𝑧
ez   

Οριςμόσ κλίςησ 
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𝐷n0
𝑓 x = lim

h→0

f x+n0
  
h −f x
h

= (𝛻𝑓) ∙ n0 (1) 

Η 𝐷 n0
 f ονομάηεται παράγωγοσ τθσ f ςτο ςθμείο x0 αλλά και κατά τθν κατεφκυνςθ 

n0 . 

Η παράγωγοσ τθσ ςυνάρτθςθσ f(x) ωσ προσ τθ διεφκυνςθ ενόσ 
τυχαίου μοναδιαίου διανφςματοσ n0 ορίηεται από τθ ςχζςθ (βλζπε 
Σχιμα) 

Παράγωγοσ κατά κατεφθυνςη 
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Ορίηουμε ωσ απόκλιςθ μιασ διανυςματικισ ςυνάρτθςθσ 

 A = Axex   + Ayey   + Azez  τθν αρικμθτικι ςυνάρτθςθ 

∇∙ f = 
𝜕Ax

𝜕𝑥
+
𝜕Ay

𝜕𝑦
+
𝜕Az

𝜕𝑧
 

 

Στθ ςυνζχεια κα παρουςιάςουμε τθ φυςικι ερμθνεία τθσ απόκλιςθσ. 

Θεωροφμε ότι το διανυςματικό πεδίο που περιγράφει θ  f είναι θ 

ταχφτθτα ενόσ ρευςτοφ, δθλαδι  U(x, y, z) = U1(x, y, z) ex  + U2(x, y, z) ey  
+ U3(x, y, z)ez  . 
 

 

Οριςμόσ απόκλιςησ 
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Αν θ απόκλιςθ τθσ ταχφτθτασ είναι μθδζν ∇∙  U = 0 τότε ο ςτοιχειϊδθσ 
όγκοσ ΔV παραμζνει ςτακερόσ όταν κινείται με το ρευςτό. Το 
διανυςματικό πεδίο λζγεται αςυμπίεςτο αν θ απόκλιςι του είναι ίςθ 
με μθδζν. 

 

Φυςική ερμηνεία απόκλιςησ 
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Εκτόσ από τθν απόκλιςθ μποροφμε να χρθςιμοποιιςουμε τον 
τελεςτι ∇ για να ορίςουμε μία ακόμα διανυςματικι ςυνάρτθςθ, τθ 
ςτροφι. Αυτι ορίηεται ωσ εξισ 

𝛻 × Α =

ex ey ez 
𝜕

𝜕𝑥

𝜕

𝜕𝑦

𝜕

𝜕𝑧
𝐴𝑥 𝐴𝑦 𝐴𝑧

= 

            =
𝜕𝐴

𝑧

𝜕𝑦
−
𝜕𝐴

𝑦

𝜕𝑧
 ex +

𝜕𝐴
𝑥

𝜕𝑧
−
𝜕𝐴

𝑧

𝜕𝑥
 ey  

            +
𝜕𝐴

𝑦

𝜕𝑥
−
𝜕𝐴

𝑥

𝜕𝑦
 ez  

 

Οριςμόσ ςτροφήσ 
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Μερικζσ ταυτότθτεσ είναι ιδιαίτερα χριςιμεσ ςτθ φυςικι. Η απόδειξθ 
τουσ μπορεί να αποτελζςει μια καλι άςκθςθ για τουσ αναγνϊςτεσ. 

1. 𝛻 fg = f 𝛻g + g 𝛻f 

Απόδειξη: 

Αναλφοντασ το πρϊτο μζροσ τθσ ζκφραςθσ,προκφπτει: 

𝛻 fg =
𝜕(𝑓𝑔)

𝜕𝑥
𝑒𝑥 +

𝜕(𝑓𝑔)

𝜕𝑦
𝑒𝑦 +

𝜕(𝑓𝑔)

𝜕𝑧
𝑒𝑧 = 

= 𝑔
𝜕𝑓

𝜕𝑥
+ 𝑓
𝜕𝑔

𝜕𝑥
𝑒𝑥 + 𝑔

𝜕𝑓

𝜕𝑥
+ 𝑓
𝜕𝑔

𝜕𝑥
𝑒𝑦 + 𝑔

𝜕𝑓

𝜕𝑥
+ 𝑓
𝜕𝑔

𝜕𝑥
𝑒𝑧 = 

= 𝑓
𝜕𝑔

𝜕𝑥
𝑒𝑥 +

𝜕𝑔

𝜕𝑥
𝑒𝑦 +

𝜕𝑔

𝜕𝑥
𝑒𝑧 + 𝑔

𝜕𝑓

𝜕𝑥
𝑒𝑥 +

𝜕𝑓

𝜕𝑥
𝑒𝑦 +

𝜕𝑓

𝜕𝑥
𝑒𝑧  

 

 

Χρήςιμεσ ταυτότητεσ 1/2 
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2. 𝛻 ∙ f𝐴 = f 𝛻 ∙ 𝐴 + 𝐴 ∙ 𝛻f 

Απόδειξη: 

Όμοια, αναλφοντασ το πρϊτο μζροσ τθσ ζκφραςθσ,προκφπτει: 

𝛻 ∙ f𝐴 =
𝜕

𝜕𝑥
𝑒𝑥 +

𝜕

𝜕𝑦
𝑒𝑦 +

𝜕

𝜕𝑧
𝑒𝑧 ∙ 𝑓Axex   + fAyey   + fAzez = 

=
𝜕

𝜕𝑥
𝑓Ax +

𝜕

𝜕𝑦
𝑓Ay +

𝜕

𝜕𝑧
𝑓Az = 

= 𝑓
𝜕Ax

𝜕𝑥
+Ax

𝜕𝑓

𝜕𝑥
+ 𝑓
𝜕Ay

𝜕𝑦
+Ay

𝜕𝑓

𝜕𝑦
+ 𝑓
𝜕Az

𝜕𝑧
+Az

𝜕𝑓

𝜕𝑧
= 

= 𝑓
𝜕Ax

𝜕𝑥
+
𝜕Ay

𝜕𝑦
+
𝜕Az

𝜕𝑧
+ Ax

𝜕𝑓

𝜕𝑥
+ Ay

𝜕𝑓

𝜕𝑦
+ Az

𝜕𝑓

𝜕𝑧
= f 𝛻 ∙ 𝐴 + 𝐴 ∙ 𝛻f 

 

 

 

Χρήςιμεσ ταυτότητεσ 2/2 
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Να εξετάςετε εάν οι εκφράςεισ  𝐴 ∙ 𝛻 f και 𝐴 ∙  𝛻f  δίνουν το ίδιο 

αποτζλεςμα. 

Λφςη: 

𝐴 ∙ 𝛻 f = Ax

𝜕𝑓

𝜕𝑥
+ Ay

𝜕𝑓

𝜕𝑦
+ Az

𝜕𝑓

𝜕𝑧
 

και 

𝐴 ∙  𝛻f = Axex   + Ayey   + Azez ∙
𝜕𝑓

𝜕𝑥
𝑒𝑥 +

𝜕𝑓

𝜕𝑦
𝑒𝑦 +

𝜕𝑓

𝜕𝑧
𝑒𝑧 = 

= Ax

𝜕𝑓

𝜕𝑥
+ Ay

𝜕𝑓

𝜕𝑦
+ Az

𝜕𝑓

𝜕𝑧
 

Άρα, 𝐴 ∙ 𝛻 f = 𝐴 ∙  𝛻f   

 

 

Άςκηςη 



Αριστοτέλειο 
Πανεπιστήμιο 
Θεσσαλονίκης 

Γενικά Μακθματικά ΙΙ 

Τμιμα Φυςικισ Α.Π.Θ 
16 

 

 

Να αποδείξετε ότι ιςχφει θ ταυτότθτα: 

 𝛻 ∙ Α × Β = Β ∙ 𝛻 Α − Α ∙ 𝛻Β 

 

 

Πρόβλημα 
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