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• Το παρόν εκπαιδευτικό υλικό υπόκειται ςε 
άδειεσ χριςθσ Creative Commons.  

• Για εκπαιδευτικό υλικό, όπωσ εικόνεσ, που 
υπόκειται ςε άλλου τφπου άδειασ χριςθσ, θ 
άδεια χριςθσ αναφζρεται ρθτϊσ.  

Άδειεσ Χρήςησ 
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• Το παρόν εκπαιδευτικό υλικό ζχει αναπτυχκεί ςτα πλαίςια 
του εκπαιδευτικοφ ζργου του διδάςκοντα. 

• Το ζργο «Ανοικτά Ακαδθμαϊκά Μακιματα ςτο 
Αριςτοτζλειο Πανεπιςτιμιο Θεςςαλονίκθσ» ζχει 
χρθματοδοτιςει μόνο τθ αναδιαμόρφωςθ του 
εκπαιδευτικοφ υλικοφ.  

• Το ζργο υλοποιείται ςτο πλαίςιο του Επιχειρθςιακοφ 
Προγράμματοσ «Εκπαίδευςθ και Δια Βίου Μάκθςθ» και 
ςυγχρθματοδοτείται από τθν Ευρωπαϊκι Ζνωςθ 
(Ευρωπαϊκό Κοινωνικό Ταμείο) και από εκνικοφσ πόρουσ. 

 

Χρηματοδότηςη 
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Η επζκταςθ των εννοιϊν των ορίων και τθσ ςυνζχειασ που 
είναι γνωςτζσ από τα Γενικά μακθματικά 1 επιχειρείται 
ςτθν ενότθτα αυτι και δίνουμε και πολλά παραδείγματα. 
Είναι φανερό ότι το κζμα αυτό παρουςιάηει πολλζσ 
δυςκολίεσ και χρειάηεται προςεκτικι μελζτθ και άςκθςθ 
από τουσ φοιτθτζσ/τριεσ. 

κοποί ενότητασ 
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1. Όρια 

 

2. Επαναλαμβανόμενα Όρια 

 

3. Συνζχεια 

Περιεχόμενα ενότητασ 
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Όρια 
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Ασ υποκζςουμε ότι κζλουμε να υπολογίςουμε το όριο τθσ ςυνάρτθςθσ 
f(x, y) = 9 − 𝑥2 − 𝑦2 κοντά ςτθν αρχι των αξόνων . 

 

 

 

 

 

 

Μποροφμε να ξεκινιςουμε με τον οριςμό ενόσ κφκλου με ακτίνα δ και 
κζντρο τθν αρχι των αξόνων. Είναι φανερό ότι, θ τιμι τθσ ςυνάρτθςθσ κα 
πλθςιάηει το 3 (το όριο) με όλο και μεγαλφτερθ ακρίβεια, όςο το δ 
πλθςιάηει το μθδζν . 

 

Παράδειγμα 1 
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Συμβολικά μποροφμε να παραςτιςουμε το παραπάνω αποτζλεςμα 
με τθ ςχζςθ 

lim
(x,y)→(0,0)

f(x, y) = 3 

Διότι ςφμφωνα με τον οριςμό του ορίου ιςχφει ότι: 

ΟΡΙΜΟ : Η ςυνάρτθςθ f(x, y) ζχει όριο τον αρικμό k, όταν 
πλθςιάηουμε το ςθμείο M0(x0, y0) του πεδίου οριςμοφ τθσ D, όταν 
για κάκε κετικό αρικμό ε, υπάρχει κετικόσ αρικμόσ δ τζτοιοσ ϊςτε 
για κάκε ςθμείο M(x, y) του πεδίου οριςμοφ τθσ f(x, y) για το οποίο 
0 ≤ *(x − x0)2 + (y − y0)2]1/2 ≤ δ (ι |x − x0| ≤ δ και |y − y0| ≤ δ) να 
ιςχφει θ ανιςότθτα |f(x, y) − k| < ε. 

lim
(x,y)→(0,0)

f(x, y) = k 

υνζχεια Παρ. 1 
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Δίνεται θ ςυνάρτθςθ 

f(x,y)=
x2 y2

x2+y2 

Δείξτε ότι το όριο τθσ ςυνάρτθςθσ ςτθν αρχι των αξόνων είναι το 
μθδζν . 

 

 

 

 

Παράδειγμα 2 
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Επειδι x2 ≤ x2 + y2 και y2 ≤ y2 + x2 ζχουμε 

|f(x, y) − 0| =
x2 y2

x2+y2 ≤
(x2+y2)2

x2+y2
 

         =(x2 + y2) 

και επειδι x2 + y2 ≤ δ2 ζχουμε ότι για κάκε ε > 0 υπάρχει δ = 𝜀 ζτςι  

ϊςτε  

|f(x, y) − 0| < δ2 

κζτοντασ δ2 = ε και εφαρμόηοντασ τον οριςμό του ορίου είναι φανερό ότι 

lim
(x,y)→(0,0)

f(x, y) = 0 

άρα το όριο τθσ f(x, y) όταν (x, y) ⟶(0, 0) είναι το μθδζν. 

 

 

 

 

Απόδειξη 
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Αν 

lim
(x,y)→(x0,y0)

f(x, y) = k1 

και 

lim
(x,y)→(x0,y0)

f(x, y) = k2 

ςφμφωνα με τον οριςμό ζχουμε ότι για κάκε ε > 0 υπάρχει περιοχι 
με ακτίνα δ ϊςτε  

|f1 − k1| ≤ ε1 και |f2 − k2| ≤ ε2.  

Από τισ ανιςότθτεσ αυτζσ προκφπτει  

|k1 − k2| = |k1 − f + f − k2|  

    ≤ |f − k1| + |f − k2| ≤ 2ε. 

 

 

 

 

 

 

Σο όριο τησ ςυνάρτηςησ f όταν 
υπάρχει είναι μοναδικό 1/2 
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Γνωρίηουμε από τον οριςμό ότι το ε πρζπει να μπορεί να γίνει 
οςοδιποτε μικρό, ενϊ θ διαφορά k1 − k2 ζχει μια ςυγκεκριμζνθ 
τιμι. Συμπεραίνουμε λοιπόν ότι για να υπάρχουν τα όρια κα πρζπει 
το k1 και k2 να είναι ίςα μεταξφ τουσ. 

 

 

 

 

 

 

Σο όριο τησ ςυνάρτηςησ f όταν 
υπάρχει είναι μοναδικό 2/2 
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Η παραπάνω ιδιότθτα του ορίου είναι πολφ χριςιμθ ςτον 
υπολογιςμό των ορίων μιασ ςυνάρτθςθσ δφο μεταβλθτϊν, επειδι 
αν καταλιγουν ςε διαφορετικά όρια, τότε το όριο τθσ ςυνάρτθςθσ 
δεν υπάρχει. Τα διαφορετικά όρια μποροφν να προκφψουν από 
δφο διαφορετικοφσ τρόπουσ προςζγγιςθσ του ςθμείου (x0, y0). 

 

 

 

 

 

 

χόλιο 
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Να μελετθκεί το όριο τθσ ςυνάρτθςθσ ςτθν αρχι των αξόνων. 

f(x,y) = 
x2 y2

x2+y2 

Απάντηςη: Εάν αντικαταςτιςουμε το y = mx, τότε θ ςυνάρτθςθ 

f(x,y)=
m x2 

x2+(mx)2 = 
m  

1+m2 

οπότε και το 

lim
(x,y)→(0,0)

f(x, y) = 
m  

1+m2 

 

Άρα το όριο τθσ ςυνάρτθςθσ f δεν υπάρχει γιατί εξαρτάται από τθν 
καμπφλθ (τθν κλίςθ m) που προςεγγίηουμε το ςθμείο (0, 0) 

 

 

Παράδειγμα 3 
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Γραφική παράςταςη παρ. 3 
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Υπάρχει το όριο τθσ ςυνάρτθςθσ ςτθν αρχι των αξόνων; 

f(x,y)=
x y2

x2+y4 

Απάντηςη: Αν προςεγγίςουμε τθν αρχι των αξόνων κατά μικοσ τθσ 
ευκείασ y = x βρίςκουμε ότι το όριο είναι μθδζν, αλλά αν 
πλθςιάςουμε τθν αρχι κατά μικοσ τθσ καμπφλθσ x = y2 το όριο 
είναι 1/2. ϋΑρα το όριο τθσ ςυνάρτθςθσ f(x, y) ςτο ςθμείο (0, 0) δεν 
υπάρχει . 

 

 

Παράδειγμα 4 
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Aν lim
(x,y)→(x0,y0)

f(x, y) = k1  
και lim

(x,y)→(x0,y0)
g(x, y)  =  k2 ,

τότε 

1) lim
(x,y)→(x0,y0)

[ f(x, y) + g(x, y)] = 

      lim
(x,y)→(x0,y0)

f(x, y) + lim
(x,y)→(x

0
,y

0
)

g(x, y) = k1+ k2 

2) οταν k2 ≠ 0 , lim
(x,y)→(x0,y0)

f(x,y)

g(x,y)
 = 

lim
(x,y)→(x

0
,y

0
)

f(x,y)

lim
(x,y)→(x

0
,y

0
)

g(x,y) 
=

k1

k2
 

3) lim
(x,y)→(x0,y0)

[ f(x, y) ∙ g(x, y)] = 

lim
(x,y)→(x0,y0)

f x, y  ∙ lim
(x,y)→(x0,y0)

g(x, y)  =  k1 ∙ k2 ,
τότε 

Ιδιότητεσ των ορίων 1/2 
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4)  lim
(x,y)→(x0,y0)

f(x, y)m = k1
m

 ,  m ∈ N 

 

5)  lim
(x,y)→(x0,y0)

𝑓 𝑥, 𝑦 𝑎 = k1  
α , α ∈ R 

 

6) όταν f(x, y) ≥ 0 

 lim
(x,y)→(x0,y0)

f(x, y = 𝑘1 

Ιδιότητεσ των ορίων 2/2 
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Αν θ ςυνάρτθςθ f ζχει όριο το μθδζν, τότε θ ςυνάρτθςθ 1/f κα ζχει 
όριο το άπειρο ±∞. 

ΟΡΙΜΟ: Το όριο τθσ ςυνάρτθςθσ f είναι το k όταν πλθςιάηουμε το 
άπειρο, αν για κάκε οςοδιποτε μικρό ε > 0 υπάρχει δ > 0 τζτοιο ϊςτε 
για όλα τα ςθμεία M(x, y) του πεδίου οριςμοφ τθσ f, για τα οποία 
|OM| > δ, όπου O ζνα ςτακερό ςθμείο, να είναι |f(M) − k| ≤ ε. 

Οριςμόσ για το όριο ςτο άπειρο 1/2 
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Θα λζμε ότι το όριο τθσ ςυνάρτθςθσ f(x, y) ςτο ςθμείο M0(x0, y0) είναι 
το άπειρο (ι το − ∞) αν lim

(x,y)→(x0,y0)
f(x, y) → ∞ (ι -∞) όταν για 

κάκε ζναν οςοδιποτε μεγάλο κετικό αρικμό K, υπάρχει περιοχι 
π(M0, δ) του ςθμείου M0 του πεδίου οριςμοφ τθσ ςυνάρτθςθσ.  

f(M) > K  (ι  f(M) < −K για −∞) 

Ιςχφει επίςθσ ότι το 

lim
(x,y)→(∞,∞)

f(x, y)= lim
(w,z)→(0,0)

f(1/w, 1/z) 

Οριςμόσ για το όριο ςτο άπειρο 2/2 
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Να βρεκεί το όριο τθσ ςυνάρτθςθσ όταν (x, y)⟶(∞, ∞) 

f(x,y)=
x2+ y2+2

x2+y2  

Απάντηςη: Η ςυνάρτθςθ μπορεί να μεταςχθματιςκεί ςτθν 

f
1

𝑤
,

1

𝑧
= 1 + 2

𝑤2 𝑧2

w2+𝑧2 

τότε 

lim
(x,y)→(∞,∞)

f
1

𝑤
,

1

𝑧
=1+2 lim

w,𝑧 →(0,0)
 

𝑤2 𝑧2

w2+𝑧2 

Παράδειγμα 5 
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επειδι το 

lim
w,𝑧 →(0,0)

 
𝑤2 𝑧2

w2+𝑧2 = 0 

όπωσ δείξαμε ςε προθγοφμενο παράδειγμα . Επομζνωσ, 

lim
(x,y)→(∞,∞)

f(x, y) = lim
w,𝑧 →(0,0)

f 
1

𝑤
,

1

𝑧
= 1 

υνζχεια Παρ. 5 
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Θα διατυπϊςουμε ςτθ ςυνζχεια πζντε προτάςεισ, χωρίσ απόδειξθ. 

Πρόταςη 1: Εάν ιςχφει |f(x, y)| < |g(x, y)| για κάκε (x, y) εντόσ του 
πεδίου οριςμοφ των ςυναρτιςεων f και g και lim

(x,y)→(x0,y0)
g (x, y) =0 

τότε και lim
(x,y)→(x0,y0)

f(x, y) = 0 . 

Πρόταςη 2: Αν θ ςυνάρτθςθ f(x, y) μπορεί να γραφεί ωσ f(x, y) = g(x, 
y)h(x, y) όπου |g(x, y)| ≤ M για κάκε ηεφγοσ τιμϊν (x, y) εντόσ του 
πεδίου οριςμοφ τθσ g και lim

(x,y)→(x0,y0)
h (x, y) = 0 0, τότε θ f κα τείνει 

ςτο μθδζν lim
(x,y)→(x0,y0)

f(x, y) = 0 . 

Προτάςεισ 1/2 
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Πρόταςη 3: Αν υπάρχει περιοχι π του (x0, y0) τζτοια ϊςτε για 
κάκε ςθμείο M(x, y) τθσ π να ιςχφει f(x, y) ≤ g(x, y) ≤ h(x, y), τότε 
αν lim

(x,y)→(x
0
,y

0
)

f= lim
(x,y)→(x

0
,y

0
)

h = 𝓁 ιςχφει και lim
(x,y)→(x

0
,y

0
)

g =  𝓁. 

Πρόταςη 4: Αν θ ςυνάρτθςθ f(x, y) μπορεί, με το μεταςχθματιςμό 
t = φ(x, y), να μετατραπεί ςε ςυνάρτθςθ μιασ μεταβλθτισ f(t) και 
αν lim

(x,y)→(x
0
,y

0
)

φ(x, y) = to ,  τότε ιςχφει θ ςχζςθ 

lim
(x,y)→(x

0
,y

0
)

f(x, y) = lim
t→t

0

f(t) 

Πρόταςη 5: Αν δεν υπάρχει περιοχι π((x0, y0), δ) ςτθν οποία θ 
ςυνάρτθςθ να είναι φραγμζνθ, τότε το όριο τθσ ςυνάρτθςθσ      
f(x, y) δεν υπάρχει ςτο ςθμείο M0(x0, y0). 

Προτάςεισ 2/2 
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Αξίηει επίςθσ να προςκζςουμε και μια πολφ χριςιμθ 
παρατιρθςθ. Εαν το όριο μιασ ςυνάρτθςθσ f(x, y) ςτο ςθμείο    
(x0, y0) του πεδίου οριςμοφ τθσ είναι 

 lim
(x,y)→(x0,y0)

f(x, y)= 
0

0
     ι lim

(x,y)→(x0,y0)
f(x, y) =  

∞

∞
  

δεν μποροφμε να χρθςιμοποιιςουμε για τθν περαιτζρω ανάλυςθ 
τθσ ςυνάρτθςθσ και τον προςδιοριςμό του ορίου τθσ τον κανόνα 
L’ Hopital, όπωσ ςτθν ανάλυςθ των ςυναρτιςεων μιασ μεταβλθτισ 

Παρατήρηςη 
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ΘΕΑΛΟΝΙΚΗ 

Επαναλαμβανόμενα Όρια 



Αριστοτέλειο 
Πανεπιστήμιο 
Θεσσαλονίκης 

Γενικά Μακθματικά ΙΙ 

Τμιμα Φυςικισ Α.Π.Θ 
27 

Μια ςυνάρτθςθ πολλϊν μεταβλθτϊν μπορεί να προςεγγίςει μια 
ςυγκεκριμζνθ τιμι, όταν το ςθμείο (x, y) προςεγγίηει το (x0, y0) 
διαδοχικά, δθλ. όταν πρϊτα το x ⟶ x0 και ςτθ ςυνζχεια το y ⟶ y0 ι 
και αντιςτρόφωσ. Εάν το όριο τθσ f(x, y) υπάρχει όταν το x ⟶ x0, τότε 
ορίηουμε μια νζα ςυνάρτθςθ ϕ(y) = lim

x→x
0

f(x, y). 

Στθ ςυνζχεια μποροφμε να βροφμε το όριο τθσ ϕ(y) όταν το y ⟶ y0 

δθλαδι, 
lim
x→x

0

lim
y→y

0

f(x, y) = k1   

ι αντίςτροφα μποροφμε πρϊτα να υπολογίςουμε το όριο τθσ 
ςυνάρτθςθσ f(x, y) όταν το y ⟶ y0 και ςτθ ςυνζχεια όταν το x ⟶ x0 , 

lim
y→y

0

lim
x→x

0

f(x, y) = k2  

Οριςμόσ 
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Τα όρια αυτά ονομάηονται επαναλαμβανόμενα ι διαδοχικά ι 
πλευρικά όρια. Με βάςθ όςα ζχουμε αναφζρει μεχρι τϊρα 
μποροφμε να καταλιξουμε ςε μερικζσ ενδιαφζρουςεσ παρατθριςεισ. 

Επαναλαμβανόμενα ή διαδοχικά ή 
πλευρικά όρια 
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• Αν το όριο μιασ ςυνάρτθςθσ υπάρχει και είναι το k, τότε k1 = k2 = k, 
επειδι τα επαναλαμβανόμενα όρια ορίηουν δφο διαφορετικοφσ 
τρόπουσ προςζγγιςθσ του ςθμείου (x0, y0). 

• Αν τα διαδοχικά όρια υπάρχουν και είναι ίςα μεταξφ τουσ (k1 = k2) 
ι δεν υπάρχουν, τότε το όριο τθσ ςυνάρτθςθσ δεν είναι ςίγουρο 
ότι υπάρχει, τα διαδοχικά όρια καλφπτουν μόνο δφο από τουσ 
άπειρουσ τρόπουσ προςζγγιςθσ του ςθμείου (x0, y0). 

• ϋΟταν τα διαδοχικά όρια υπάρχουν και είναι διαφορετικά, το όριο 
τθσ ςυνάρτθςθσ δεν υπάρχει. 

Παρατηρήςεισ 
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Να βρεκεί το όριο τθσ ςυνάρτθςθσ  f(x,y)=
x2 y2

x2+y2 ςτο (x,y)(0,0) , 

αφοφ πρϊτα μεταςχθματιςκεί ςε πολικζσ ςυντεταγμζνεσ. 

Απαντηςη: 

Η ςυνάρτθςθ ςε πολικζσ ςυντεταγμζνεσ γίνεται 

f(r,κ)= rcosθsinθ 2 

Αφοφ x=rcosκ και y=rsinκ. 

Άρα το όριο τθσ f ςε πολικζσ ςυντεταγμζνεσ είναι (ανεξάρτθτα από 
τθν τιμι τθσ κ) 

lim
r,θ →(0,θ)

 f r, θ → 0 

 

 

Παράδειγμα 6 
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Να βρεκεί το όριο τθσ ςυνάρτθςθσ  f(x,y)=
x y

x2+y2 ςτο (x,y)(0,0) 

αφοφ πρϊτα μεταςχθματιςκεί ςε πολικζσ ςυντεταγμζνεσ. 

Απαντηςη: 

Η ςυνάρτθςθ ςε πολικζσ ςυντεταγμζνεσ γίνεται 

f(r,κ)= cosθsinθ 

Αφοφ x=rcosκ και y=rsinκ. 

Άρα το όριο τθσ f δεν υπάρχει γιατί θ τιμι τθσ αλλάηει ανάλογα με 
τθν τιμι που παίρνει το κ 

 

 

Παράδειγμα 7 
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Να βρεκεί το όριο τθσ ςυνάρτθςθσ  f(x,y)=
x y

x2+y2 ςτο (x,y)(0,0) κάνοντασ 

χριςθ του οριςμοφ των επαναλαμβανόμενων ορίων και του οριςμοφ του 
ορίου. 

Απαντηςη: 

Από τον οριςμό του ορίου προκφπτει, 

𝑓 𝑥, 𝑦 − 0 =
x y

x2 + y2
− 0 ≤

𝑥 𝑦

x2 + y2
≤

x2 + y2

x2 + y2
= 1 

Αφοφ, |x|≤ x2 + y2 και |y|≤ x2 + y2. 

Αντίςτοιχα, ο οριςμόσ των επαναλαμβανόμενων ορίων δίνει 
lim
x→0

lim
y→0

f(x, y) = 0
  

lim
y→0

lim
x→0

f(x, y) = 0  
 

Άρα το όριο τθσ f δεν υπάρχει. 

Παράδειγμα 8 
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Να υπολογιςκοφν τα όρια. 

Α) lim
𝑥,𝑦 →(0,0)

𝑥2−𝑦2+𝑥3+𝑦3

𝑥2+𝑦2  

Β) lim
𝑥,𝑦 →(0,0)

𝑥 + 𝑦𝑠𝑖𝑛
1

𝑥
 

Απαντηςη: 

Α) lim
𝑥,𝑦 →(0,0)

𝑥2−𝑦2+𝑥3+𝑦3

𝑥2+𝑦2  = lim
𝑥→0

(1−𝑛)𝑥2+𝑥3(1+𝑛)

𝑥2(1+𝑛2)
= 

   = lim
𝑥→0

(1−𝑛)+𝑥(1+𝑛)

 (1+𝑛2)
=

1−𝑛

1+𝑛2  

Υποκζτωντασ οτι y=nx. Βλζπουμε ότι το όριο εξαρτάται από το n άρα 
το όριο δεν υπάρχει. 

 

Παράδειγμα 9 
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Αντίςτοιχο αποτζλεςμα βγάηουμε και αν εκφράςουμε τό όριο Α ςε 
πολικζσ ςυντεταγμζνεσ.  

lim
𝑥,𝑦 →(0,0)

𝑥2 − 𝑦2 + 𝑥3 + 𝑦3

𝑥2 + 𝑦2

= lim
ρ,𝜃 →(0,𝜃)

𝜌2(𝑐𝑜𝑠2θ − 𝑠𝑖𝑛2𝜃) + 𝜌3(𝑐𝑜𝑠3𝜃 + 𝑠𝑖𝑛3𝜃)

𝜌2

= lim
ρ,𝜃 →(0,𝜃)

[ 𝑐𝑜𝑠2θ − 𝑠𝑖𝑛2𝜃 + 𝜌 𝑐𝑜𝑠3𝜃 + 𝑠𝑖𝑛3𝜃 ] 

Άρα το όριο και πάλι δεν υπάρχει αφοφ εξαρτάται από τθν  τιμι του κ. 

Το ίδιο αποτζλεςμα προκφπτει αν κάνουμε χριςθ του οριςμοφ των 
επαναλαμβανομζνων ορίων. 

υνζχεια Παρ. 9 1/2 
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Β) Υποκζτωντασ μια εξάρτθςθ y=mx το όριο γίνεται 

 lim
𝑥,𝑦 →(0,0)

𝑥 + 𝑦𝑠𝑖𝑛
1

𝑥
= lim

𝑥→0
𝑥 + 𝑚𝑥𝑠𝑖𝑛

1

𝑥
= 0 

Για να επαλθκεφςουμε τθν ορκότθτα του αποτελζςματοσ, 
εφαρμόηουμε τον οριςμό του ορίου . 

𝑥 + 𝑦𝑠𝑖𝑛
1

𝑥
≤ 𝑥 + 𝑦 = 2 x2 + y2 ≤ 2δ 

Αφοφ, |x|≤ x2 + y2 και |y|≤ x2 + y2. Άρα το όριο υπάρχει. 

 

υνζχεια Παρ. 9 2/2 



ΑΡΙΣΟΣΕΛΕΙΟ 

ΠΑΝΕΠΙΣΗΜΙΟ 

ΘΕΑΛΟΝΙΚΗ 

υνζχεια  
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ΟΡΙΜΟ: Αν (x0, y0) είναι ζνα ςημείο του πεδίου οριςμοφ D ⊆ R2 
μιάσ ςυνάρτηςησ f(x, y), θα λζμε ότι η f(x, y) είναι ςυνεχήσ ςτο 
ςημείο (x0, y0) αν 

   lim
(𝑥,𝑦)→(0,0)

f(x, y)= f(x0, y0). 

 

Ο οριςμόσ αυτόσ μπορεί να διατυπωκεί και διαφορετικά, π.χ. αν θ 
ςυνάρτθςθ f(x, y) είναι οριςμζνθ ςτο ςφνολο D ⊆ R2, τότε λζμε ότι 
είναι ςυνεχισ ςτο ςθμείο M0(x0, y0) του D αν για κάκε ε > 0 υπάρχει 
δ > 0 τζτοιο ϊςτε για όλα τα ςθμεία του ςυνόλου π(M0, δ) ιςχφει 
|f(x, y) − f(x0, y0)| ≤ ε. 

Οριςμόσ υνζχειασ 
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Αν το ςθμείο (x0, y0) είναι εςωτερικό του πεδίου οριςμοφ τθσ f, τότε 
ο τρόποσ προςζγγιςισ του δεν ζχει περιοριςμοφσ, αλλά αν το 
ςθμείο (x0, y0) είναι ςυνοριακό τότε το (x, y) πρζπει να πλθςιάηει το 
(x0, y0), ενϊ παράλλθλα κα παραμζνει ςτο εςωτερικό του πεδίου 
οριςμοφ τθσ.  

Όταν μια ςυνάρτθςθ είναι ςυνεχισ ςε όλα τα ςθμεία του πεδίου 
οριςμοφ τθσ D, τότε κα λζμε ότι ‘θ ςυνάρτθςθ f είναι ςυνεχισ ςτο 
D’. 

υνζχεια 
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Συμβαίνει πολλζσ φορζσ θ ςυνάρτθςθ f(x, y) να ζχει όριο ςτο ςθμείο 
M0 ∈ D, όπου D είναι το πεδίο οριςμοφ τθσ, αλλά το όριο αυτό να 
διαφζρει από τθν τιμι τθσ ςυνάρτθςθσ ςτο M0, 

lim
Μ→0

f(x, y) = λ ≠ f(x0, y0). 

Η αςυνζχεια αυτι λζγεται πρϊτου είδουσ και είναι απαλείψιμθ 
γιατί μποροφμε να ορίςουμε μια νζα ςυνάρτθςθ που να ζχει τιμι λ 
ςτο M0. 

Αςυνζχεια πρώτου είδουσ 
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Εάν οι ςυναρτιςεισ f και g ζχουν κοινό πεδίο οριςμοφ D και θ κάκε 
μία είναι ςυνεχισ ςτο ςθμείο (x0, y0) του D, τότε  

❶το άκροιςμα f + g και το γινόμενο f ・ g είναι επίςθσ ςυνεχείσ 
ςυναρτιςεισ ςτο ςθμείο (x0, y0).  

❷το πθλίκο (f/g) αν φυςικά g(x0, y0) ≠ 0, αλλά και οι ςχζςεισ |f|, 
1

f n
 , f

𝑛
 είναι επίςθσ ςυνεχείσ όταν υπάρχουν οι κατάλλθλεσ 

προχποκζςεισ. 

Ιδιότητεσ 
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ΘΕΩΡΗΜΑ: Εάν η ςυνάρτηςη f είναι ςυνεχήσ ςε ζνα ςυγκεκριμζνο 
ςημείο M0 του πεδίου οριςμοφ τησ, τότε υπάρχει πάντοτε μια 
περιοχή του ςημείου M0 ςτην οποία η ςυνάρτηςη f είναι 
φραγμζνη. 

Η απόδειξθ αυτοφ του κεωριματοσ είναι απλι αφοφ από τον 
οριςμό ζχουμε ότι για κάκε ε > 0 υπάρχει δ > 0 τζτοιο ϊςτε όλα τα 
ςθμεία τθσ περιοχισ π(M0, δ) να ιςχφει θ ςχζςθ 

|f − f(M0)| < ε 
άρα 

f(M0) − ε < f < ε + f(M0). 

Μπορεί επίςθσ να αποδειχκεί ότι, αν θ ςυνάρτθςθ f είναι ςυνεχισ 
ςε όλα τα ςθμεία ενόσ ςυμπαγοφσ ςυνόλου, τότε οι τιμζσ τθσ 
ςυνάρτθςθσ ορίηουν ζνα φραγμζνο ςφνολο πραγματικϊν αρικμϊν. 

Θεώρημα 



Αριστοτέλειο 
Πανεπιστήμιο 
Θεσσαλονίκης 

Γενικά Μακθματικά ΙΙ 

Τμιμα Φυςικισ Α.Π.Θ 
42 

 

Η ςυνάρτθςθ 

 f(x, y) =
1 + x2 sin y

y
 όταν (x, y) ≠ (0, 0)

λ                             όταν x, y = 0,0
 

 

Να προςδιοριςκεί το λ για να είναι θ ςυνάρτθςθ ςυνεχισ ςτο πεδίο 
οριςμοφ τθσ. 

Παράδειγμα 10 
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Το όριο τθσ ςυνάρτθςθσ ςτο (0, 0) είναι θ μονάδα γιατί, όπωσ 
γνωρίηουμε, 

lim
y→0

sin y

y
= 1 

Άρα αν το λ = 1 πράγματι θ ςυνάρτθςθ f(x, y) κα είναι ςυνεχισ. Αυτό 
είναι ζνα παράδειγμα αςυνζχειασ πρϊτου είδουσ, όταν το λ ζχει τιμι 
διάφορθ τθσ μονάδασ, αλλά θ αςυνζχεια αυτι μπορεί να 
απαλειφκεί με τον επαναπροςδιοριςμό του λ. 

Απάντηςη 
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1. Να μελετθκεί θ ςυνζχεια τθσ ςυνάρτθςθσ 

f(x, y) =

x|y|μ

x2+y2  όταν (x, y) ≠ (0, 0)

 0         όταν x, y = (0,0)
 

 

2. Να μελετθκεί αν θ ςυνάρτθςθ είναι ςυνεχισ 

f(x, y) =

1 − x2 − y2   όταν x2 + y2 ≤ 1 
1

exp
1

x
2
+y

2
−1

 

     
όταν x2 + y2 > 1

 

 

3. Να μελετθκεί θ ςυνζχεια τθσ ςυνάρτθςθσ 

f(x, y) =

x y

x2+y2  όταν (x, y) ≠ (0, 0)

 0         όταν x, y = (0,0)
 

 

 

Να λυθοφν οι αςκήςεισ 
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