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• Το παρόν εκπαιδευτικό υλικό υπόκειται ςε 
άδειεσ χριςθσ Creative Commons.  

• Για εκπαιδευτικό υλικό, όπωσ εικόνεσ, που 
υπόκειται ςε άλλου τφπου άδειασ χριςθσ, θ 
άδεια χριςθσ αναφζρεται ρθτώσ.  
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• Το παρόν εκπαιδευτικό υλικό ζχει αναπτυχκεί ςτα πλαίςια 
του εκπαιδευτικοφ ζργου του διδάςκοντα. 

• Το ζργο «Ανοικτά Ακαδθμαϊκά Μακιματα ςτο 
Αριςτοτζλειο Πανεπιςτιμιο Θεςςαλονίκθσ» ζχει 
χρθματοδοτιςει μόνο τθ αναδιαμόρφωςθ του 
εκπαιδευτικοφ υλικοφ.  

• Το ζργο υλοποιείται ςτο πλαίςιο του Επιχειρθςιακοφ 
Προγράμματοσ «Εκπαίδευςθ και Δια Βίου Μάκθςθ» και 
ςυγχρθματοδοτείται από τθν Ευρωπαϊκι Ζνωςθ 
(Ευρωπαϊκό Κοινωνικό Ταμείο) και από εκνικοφσ πόρουσ. 
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1. Οριςμόσ τθσ μερικισ παραγώγου ωσ προσ 
άξονα και θ γεωμετρικι ερμθνεία αυτισ 

 

2. Επζκταςθ τθσ μερικισ παραγώγου ςε 
παραγώγουσ ανώτερθσ τάξθσ 

 

 

 

κοποί ενότητασ 



Αριστοτέλειο 
Πανεπιστήμιο 
Θεσσαλονίκης 

Γενικά Μακθματικά ΙΙ 

Τμιμα Φυςικισ Α.Π.Θ 
5 

 

 

1. Μερικι Παράγωγοσ 

 

2. Παραδείγματα 

Περιεχόμενα ενότητασ 
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Εάν θ ςυνάρτθςθ f (x, y) είναι οριςμζνθ ςτον τόπο D του R2 και το 
ςθμείο M0(x0, y0) ανικει ςτο D, τότε αν θ μεταβλθτι y πάρει τθ 
τιμι y0=ςτακερά, θ ςυνάρτθςθ f (x, y) κα μετατραπεί ςε 
ςυνάρτθςθ μιασ μεταβλθτισ f (x, y0). 

Στθ περίπτωςθ αυτι μποροφμε να ορίςουμε τθ μερικι μεταβολι 
τθσ ςυνάρτθςθσ f(x, y), ωσ προσ x, 

    Δx f = f (x0 + Δx, y0) − f (x0, y0) 

που αντιςτοιχεί ςτθ μεταβολι x τθσ μεταβλθτισ x ςτθν περιοχι 
(M0,δ), όπου  δ> 0. 

Οριςμόσ Μερικήσ Παραγώγου 
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Η μερικι παράγωγοσ ςυνάρτθςθσ f(x, y) ωσ προσ τθ κατευκυνςθ 
του άξονα Ox ςτο ςθμείο M0 ορίηεται το όριο του πθλίκου (Δx f/Δx), 
όταν το Δx⟶0 και ςυμβολίηεται με (𝜕f/ 𝜕x), δθλαδι 

   
𝜕𝑓

𝜕x
Μο

= lim
Δ𝑥→0

𝛥𝑥 
𝑓

𝛥𝑥
 

Αντιςτοιχα, θ μερικι παράγωγοσ τθσ f (x, y) ωσ προσ τθ κατεφκυνςθ 
του άξονα Oy είναι 

   
𝜕𝑓

𝜕y
Μο

= lim
Δy→0

Δ𝑦 
𝑓

Δ𝑦
 

Οριςμόσ Μερικήσ παραγώγου ωσ 
προσ άξονα 
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Η γεωμετρικι ερμθνεία τθσ μερικισ παραγώγου είναι θ ακόλουκθ: Αν ονομάςουμε 
C1 τθν καμπφλθ f (x, y0) που προκφπτει από τθ τομι τθσ επιφάνειασ που ορίηουν τα 
ςθμεία τθσ f (x, y) με το επίπεδο y = y0 (βλζπε το παράδειγμα του Σχιματοσ), τότε θ 
μερικι παράγωγοσ ιςοφται με τθ κλίςθ που ςχθματίηει θ εφαπτομζνθ τθσ καμπφλθσ 
ςτο ςθμείο M(x0, y0) με το επίπεδο Oxy. 
Για παράδειγμα, θ μερικι παράγωγοσ τθσ f (x, y) = 4 − x2 − 2y2 ωσ προσ x και y ςτο 
ςθμείο (1,1) μπορεί να αναλυκεί ωσ εξισ: 

 

Γεωμετρική Ερμηνεία 1/2 

Σχιμα 1: Η μερικι παράγωγοσ τθσ f(x, y) ωσ 
προσ το ςθμειο (1,1) 
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Η τομι τθσ επιφάνειασ z (x, y) = 4 − x2 − y2 με το επίπεδο y = 1 είναι θ 
καμπφλθ C1 (z(x, 1) = 2 − x2). Η εφαπτομζνθ ςτο ςθμείο (1,1) τθσ 
καμπφλθσ C1 ςχθματίηει γωνία φ με τθν προβολι τθσ επιφάνειασ y = 1 
ςτο επίπεδο (xy). Οι μερικζσ παράγωγοι ωσ προσ x και y αντίςτοιχα 
είναι: 

𝜕𝑓

𝜕𝑥
1,1

= (−2𝑥)1,1= −2 ,   

𝜕𝑓

𝜕𝑦
1,1

= (−2𝑦)1,1= −2 .  

 

Γεωμετρική Ερμηνεία 2/2 
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Χρθςιμοποιοφμε διάφορουσ τρόπουσ για να ςυμβολίςουμε τθ 
μερικι παράγωγο τθσ ςυνάρτθςθσ f ωσ προσ x, π.χ. fx ι 𝜕x  f.  

Είναι ςθμαντικό να προςζξουμε ότι, θ μερικι παράγωγοσ αποτελεί 
ςυμβολιςμό και δεν είναι ιςοδφναμθ με το κλάςμα δφο μεταβολών, 
όπωσ θ παράγωγοσ df/dx ςτισ ςυναρτιςεισ μιασ μεταβλθτισ. 

υμβολιςμοί Μερικήσ Παραγώγου 
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Εάν u = x2y + e−𝑥𝑦3
να υπολογίςετε τισ μερικζσ παραγώγουσ (𝜕u/𝜕x), 

και (𝜕u/ 𝜕y). 

Απάντθςθ: 

   
𝜕u

𝜕x
= 2xy − y3 e−xy3

 

 

   
𝜕u

𝜕y
= x2 − 3xy2 e−xy3

 

Παράδειγμα 
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Αν θ ςυνάρτθςθ που προκφπτει από τθ μερικι παράγωγο τθσ f είναι 
οριςμζνθ ςτο D και ζχει ςυνεχείσ παραγώγουσ ςτθν περιοχι π(M0,δ) 
του D, τότε μποροφμε να ορίςουμε και να υπολογίςουμε 
παραγώγουσ ανώτερθσ τάξθσ ςτθν περιοχι του ςθμείου M0 .  

π.χ. 

   
𝜕2𝑓

𝜕𝑥2
Μο

= 
𝜕

𝜕𝑥

𝜕𝑓

𝜕𝑥 Μο
    

   
𝜕2𝑓

𝜕𝑦2
Μο

= 
𝜕

𝜕𝑦

𝜕𝑓

𝜕𝑦 Μο
    

   
𝜕2𝑓

𝜕𝑥 𝜕𝑦 Μο
= 

𝜕

𝜕𝑥

𝜕𝑓

𝜕𝑦 Μο
 

Παράγωγοι Ανώτερησ Σάξησ 
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Ζςτω θ ςυναρτθςθ f(x)= x3y2+x2+y2 . Να υπολογιςτεί θ μεικτι παράγωγοσ. 

Απάντηςη: 

Γνωριηουμε ότι θ μεικτι παράγωγοσ είναι θ  
𝜕2𝑓

𝜕𝑥 𝜕𝑦
= 

𝜕

𝜕𝑥

𝜕𝑓

𝜕𝑦
= 

𝜕

𝜕𝑥

𝜕𝑓

𝜕𝑦
 

Εφαρμόηοντασ τον τφπο προκείπτει ότι 

    
𝜕

𝜕𝑦

𝜕𝑓

𝜕𝑥  =  
𝜕

𝜕𝑦
(3x2y2+2x)=6x2y 

    
𝜕

𝜕𝑥

𝜕𝑓

𝜕𝑦
 = 

𝜕

𝜕𝑥
(2x3y+2y)=6x2y 

 

Άρα θ ςειρά παραγώγιςθσ δεν ζχει ςθμαςία.    

Παράδειγμα 
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ΘΕΩΡΗΜΑ: Αν υπάρχουν οι παράγωγοι (𝜕f/ 𝜕x), (𝜕f/ 𝜕y) και θ            
(𝜕2f/ 𝜕x 𝜕y) και είναι ςυνεχείσ ςε μια περιοχι του M0, τότε υπάρχει 
και (𝜕2f/ 𝜕y 𝜕x) και μάλιςτα ιςχφει     

    

   
𝜕2𝑓(x

o
,y

o
)

𝜕x 𝜕y
= 

𝜕2𝑓(x
o
,y

o
)

𝜕y 𝜕x  

    

Θεώρημα 
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Το κεώρθμα τθσ μζςθσ τιμισ είναι ιδθ γνωςτό από τθ μελζτθ των 
ςυναρτιςεων μιασ μεταβλθτισ. Θα το επαναλάβουμε εδώ και κα το 
χρθςιμοποιιςουμε ςτθ ςυνζχεια για τθν απόδειξι μασ.  

Εάν μια ςυνάρτθςθ f(x) είναι ςυνεχισ ςτο κλειςτό διάςτθμα x και 
παραγωγίςιμθ ςτο ανοικτό διάςτθμα Δx, τότε 

   f(x + Δx) − f(x) = Δxf ′(x + κΔx) 

όπου 0 < κ < 1. 

΄Εςτω M(x0, y0) ζνα ςθμείο του D ςτο οποίο υπάρχουν και είναι ςυνεχείσ οι 
μικτζσ παράγωγοι fxy και fyx τθσ ςυνάρτθςθσ f. Σχθματίηουμε τθν ποςότθτα 

   A = f(x0 + Δx, y0 + Δy) − f(x0, y0 + Δy) 

       − f(x0 + Δx, y0) + f(x0, y0) 

που είναι ςυνάρτθςθ των μεταβολών Δx και Δy των x και y. Αν ορίςουμε τισ 
ςυναρτιςεισ 

 

Απόδειξη 1/4 
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   F(x, y) = f(x + Δx, y) − f(x, y) 

   Φ(x, y) = f(x, y + Δy) − f(x, y)  (1) 

τότε θ ςχζςθ Α γράφεται 

   A = F (x0, y0 + Δy) − F (x0, y0) 

            = Φ(x0 + Δx, y0) − Φ(x0, y0). 

Εφαρμόηοντασ το κεώρθμα μζςθσ τιμισ για ςυναρτιςεισ μιασ μεταβλθτισ 
ςτθ ςχζςθ αυτι προκφπτει 

   A = Fy(x0, y0 + κ1 Δy) Δy 

       = Φx(x0 + κ2 Δx, y0) Δx,      0 < κ1, κ2 < 1 

    

   A = [fy (x0 +Δ x, y0 + κ1Δy)− fy (x0, y0 + κ1Δy)]Δy 

= [fx (x0 + κ2 Δx, y0 + Δy) 

 

Απόδειξη 2/4 
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Συνεπώσ 

   fxy(x0 + κ3 Δx, y0 + κ1 Δy) 

      = fyx(x0 + κ2 Δx, y0 + κ4 Δy). 

Εφόςον όμωσ οι fxy και fyx είναι ςυνεχείσ ςτο ςθμείο M0(x0, y0) ζπεται 
ότι 

   fxy(x0 + κ3 Δx, y0 + κ1 Δy) = fxy(x0, y0)+ O1(Δx,Δy) 

 

   fyx(x0 + κ2 Δx, y0 + κ4 Δy) = fyx(x0, y0)+ O2(Δx,Δy) 

όπου O1 και O2 είναι απειροςτζσ ςυναρτιςεισ των x και y. 

Επομζνωσ όταν (Δx,Δy) ⟶(0, 0) και O1 ⟶ 0,  O2 ⟶ 0 

Απόδειξη 3/4 
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οπότε λόγω τθσ (4.3) ζπεται ότι 

   fxy(x0, y0) = fyx(x0, y0),   (4) 

ςχζςθ που αποδεικνφει το κεώρθμα 

Απόδειξη 4/4 
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ΘΕΑΛΟΝΙΚΗ 

Παραδείγματα 
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Υπολογίςτε τισ παραγώγουσ (𝜕f/𝜕x), (𝜕f/ 𝜕y) και (𝜕f/ 𝜕z) αν 

   f(x, y, z) = exy ln z . 

 

Απόδειξθ: Εάν κρατιςουμε τα y και z ςτακερά και παραγωγίςουμε 
ωσ προσ x, ζχουμε 

   
𝜕𝑓

𝜕𝑥
= yexy ln z . 

΄Ομοια (𝜕f/ 𝜕y) = x exy ln z και (𝜕f/ 𝜕z) = exy /z 

Παράδειγμα 1 
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Δείξτε ότι θ ςυνάρτθςθ  

   f(x,y) = x3 − 3xy2  

επαλθκεφει τθν εξίςωςθ 

   
𝜕2

 
𝑓

𝜕x2  +  
 𝜕2

 
𝑓

𝜕y2  = 0   (5) 

Η εξίςωςθ (5) λζγεται εξίςωςθ Laplace, ενώ οι ςυναρτιςεισ που 
επαλθκεφουν τθν εξίςωςθ του Laplace ονομάηονται αρμονικζσ 
ςυναρτιςεισ. 

Απόδειξη: Υπολογίηουμε πρώτα τθ μερικι παράγωγο πρώτθσ τάξθσ 
ωσ προσ x (𝜕f/ 𝜕x) = 3x2 − 3y2 και ςτθ ςυνζχεια τθν παράγωγο                
(𝜕2f/ 𝜕x2) = 6x, όμοια (𝜕2f/ 𝜕y2) = −6x, άρα θ εξίςωςθ Laplace 
επαλθκεφεται. 

 

Παράδειγμα 2 
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Δείξτε οτι θ ςυνάρτθςθ 

   y = sin (x − αt) + cos (x + αt) 

είναι λφςθ τθσ εξίςωςθσ του κφματοσ 

   
𝜕2

 
y

𝜕t2  = α2 
 𝜕2

 
y

𝜕t2   . 

Απόδειξθ: Η παράγωγοσ πρώτθσ τάξθσ ωσ προσ x είναι: 

   
𝜕

 
y

𝜕x

 
= cos (x − αt) − sin (x + αt) 

και τθσ δευτερθσ τάξθσ είναι: 

  
𝜕

 
2y

𝜕x2  = −sin (x − αt) − cos (x + αt). 

Παράδειγμα 3 
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Η παράγωγοσ δεφτερθσ τάξθσ ωσ προσ το χρόνο είναι: 

   
𝜕

 
2y

𝜕t2

 
= α2*−sin (x − αt) + cos (x + αt)] . 

Αντικακιςτώντασ τισ παραγώγουσ αυτζσ ςτθν εξίςωςθ του κφματοσ 

βλζπουμε ότι τθν επαλθκεφουν. 

Παράδειγμα 4 
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