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• Το παρόν εκπαιδευτικό υλικό υπόκειται ςε 
άδειεσ χριςθσ Creative Commons.  

• Για εκπαιδευτικό υλικό, όπωσ εικόνεσ, που 
υπόκειται ςε άλλου τφπου άδειασ χριςθσ, θ 
άδεια χριςθσ αναφζρεται ρθτώσ.  

Άδειεσ Χρήςησ 
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• Το παρόν εκπαιδευτικό υλικό ζχει αναπτυχκεί ςτα πλαίςια 
του εκπαιδευτικοφ ζργου του διδάςκοντα. 

• Το ζργο «Ανοικτά Ακαδθμαϊκά Μακιματα ςτο 
Αριςτοτζλειο Πανεπιςτιμιο Θεςςαλονίκθσ» ζχει 
χρθματοδοτιςει μόνο τθ αναδιαμόρφωςθ του 
εκπαιδευτικοφ υλικοφ.  

• Το ζργο υλοποιείται ςτο πλαίςιο του Επιχειρθςιακοφ 
Προγράμματοσ «Εκπαίδευςθ και Δια Βίου Μάκθςθ» και 
ςυγχρθματοδοτείται από τθν Ευρωπαϊκι Ζνωςθ 
(Ευρωπαϊκό Κοινωνικό Ταμείο) και από εκνικοφσ πόρουσ. 

 

Χρηματοδότηςη 
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• Η εξοικείωςθ με τισ ςφνκετεσ ςυναρτιςεισ πολλών 
μεταβλθτών και τισ παραγώγουσ τουσ (είναι ιδιαίτερα 
χριςιμεσ ςτθ φυςικι για να ορίςουμε για παράδειγμα 
τθν εξζλιξθ ενόσ μεγζκουσ (πχ τθσ πίεςθσ) για ζνα 
κινοφμενο παρατθρθτι  

• Η κατανόθςθ των ομογενών ςυναρτιςεων 

• Η εφαρμογι του κεωριματοσ Euler ςε ομογενείσ 
ςυναρτιςεισ 

κοποί ενότητασ 
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1. Παραγώγιςθ Σφνκετων Συναρτιςεων 

 

2. Θεώρθμα του Euler για ομογενείσ ςυναρτιςεισ 

 

Περιεχόμενα ενότητασ 
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Με τον όρο ςφνκετθ ςυνάρτθςθ κα εννοοφμε τθ ςυνάρτθςθ μιασ ι 
περιςςοτζρων μεταβλθτών που τθ κζςθ των μεταβλθτών τθσ 
παίρνουν άλλεσ ςυναρτιςεισ. 
Για παράδειγμα θ ςυνάρτθςθ 

f(x, y) = (x2 + y2) 1/2 

είναι ιςοδφναμθ με τθν ζκφραςθ 

f(u) = u ½ 

όπου u = x2 + y2. ΄Αλλο παράδειγμα είναι θ ςυνάρτθςθ 

f(x, y) = xy + log(x/y) 

ι αν ορίςουμε τα u = xy, v = x/y τότε 
f(u, v) = u + log v 

φνθετη υνάρτηςη 1/2 
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Συχνά για τθν περιγραφι τθσ κίνθςθσ υλικοφ ςθμείου ςτθ κλαςικι 
μθχανικι, χρθςιμοποιοφμε το καρτεςιανό ςφςτθμα ςυντεταγμζνων. 
Η τροχιά του υλικοφ ςθμείου περιγράφεται από τισ παραμετρικζσ 
ςυναρτιςεισ 

x(t) = 3t2 + t, y(t) = t3, z(t) = 4t 

που ορίηουν τθ κζςθ του υλικοφ ςθμείου ωσ ςυνάρτθςθ του 
χρόνου. ΄Ενα φυςικό μζγεκοσ που μεταβάλεται κατα μικοσ τθσ 
τροχιάσ του υλικοφ ςθμείου κα περιγράφεται από τθ ςυνάρτθςθ 
V(t) = V(t, x(t), y(t), z(t)). 

φνθετη υνάρτηςη 2/2 
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Αξίηει να αναφερκοφμε ςε δφο ςθμαντικά κεωριματα : 

ΘΕΩΡΗΜΑ 1: Μία ςφνκετθ ςυνάρτθςθ είναι ςυνεχισ, όταν 
αποτελείται από ςυνεχείσ ςυναρτιςεισ.  

Μποροφμε να αναλφςουμε το παραπάνω κεώρθμα ωσ εξισ: Εάν μία 
ςυνάρτθςθ z = f(u, v) είναι ςυνεχισ ςτθ περιοχι Π1 και οι 
ςυναρτιςεισ u(x, y) και v(x, y) είναι ςυνεχισ ςτθ περιοχι Π1, τότε θ 
ςυνάρτθςθ z είναι επίςθσ ςυνεχισ ςτθ περιοχι Π1. 

Επίςθσ ιςχφει το κεώρθμα: 

ΘΕΩΡΗΜΑ 2: Εάν u(x, y) και v(x, y) είναι διαφορίςιμεσ ςυναρτιςεισ 
των x και y ςτθ περιοχι Π1 και f(u, v) είναι διαφορίςιμθ ςυνάρτθςθ 
των u και v ςτθ περιοχι Π1, τότε θ ςφνκετθ ςυνάρτθςθ  
z(x, y) = f(u(x, y), v(x, y)) είναι επίςθσ διαφορίςιμθ ωσ προσ x και y. 

Θεωρήματα 
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Με βάςθ τα παραπάνω κεωριματα, μποροφμε να υπολογίςουμε τθν 
παράγωγο μιασ ςφνκετθσ ςυνάρτθςθσ. 

Ασ υποκζςουμε ότι w= f(u, v) είναι ςυνάρτθςθ των u, v αλλά τα u(x, y) 
και v(x, y) είναι διαφορίςιμεσ ςυναρτιςεισ των x, y, τότε 

dw =
𝜕f

𝜕u
 du + 

𝜕f

𝜕v
 dv      (1) 

To ολικό διαφορικό τθσ ςυνάρτθςθσ w(x, y) = f(u(x, y), v(x, y)) είναι 

dw =
𝜕f

𝜕x
dx + 

𝜕f

𝜕y
dy    (2) 

Όμωσ, 
du =

𝜕u

𝜕x
 dx + 

𝜕u

𝜕y
 dy      (3) 

Και 
dv =

𝜕v

𝜕x
 dx + 

𝜕v

𝜕y
 dy       (4) 

 

Τπολογιςμόσ Παραγώγου φνθετησ 
υνάρτηςησ 1/2 
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Αντικακιςτώντασ τα du, dv ςτθν εξίςωςθ (1), ζχουμε 

dw =
𝜕f

𝜕u

𝜕u

𝜕x
+
𝜕f

𝜕v

𝜕v

𝜕x
dx + 

𝜕f

𝜕u

𝜕u

𝜕y
+
𝜕f

𝜕v

𝜕v

𝜕y
dy 

Από τθν ςφγκριςθ των παραπάνω εξιςώςεων ςυμπεραίνουμε ότι 

𝜕w

𝜕x
 =  
𝜕f

𝜕u

𝜕u

𝜕x
 + 
𝜕f

𝜕v

𝜕v

𝜕x
  

και 
𝜕w

𝜕y
 = 
𝜕f

 𝜕u

𝜕u

𝜕y
 + 
𝜕f

𝜕v

𝜕v

𝜕y
 

 

 

Τπολογιςμόσ Παραγώγου φνθετησ 
υνάρτηςησ 2/2 
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Στθν απλοφςτερθ περίπτωςθ που f(t, x, y) = f(t) επειδι x(t), y(t), 
ιςχφει 

   
𝑑𝑓

𝑑𝑡
=
𝜕𝑓

𝜕𝑡
+
𝜕𝑓

𝜕𝑥

𝑑𝑥

𝑑𝑡
+
𝜕𝑓

𝜕𝑦

𝑑𝑦

𝑑𝑡
   (5) 

Η παραγώγιςθ αυτι είναι γνωςτι και με τον όρο “αλυςιδωτι 
παραγώγιςθ”. 
 

Αλυςιδωτή Παραγώγιςη 
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Ποιά ειναι θ ολικι μεταβολι τθσ πυκνότθτασ, εάν αυτι ζχει τθν 
μορφι ρ(t, x(t), y(t), z(t)), για ζναν ακίνθτο και ζναν κινοφμενο 
παρατθρθτι; 

Απάντηςη: 

Η ολικι μεταβολι τθσ πυκνότθτασ για ζναν κινοφμενο παρατθρθτι: 
𝑑𝜌

𝑑𝑡
=
𝜕𝜌

𝜕𝑡
+
𝜕𝜌

𝜕𝑥

𝑑𝑥

𝑑𝑡
+
𝜕𝜌

𝜕𝑦

𝑑𝑦

𝑑𝑡
+
𝜕𝜌

𝜕𝑧

𝑑𝑧

𝑑𝑡
 

 
Η ολικι μεταβολι τθσ πυκνότθτασ για ζναν ακίνθτο παρατθρθτι: 

𝑑𝜌

𝑑𝑡
=
𝜕𝜌

𝜕𝑡
 

 

Παράδειγμα Αλυςιδωτήσ 
Παραγώγιςησ 
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Είναι εφκολο να δείξουμε ότι θ παράγωγοσ δεφτερθσ τάξθσ τθσ 
ςυνάρτθςθσ f(u, v) όπου u(x, y), v(x, y) ωσ προσ x είναι: 

𝜕2f

𝜕x2
=
𝜕

𝜕x

𝜕f

𝜕u

𝜕u

𝜕x
+
𝜕f

𝜕v

𝜕v

𝜕x
 = 
𝜕

𝜕x

𝜕f

𝜕u

𝜕u

𝜕x
+
𝜕

𝜕x

𝜕f

𝜕v

𝜕v

𝜕x
= 

  = 
𝜕2f

𝜕u2
𝜕u

𝜕x

2
 + 
𝜕2f

𝜕u 𝜕v
 
𝜕u

𝜕x
 
𝜕v

𝜕x
+
𝜕f

𝜕u

𝜕2u

𝜕x2
 + 

  + 
𝜕2f

𝜕v2
𝜕v

𝜕x

2
+ 
𝜕2f

𝜕u 𝜕v
 
𝜕u

𝜕x
 
𝜕v

𝜕x
+
𝜕f

𝜕v

𝜕2v

𝜕x2
 = 

   = 
𝜕2f

𝜕u2
𝜕u

𝜕x

2
+ 
𝜕2f

𝜕v2
𝜕v

𝜕x

2
+  

 + 2 
𝜕2f

𝜕u 𝜕v
 
𝜕u

𝜕x
 
𝜕v

𝜕x
 + 
𝜕f

𝜕u

𝜕2u

𝜕x2
 + 
𝜕f

𝜕v

𝜕2v

𝜕x2
 

Παράγωγοσ Δεφτερησ Σάξησ 1/3 
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Όμοια, θ δεφτερθ παράγωγοσ ωσ προσ y 

𝜕2f

𝜕y2
= 
𝜕2f

𝜕u2
𝜕u

𝜕y

2
+ 
𝜕2f

𝜕v2
𝜕v

𝜕y

2
+ 2 
𝜕2f

𝜕u 𝜕v
 
𝜕u

𝜕y
 
𝜕v

𝜕y
 + 
𝜕f

𝜕u

𝜕2u

𝜕y2
 + 
𝜕f

𝜕v

𝜕2v

𝜕y2
 

Παράγωγοσ Δεφτερησ Σάξησ 2/3 
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Και αντίςτοιχα, θ δεφτερθ παράγωγοσ ωσ προσ x και y 

𝜕2f

𝜕y𝜕x
=
𝜕

𝜕y

𝜕f

𝜕u

𝜕u

𝜕x
+
𝜕f

𝜕v

𝜕v

𝜕x
= 

= 
𝜕2f

𝜕u
 
𝜕u

𝜕x
 
𝜕u

𝜕y
 + 
𝜕2f

𝜕u𝜕v
 
𝜕u

𝜕x
 
𝜕v

𝜕y
 + 
𝜕f

𝜕u

𝜕2f

𝜕x𝜕y
 +  

+ 
𝜕2f

𝜕v
 
𝜕v

𝜕x
 
𝜕u

𝜕y
 + 
𝜕2f

𝜕u𝜕v
 
𝜕u

𝜕x
 
𝜕v

𝜕y
 + 
𝜕f

𝜕v

𝜕2f

𝜕y𝜕x
 . 

Παράγωγοσ Δεφτερησ Σάξησ 3/3 
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Στθ γενικι περίπτωςθ f(x1, ..., xn) όπου xj(t1, ..., tm) ζχουμε 

 

𝜕2f

𝜕tk𝜕tj
=   

𝜕2f

𝜕xλ 𝜕𝑥𝑖

n

λ=1

n

i=1

𝜕xλ
𝜕tk

𝜕xi
𝜕tj
+ 
𝜕f

𝜕xi

𝜕2xi
𝜕tk 𝜕tj

n

i=1

 

Γενικά 
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Ενώ, όταν οι ςυντεταγμζνεσ εξαρτώνται από το χρόνο, f(x1(t), x2(t),..., 
xn(t)), προκφπτει ότι 
 

𝑑2𝑓

𝑑𝑡2
=   

𝜕2f

𝜕xk 𝜕𝑥𝑖

n

k=1

n

i=1

𝑑𝑥𝑘
𝑑𝑡

𝑑𝑥𝑖
𝑑𝑡
+ 
𝜕f

𝜕xi

𝑑2𝑥𝑖
𝑑𝑡2

n

i=1

 

Χρονοεξαρτώμενεσ υντεταγμζνεσ 
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Ζςτω w = f(x, y) = e x(x−y), όπου x = 2t cos t, y = 2t sin t. Υπολογίςτε τθν 
παράγωγο dw/dt όταν t = π. 

Απάντηςη:  

Μποροφμε είτε να αντικαταςτιςουμε τα x, y ςτθ ςυνάρτθςθ και μετά 
να παραγωγίςουμε, είτε να εφαρμόςουμε τοv κανόνα ςφνκετθσ 
παραγώγιςθσ, αφοφ το w είναι ςφνκετθ ςυνάρτθςθ μόνο του t και να 
πάρουμε 

dw

dt
=
𝜕f

𝜕x

dx

dt
+
𝜕f

𝜕y

dy

dt
 

    = (2x − y) e x(x−y)(2 cos t − 2t sin t)  

   − xe x(x−y)(2 sin t + 2t cos t). 

Παράδειγμα 1 
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Όταν t = π, τότε x = −2 και y = 0. Οπότε ζχουμε 

𝑑𝑤

𝑑𝑡
= (−4π) 𝑒4𝜋

2
(−2) − (−2π) 𝑒4𝜋

2
(−2π) 

= 4π(2 − π) 𝑒4𝜋
2   

Απάντηςη 
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Αν x = r cos κ και y = r sinκ  (τα r και κ είναι οι πολικζσ ςυντεταγμζνεσ 
και τα x, y καρτεςιανζσ ςυντεταγμζνεσ) δείξτε ότι, θ εξίςωςθ Laplace 
για τθ V(x, y)  

𝜕2
 
V

𝜕x2
 + 
𝜕2
 
V

𝜕y2
= 0 , 

είναι ιςοδφναμθ με τθν 
𝜕2
 
V

𝜕r2
 + 
1𝜕V

𝑟 𝜕r
+ 
1𝜕2
 
V

𝑟2 𝜕θ2
= 0 . 

Παράδειγμα 2 
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Εχουμε 

  
𝜕V

𝜕r
                 =

𝜕V 

𝜕x

𝜕x

𝜕r
 + 
𝜕V

𝜕y

 𝜕y

𝜕r
 

  = cos κ 
𝜕V

𝜕x
 + sin κ 

𝜕V

𝜕y
            (6) 

 

  
𝜕V

𝜕θ
            =

𝜕V 

𝜕x

𝜕x

𝜕θ
 + 
𝜕V

𝜕y

 𝜕y

𝜕θ
 

         = - r sin κ 
𝜕V

𝜕x
 + r cos κ 

𝜕V

𝜕y
 .          (7) 
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΄Ετςι, οι τελεςτζσ 
𝜕

𝜕𝑟
,
𝜕

𝜕𝜃
 

μποροφν να αντικαταςτακοφν από τουσ ιςοδφναμουσ 

   
𝜕

𝜕𝑟 
 = cos κ 

𝜕

𝜕𝑥
 + sin κ 

𝜕

𝜕𝑦
  (8) 

   
𝜕

𝜕𝜃
  = - r sin κ 

𝜕

𝜕x
+ r cos κ 

𝜕

𝜕y
          (9) 

Από τθν (7) προκφπτει, 
𝜕2
 
V

𝜕r2
 = 
𝜕

𝜕𝑟
cos κ 

𝜕V

𝜕x
+ sin κ 

𝜕V

𝜕y
 = cos κ 

𝜕

𝜕𝑟
 
𝜕V 

𝜕x
 

  +  
𝜕V 

𝜕x

𝜕

𝜕𝑟
 cos κ + sin κ 

 𝜕

𝜕𝑟
 
𝜕V 

𝜕x
 + 
𝜕V

𝜕y

𝜕

𝜕𝑟
 sin κ (10) 

Απόδειξη 2/5 
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Χρθςιμοποιοφμε τώρα τθν (9) για να αντικαταςτιςουμε τον τελεςτι 
𝜕/𝜕r ςτον πρώτο και ςτον τρίτο όρο μόνο. Η παραγώγιςθ των άλλων 
δφο όρων ωσ προσ z δε μπορεί να γίνει άμεςα. Αυτό ςυμβαίνει, 
επειδι τα r και κ είναι ανεξάρτθτεσ μεταβλθτζσ, και (𝜕/𝜕r) cosκ= 0, 
(𝜕/𝜕r) sinκ = 0. Ζτςι , 

𝜕2V

𝜕r2
  = cos κ cosκ 

𝜕

𝜕x
 + sinκ 

𝜕

𝜕y
 
𝜕V

𝜕x
  

      + sin κ cosκ 
𝜕

𝜕x
 + sinκ 

𝜕

𝜕y
 
𝜕V

𝜕y
  

   = cos2 κ 
𝜕2
 
V

𝜕x2
 + 2 sinκ cosκ 

𝜕2
 
V

𝜕x 𝜕y
 + sin2 κ 

𝜕2
 
V

𝜕y2
 ,       (11) 

Επειδι 
𝜕2
 
V

𝜕x 𝜕y
= 
𝜕2
 
V

𝜕y 𝜕x
 

Απόδειξη 3/5 
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Όμοια  
𝜕2
 
V

𝜕θ2
   =   r2 sin2 κ 

𝜕2
 
V

𝜕x2
 - 2 r sinκ cosκ 

𝜕2
 
V

𝜕x𝜕y
  

            + r2  cos2 κ 
𝜕2
 
V

𝜕y2
   

               - r cosκ 
𝜕V

𝜕x
 + sinκ 

𝜕V

𝜕y
,       (12) 

Απόδειξη 4/5 
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Από τισ (7), (11), (12), 

𝜕2
 
V

𝜕r2
 + 
1 𝜕V

𝑟 𝜕r
+ 
1𝜕2
 
V

𝑟2 𝜕θ2
= 
𝜕2
 
V

𝜕x2
 + 
𝜕2
 
V

𝜕y2
 

απ’οπου προκφπτει το ηθτοφμενο αποτζλεςμα . 

Απόδειξη 5/5 
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Δείξτε ότι θ ςυνάρτθςθ 

z(x, y) = g(y + sin x) + f(y − sin x), όπου g, f τυχαίεσ ςυναρτιςεισ 
επαλθκεφουν τθ ςχζςθ zx tan x + zxx − zyy cos 2x = 0. 

Παράδειγμα 3 
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Η ςυνάρτθςθ z μπορεί να πάρει τθ μορφι 

z = g(u) + f(v), 

όπου u = y + sin x και v = y − sin x. Παραγωγίηοντασ τθν z(x, y) και 
ζχουμε 

𝜕z 

𝜕x
 =  
𝜕z

 𝜕u

𝜕u 

𝜕x
+ 
𝜕z

𝜕v

𝜕v

𝜕x
 = 
𝜕g

𝜕u

𝜕u 

𝜕x
+ 
𝜕g

𝜕v

𝜕v

𝜕x
 

ι  
𝜕z 

𝜕x
 = g’ cos x – f’ cos x  

𝜕2
 
z 

𝜕x2
 = g’’ cos 2x – g’ sin x + f’’ cos 2x + f’ sin x  

𝜕2
 
z 

𝜕x2
 = g’’ + f’’ . 

 

Λφςη 1/2  
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Με απλι αντικατάςταςθ ςτθ ςχζςθ 

A = zxtanx + zxx − zyy cos 2x 

βρίςκουμε ότι το A = 0. 

Λφςη 2/2  
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Συχνά ςυναντάμε μια κατθγορία ςυναρτιςεων που λζγονται 
ομογενείσ. 

ΟΡΙΜΟ: Μια ςυνάρτθςθ f(x, y) λζγεται ομογενισ βακμοφ m, αν 
ςτο πεδίο οριςμοφ τθσ ιςχφει θ ςχζςθ 

   f(λx, λy) = λm f(x, y)                                (13) 

για κάκε τιμι τθσ παραμζτρου . 

Οριςμόσ Ομογενοφσ υνάρτηςησ 
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Το κεώρθμα του Euler για ομογενείσ ςυναρτιςεισ. 

ΘΕΩΡΗΜΑ (του Euler): Εάν f είναι μια διαφορίςιμθ και ομογενισ 
ςυνάρτθςθ βακμοφ m τότε ιςχφει θ ςχζςθ 

          x 
𝜕f 

𝜕x
 + y 
𝜕f 

𝜕y
 = mf .    (14) 

 

Θεώρημα Euler  
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Παραγωγίηοντασ ωσ προσ x τθν εξίςωςθ (15) ζχουμε 

   
df(λx, λy) 
dλ

= m λm−1 f(x, y).  (15) 

Ορίηουμε νζεσ μεταβλθτζσ u = λx και v = λy και παίρνουμε 

  
df(λx, λy) 
dλ

= 
𝜕𝑓

𝜕𝑢

𝑑𝑢

𝑑𝜆
 + 
𝜕𝑓

𝜕𝑣

𝑑𝑣

𝑑𝜆
  = 
𝜕𝑓

𝜕𝑢
 x + 
𝜕𝑓

𝜕𝑣
 y  (16) 

Από τισ ςχζςεισ (16) και (17) για  λ = 1, ζχουμε τθν 

    x 
𝜕𝑓

𝜕𝑢
 + y 
𝜕𝑓

𝜕𝑣
  = mf   (17) 

που είναι ο τφποσ του Euler. 

Απόδειξη 
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Δίνεται θ ςυνάρτθςθ f(x, y), θ οποία είναι ομογενισ βακμοφ n και 
διαφορίςιμθ. Δείξτε ότι, οι μερικζσ παράγωγοι πρώτθσ τάξθσ τθσ 
ςυνάρτθςθσ είναι ομογενείσ ςυναρτιςεισ βακμοφ n − 1. 

Παράδειγμα 
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Επειδι θ f(x, y) είναι ομογενισ και διαφορίςιμθ ιςχφει το κεώρθμα 
του Euler 

 x 
𝜕f

𝜕u
 + y 
𝜕f

𝜕v
 = nf 

Με διαφόριςθ παίρνουμε 
𝜕

𝜕x
 x 
𝜕f

𝜕u
 + y 
𝜕f

𝜕v
 

= 
𝜕

𝜕x
 nf  ⟹ 

𝜕f

𝜕x
+ x
𝜕2
 
f

𝜕x2
 

+ y
𝜕2f

𝜕x 𝜕y
 = n 

𝜕f

𝜕x
⟹ 

⟹ x 
𝜕

𝜕x
 
𝜕f

𝜕x
 + y 
𝜕

𝜕y
 
𝜕f

𝜕y
  = (n-1) 

𝜕f

𝜕x
 (18) 

Απάντηςη 
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Μποροφμε επίςθσ να αποδείξουμε ότι, το παραπάνω ςυμπζραςμα 
μπορεί να προεκτακεί και για ςυναρτιςεισ n μεταβλθτών.  
Αν f(x1, ...., xn), D ⊆ Rn, και θ f είναι ομογενισ βακμοφ m, τότε ιςχφει 

 

 𝑥𝑖

𝑛

𝑖=1

𝜕𝑓

𝜕𝑥𝑖
= 𝑚𝑓 

Σο θεώρημα του Euler για 
ςυναρτήςεισ n μεταβλητών 
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Παραγωγίηουμε ωσ προσ xk : 

𝜕

𝜕𝑥𝑘
 𝑥𝑖

𝑛

𝑖=1

𝜕𝑓

𝜕𝑥𝑖
=  

𝜕

𝜕𝑥𝑘
𝑥𝑖
𝜕𝑓

𝜕𝑥𝑖

𝑛

𝑖=1

 

= 
𝜕𝑥𝑖
𝜕𝑥𝑘

𝑛

𝑖=1

𝜕𝑓

𝜕𝑥𝑖
 

+ 𝑥𝑖

𝑛

𝑖=1

𝜕2𝑓

𝜕𝑥𝑘𝜕𝑥𝑖
= 𝑚
𝜕𝑓

𝜕𝑥𝑘
 

ι 

 𝑥𝑖
𝜕

𝜕𝑥𝑖

𝜕𝑓

𝜕𝑥𝑘

𝑛

𝑖=1

= 𝑚 − 1
𝜕𝑓

𝜕𝑥𝑘
. 
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