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• Το παρόν εκπαιδευτικό υλικό υπόκειται ςε 
άδειεσ χριςθσ Creative Commons.  

• Για εκπαιδευτικό υλικό, όπωσ εικόνεσ, που 
υπόκειται ςε άλλου τφπου άδειασ χριςθσ, θ 
άδεια χριςθσ αναφζρεται ρθτϊσ.  

Άδειεσ Χριςθσ 
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• Το παρόν εκπαιδευτικό υλικό ζχει αναπτυχκεί ςτα πλαίςια 
του εκπαιδευτικοφ ζργου του διδάςκοντα. 

• Το ζργο «Ανοικτά Ακαδθμαϊκά Μακιματα ςτο 
Αριςτοτζλειο Πανεπιςτιμιο Θεςςαλονίκθσ» ζχει 
χρθματοδοτιςει μόνο τθ αναδιαμόρφωςθ του 
εκπαιδευτικοφ υλικοφ.  

• Το ζργο υλοποιείται ςτο πλαίςιο του Επιχειρθςιακοφ 
Προγράμματοσ «Εκπαίδευςθ και Δια Βίου Μάκθςθ» και 
ςυγχρθματοδοτείται από τθν Ευρωπαϊκι Ζνωςθ 
(Ευρωπαϊκό Κοινωνικό Ταμείο) και από εκνικοφσ πόρουσ. 

 

Χρθματοδότθςθ 
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Στθν ενότθτα αυτι κα μελετιςουμε τθν ανάλυςθ μιασ 
ςυνάρτθςθσ πολλϊν μεταβλθτϊν ςε πολυϊνυμο με τθ 
βοικεια του αναπτφγματοσ Taylor και κα ςυηθτιςουμε τθσ 
πεπλεγμζνεσ ςυναρτιςεισ, τισ Ιακωβιανζσ ορίηουςεσ και τθ 
ςυναρτθςιακι εξάρτθςθ ςυναρτιςεων πολλϊν 
μεταβλθτϊν. 

κοποί ενότθτασ 
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1. Θεϊρθμα τθσ μζςθσ τιμισ και ςειρζσ Taylor 

 

2. Πεπλεγμζνεσ Συναρτιςεισ 

 

 

 

Περιεχόμενα ενότθτασ 
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Θεώρθμα τθσ μζςθσ τιμισ και 
ςειρζσ Taylor 
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Το κεϊρθμα τθσ μζςθσ τιμισ που το ςυναντιςαμε ιδθ ςτο 
διαφορικό λογιςμό των ςυναρτιςεων μιασ μεταβλθτισ, κα το 
γενικεφςουμε εδϊ χωρίσ να το αποδείξουμε. 

ΘΕΩΡΗΜΑ (Μζςθσ Τιμισ): Εάν θ ςυνάρτθςθ f είναι οριςμζνθ και 
διαφορίςιμθ ςτον κυρτό τόπο D ⊆ Rn και M0 ∈ D, τότε θ ολικι 
μεταβολι 

Δf = f(M) − f(M0) = [ df ]𝑃0  

όπου M(𝑥1
0+ Δx1, ..., 𝑥𝑛

0 + Δxn) ∈ D και 𝑃0(𝑥1
0+ 𝜃0Δx1, ..., 𝑥𝑛

0 + 𝜃0 Δxn), 
0 < 𝜃0 < 1 είναι ςθμείο του τμιματοσ M0M. 

Θεώρθμα Μζςθσ Σιμισ 
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Ζςτω θ μετατόπιςθ f (x0 + Δx, y0 + Δy), θ τιμι τθσ ςυνάρτθςθσ γφρω 
από το ςθμζιο Μ0(x0, y0) είναι 

f(x0 + Δx, y0 + Δy) ≈ f(x0, y0) 

         + x − x0
𝜕

𝜕x
+ (y − y0)

𝜕

𝜕y
 f(x0, y0) 

            + 
x−x0

2

2
 
𝜕2 f(x0

,
y0)

𝜕x2
 

             + 
y−y
o
2

2
 
𝜕2 f(x0

,
y0)

𝜕y2
 

             + x − xo y − yo  
𝜕2 f(x0

,
y0)

𝜕y 𝜕x
 

             + όρουσ ανϊτερθσ τάξθσ 

Η ςχζςθ αυτι είναι γνωςτι ωσ τφποσ του Taylor τθσ ςυνάρτθςθσ f ςτο 
ςθμείο M0.  

 Ο τφποσ του Taylor 
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Επίςθσ πολφ ςθμαντικό είναι και το κεϊρθμα μζςθσ τιμισ του Taylor. 

ΘΕΩΡΗΜΑ (Taylor :) Δίνεται θ ςυνάρτθςθ f : D → R1, οριςμζνθ ςτον 
κυρτό τόπο D ∈ Rn και ζςτω M0(x0

1, ..., x0
n) ζνα ςθμείο του D. Αν θ 

ςυνάρτθςθ f ζχει διαφορικά μζχρι (n + 1) τάξθσ ςτον τόπο D, τότε για 
οποιοδιποτε ςθμείο M(x0

1 + Δx1, ..., x0 n + Δxn) ∈ D υπάρχει  
P(x0

1+ 𝜃0 Δx1, ..., x0
n + 𝜃0 Δxn) ∈ D με 0 < 𝜃0 < 1 του τμιματοσ MM0 

τζτοιο ϊςτε θ ολικι μεταβολι τθσ f ςτο M0 να δίνεται από τθ ςχζςθ 

  Δf = 
1

k!
[𝑑𝑘f

n

k=1
]Mo +

1

(n+1)!
 dn+1 f Po (1) 

 

όπου το dk f ζχει ιδθ οριςτεί ωσ dk f = 
𝜕𝑓

𝜕𝑥
𝑑𝑥 +
𝜕𝑓

𝜕𝑦
𝑑𝑦
𝑘

. 

Θεώρθμα Μζςθσ Σιμισ Taylor 
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Εάν το ςθμείο M0 είναι θ αρχι των αξόνων, τότε ο τφποσ του Taylor 
παίρνει τθ μορφι 

f(x, y) = f(0, 0) +  
1

k!
𝑥
𝜕

𝜕𝑥
+ 𝑦
𝜕

𝜕𝑦

𝑘
n

k=1

𝑓 0,0  

  +
1

(n+1)!

1

k!
𝑥
𝜕

𝜕𝑥
+ 𝑦
𝜕

𝜕𝑦

𝑛+1
f(𝜃0x, 𝜃0y),  0 < 𝜃0 < 1. 

Ο νζοσ τφποσ αυτόσ είναι γνωςτόσ ωσ τφποσ Mac-Laurin. 

Σφποσ Mac-Laurin 
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Ο όροσ 

ℚn=
1

(n+1)!
dn+1 f Po 

ονομάηεται υπόλοιπο του τφπου του Taylor . Στθν περίπτωςθ που 
ιςχφει 

lim
𝑛→∞
ℚn = 0 ,  

θ ςειρά που προκφπτει ονομάηεται ςειρά Taylor τθσ ςυνάρτθςθσ f ςτο 
ςθμείο M0. 

 

Τπόλοιπο Taylor 
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Η αξία του τφπου του Taylor βρίςκεται ςτο γεγονόσ ότι μποροφμε 
να καταςκευάςουμε ζνα απλό πολυϊνυμο που να προςεγγίηει με 
μεγάλθ ακρίβεια μία πολφπλοκθ ςυνάρτθςθ ςτθ γειτονιά μιασ 
γνωςτισ τιμισ τθσ ςυνάρτθςθσ. Με άλλα λόγια, αν γνωρίηουμε τθ 
τιμι μιασ πολφπλοκθσ ςυνάρτθςθσ ςε ζνα ςθμείο M0 και κζλουμε 
να προςεγγίςουμε τθ τιμι τθσ ςυνάρτθςθσ ςτθ γειτονιά του 
ςθμείου, με πολυϊνυμο πρϊτθσ, δεφτερθσ ι και υψθλότερθσ 
τάξθσ, μποροφμε να χρθςιμοποιιςουμε το ανάπτυγμα τθσ ςειράσ 
Taylor. 

χόλιο 
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Βρείτε τθ ςειρά Taylor για τθ ςυνάρτθςθ 

f(x, y) = 𝑒𝑥
2sin xy  

γφρω από το ςθμείο (2,0) διατθρϊντασ όρουσ μζχρι δεφτερθσ τάξθσ. 
Στθ ςυνζχεια υπολογίςτε μια προςεγγιςτικι τιμι του f(1.98, 0.015). 

Παράδειγμα 
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Στο (2, 0) βρίςκουμε f = 1, fx = 0, fy = 8, fxx = 0, fxy = 12, fyy = 64. 
Συνεπϊσ, θ ςειρά Taylor για τθν f(x, y) γφρω από το (2, 0) είναι 

f(x, y) = f(2, 0) + (x − 2) fx(2, 0) + y fy(2, 0)  

   + 
1

2!
 *(x − 2 )2 fxx(2, 0)+ 

   +2(x − 2) y fxy(2, 0) + y2 fyy(2, 0)] + ... = 

   = 1 + 8y + 12(x − 2)y + 32y2 + ... 

Αν αντικαταςτιςουμε το x με 2 + Δx, και το y με Δy, ςτθν τελευταία 
εξίςωςθ παίρνουμε 

f(2 + Δx,Δy) = 1 + 8Δy + 12 Δx Δy + 32 Δy2 

Απάντθςθ 1/2 
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Αν κζςουμε Δx = −0.02, Δy = 0.015, και αγνοιςουμε όρουσ 
μεγαλφτερθσ από δεφτερθσ τάξθσ των Δx,Δy, ζχουμε 

f(1.98, 0.015) = 1 + (8 + 12Δx + 32Δy)Δy 

= 1.124 

με ακρίβεια τριϊν δεκαδικϊν ψθφίων. Για ςφγκριςθ, θ ακριβισ τιμι 
είναι 1.1235, με ακρίβεια τεςςάρων δεκαδικϊν ψθφίων. 

Απαντθςθ 2/2 



ΑΡΙΣΟΣΕΛΕΙΟ 

ΠΑΝΕΠΙΣΗΜΙΟ 

ΘΕΑΛΟΝΙΚΗ 

Πεπλεγμζνεσ υναρτιςεισ 
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Σε πολλζσ εφαρμογζσ των Μακθματικϊν καταλιγουμε ςε ςχζςεισ 
τθσ μορφισ  

 f(x, y, z) = 0. 

Απο τθ ςχζςθ αυτι μποροφμε να ορίςουμε μια μεταβλθτι (π.χ τθν z) 
ωσ εξαρτθμζνθ απο τισ άλλεσ (π.χ. F(x, y, z(x, y)) = 0). Οι ςυναρτιςεισ 
αυτζσ λζγονται πεπλεγμζνεσ ςυναρτιςεισ. 

Οριςμόσ: Ονομάηουμε πεπλεγμζνθ ςυνάρτθςθ κάκε ςυνάρτθςθ    
z(x, y) με πεδίο οριςμοφ D ⊆ R2 που είναι λφςθ τθσ εξίςωςθσ  
F(x, y, z(x, y)) = 0. 

Οριςμόσ 



Αριστοτέλειο 
Πανεπιστήμιο 
Θεσσαλονίκης 

Γενικά Μακθματικά ΙΙ 

Τμιμα Φυςικισ Α.Π.Θ 
18 

Το βαςικό ερϊτθμα τϊρα είναι: Με ποιεσ προχποκζςεισ θ εξίςωςθ 
F(x, y, z(x, y)) = 0 ζχει λφςθ; Τθν απάντθςθ κα μασ δϊςει το κεϊρθμα 
που ακολουκεί το οποίο παρακζτουμε χωρίσ απόδειξθ. 

ΘΕΩΡΗΜΑ: ϋΕςτω F(x, y, z) = 0 μία ςυνάρτθςθ τριϊν μεταβλθτϊν θ 
οποία πλθροί τισ παρακάτω ςυνκικεσ: 

• Είναι ςυνεχισ και θ παράγωγοσ Fz υπάρχει και είναι ςυνεχισ ςε 
μία περιοχι π(M(x0, y0, z0), ) ∈ R3. 

• Η F(x0, y0, z0) = 0, ενϊ Fz(x0, y0, z0) ≠ 0. 

Τότε υπάρχουν κετικοί αρικμοί α,β,γ τζτοιοι ϊςτε για κάκε                  
x ∈ (x0 − α, x0 + α) και y ∈ (y0 − β, y0 + β) θ εξίςωςθ F(x, y, z) = 0 
δζχεται μία και μοναδικι λφςθ εντόσ του διαςτιματοσ (z0 − γ, z0 + γ), 
θ οποία τείνει ςτο z0 όταν τα x και y τείνουν ςτο x0, y0. 

Θεώρθμα  
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Αν κεωριςουμε ότι το z είναι ςυνάρτθςθ των x, y (π.χ. F(x, y, z(x, y)) 
= 0), τότε οι παράγωγοι τθσ πεπλεγμζνθσ ςυνάρτθςθσ z(x, y) 
βρίςκεται ωσ εξισ: Τα x και y εμφανίηονται ταυτόχρονα και ςτθ 
ςυνάρτθςθ F αλλά και ςτθν ςυνάρτθςθ z, άρα το διαφορικό τθσ F κα 
είναι 

   dF = Fxdx + Fydy + Fzdz = 0    (2) 

επίςθσ dz = zxdx + zydy. Αντικακιςτϊντασ τθν ζκφραςθ για το dz ςτθν 
εξίςωςθ (2) ζχουμε, 

(Fx + Fzzx)dx + (Fy + Fzzy)dy = 0. 

Από τθ ςχζςθ αυτι προκφπτει ότι 

Πρώτθ Παράγωγοσ Πεπλεγμζνθσ 
υνάρτθςθσ 1/2 
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𝜕F

𝜕𝑥
+
𝜕𝐹

𝜕𝑧
∙
𝜕𝑧

𝜕𝑥
 = 0  (3) 

και αν το (𝜕F/𝜕z) ≠ 0, τότε 

    
𝜕𝑧

𝜕𝑥
= − 
𝜕F
𝜕x 
𝜕F
𝜕z 

   (4) 

όμοια υπολογίηεται και θ παράγωγοσ (𝜕z/𝜕y). 

Πρώτθ Παράγωγοσ Πεπλεγμζνθσ 
υνάρτθςθσ 2/2 
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Η παράγωγοσ δεφτερθσ τάξθσ υπολογίηεται εφκολα από τθ ςχζςθ (3). 
Για παράδειγμα θ δεφτερθ παράγωγοσ 𝜕2z/𝜕x2 μπορεί να 
υπολογιςκεί ωσ εξισ: 

𝜕

𝜕𝑥

𝜕𝐹

𝜕𝑥
+
𝜕𝐹

𝜕𝑧

𝜕𝑧

𝜕𝑥
= 0 

ι 
𝜕

𝜕𝑥

𝜕𝐹

𝜕𝑥
+
𝜕

𝜕𝑥

𝜕𝐹

𝜕𝑧

𝜕𝑧

𝜕𝑥
+
𝜕𝐹

𝜕𝑧

𝜕2𝑧

𝜕𝑥2
= 0 

 

Δεφτερθ παράγωγοσ Πεπλεγμζνθσ 
υνάρτθςθσ 1/2 
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𝜕2F

𝜕x2
+
𝜕2F

𝜕x 𝜕z

𝜕z

𝜕x
 

       +
𝜕2F

𝜕x 𝜕y
+
𝜕2F

𝜕z2
𝜕z

𝜕x

 𝜕z

𝜕x
+
𝜕F

𝜕z

𝜕2
 
z

𝜕x2
= 0 

ι 

 
𝜕2F

𝜕x2
+ 2
𝜕2
 
F

𝜕x 𝜕z

𝜕z

𝜕x
+
𝜕2F

𝜕z2
𝜕z

𝜕x

2
+
𝜕F

𝜕z

𝜕2
 
z

𝜕x2
= 0 

οπότε, 

𝜕2z

𝜕x2
= −
FzFzz− 2FxFzFxz +𝐹𝑥

2Fzz

Fz
3

 

όμοια υπολογίηουμε και τισ παραγϊγουσ 
𝜕2
 
z

𝜕y2
και
𝜕2z

𝜕x 𝜕y
 

Δεφτερθ παράγωγοσ Πεπλεγμζνθσ 
υνάρτθςθσ 2/2 
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Ζχω μια ςυνάρτθςθ τθσ μορφισ F=x2y2+x2e2=7. Να υπολογιςτεί θ 
δεφτερθ παράγωγοσ τθσ ςτο ςθμείο (1,1). 

Λφςθ: 

Υπολογίηουμε τισ ποςότθτεσ zx και zxx  

zx|(1,1) =−
𝐹𝑥

𝐹𝑧
=
2𝑥𝑦2+2𝑥𝑒𝑧

𝑥2𝑒𝑧
= -7/3  

και  

zxx|(1,1) = 
2𝑦2+2𝑒𝑧+4𝑥𝑧𝑥𝑒

𝑧+𝑥2(𝑧𝑥)
2𝑒𝑧

𝑥2𝑒𝑧
= 7/9  

Παράδειγμα 1 
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Αν θ εξίςωςθ F(x, y, z) = 0 μπορεί να επιλυκεί για οποιαδιποτε από 
τισ μεταβλθτζσ x, y, z ςυναρτιςει των άλλων δφο, δείξτε ότι 

𝜕𝑥

𝜕𝑦 𝑧
∙
𝜕𝑦

𝜕𝑧 𝑥
 ∙
𝜕𝑧

𝜕𝑥 𝑦
= −1 , 

όταν θ μεταβλθτι ζξω από κάκε παρζνκεςθ διατθρείται ςτακερι 
κατά τθν παραγϊγιςθ. 

Παράδειγμα 2 
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Θεωρϊντασ αρχικά το x ωσ ςυνάρτθςθ των y και z, παίρνουμε με 
παραγϊγιςθ ωσ προσ y 

   Fxxy + Fy = 0, 
𝜕𝑥

𝜕𝑦 𝑧
= - 
F
x

𝐹
𝑦

  (6) 

Με παρόμοιο τρόπο βρίςκουμε 

   
𝜕𝑦

𝜕𝑧 𝑥
= - 
F
z

𝐹
𝑥

 , 
𝜕𝑧

𝜕𝑥 𝑦
= - 
F
x

𝐹
𝑧

   (7) 

Πολλάπλαςιάηοντασ τισ (6) και (7) κατά μζλθ ζχουμε 

𝜕𝑥

𝜕𝑦 𝑧

𝜕𝑦

𝜕𝑧 𝑥

𝜕𝑧

𝜕𝑥 𝑦
= - 1 

Απάντθςθ 
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Ορίηουμε ωσ Ιακωβιανι ορίηουςα ι απλά Ιακωβιανι των 
διαφοριςίμων ςυναρτιςεων f1(x1, x2) και f2(x1, x2), που ορίηονται ςτον 
τόπο D ⊆ R2, τθν ορίηουςα 

J =
D(f1,f2)

D(x1,x2)
=

𝜕f1

𝜕x1

𝜕f1

𝜕x2
𝜕f2
𝜕x1

𝜕f2
𝜕x2

 

Ιακωβιανι Ορίηουςα 
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Δφο ςυναρτιςεισ f1(x1, x2), f2(x1, x2) όταν είναι οριςμζνεσ ςτον τόπο D, 
κα λζμε ότι είναι ςυναρτθςιακά εξαρτθμζνεσ, αν υπάρχει ςυνάρτθςθ 
F τζτοια ϊςτε 

F(f1, f2) = 0. 

Μποροφμε επίςθσ να διατυπϊςουμε το εξισ κεϊρθμα: 

υναρτθςιακι Εξάρτθςθ 
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ϋΕςτω οι ςυναρτιςεισ f1(x1, x2), f2(x1, x2) των ανεξαρτιτων μεταβλθτϊν 
x1, x2, των οποίων οι πρϊτεσ μερικζσ παράγωγοι είναι ςυνεχείσ ςτον 
τόπο D που ορίηονται. Θα λζμε ότι, οι ςυναρτιςεισ f1, f2 είναι 
ςυναρτθςιακά εξαρτθμζνεσ, αν θ Ιακωβιανι 

   J =
D(f1,f
2
)

D(x1,x
2
)
= 0  (8) 

ςτο τόπο D. 
Απόδειξθ: ϋΕνασ απλόσ τρόποσ να ελζγξουμε, αν οι f1, f2 είναι 
εξαρτθμζνεσ, είναι να παραγωγίςουμε τθν F ωσ προσ x1 και x2, 

𝜕F

𝜕x1
=
𝜕F

𝜕f1

𝜕f1

𝜕x1

+
𝜕F

𝜕f2

𝜕f2
𝜕x1
= 0 

𝜕F

𝜕x2
=
𝜕F

𝜕f1

𝜕f1

𝜕x2

+
𝜕F

𝜕f2

𝜕f2
𝜕x2
= 0 

 

 

 

Θεώρθμα 
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Οι παράγωγοι 𝜕F/ 𝜕f1 και 𝜕F/ 𝜕f2 δεν είναι δυνατόν να είναι ταυτοτικά 
ίςεσ με το μθδζν διότι τότε θ F (f1, f2) κα είναι ςτακερι και 
ανεξάρτθτθ απο τα f1 και f2. Το παραπάνω ςφςτθμα επιδζχεται λφςθ 
διάφορθ τθσ προφανοφσ μόνο όταν το J = 0 ςτο τόπο D.  

Στθν αντίκετθ περίπτωςθ (J ≠ 0), όπωσ αναφζραμε ιδθ, δεν υπάρχει 
εξαρτθςθ μεταξφ των f1 και f2 και μποροφμε να λφςουμε ωσ προσ x1 
και x2. 

 

Απόδειξθ 
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Δείξτε ότι οι ςυναρτιςεισ 

f1 = x2 + y2 + z2, f2 = xy + yz + zx, f3 = x + y + z είναι εξαρτθμζνεσ. 

 

Απόδειξθ: Η Ιακωβιανι ορίηουςα αποδεικνφεται ότι είναι 

J =
D(f1,f2,f3)

D(x1,x2,x3)
= 0 

και οι ςυναρτιςεισ f1, f2, f3 ςυνδζονται με τθ ςχζςθ f1 = f2
3 − 2f2. 

Παράδειγμα 3 
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Ζςτω 
f(x, y, z, u, v,w) = x − usinv cosw 
g(x, y, z, u, v,w) = y − usinv sinw 

h(x, y, z, u, v,w) = z − ucosv 

Υπολογίςτε τισ Ιακωβιανζσ 
𝜕(f,g,h)

𝜕(u,v,w)
 και 
𝜕(f,g)

𝜕(x,v)
 

Απάντθςθ: Η πρϊτθ Ιακωβιανι είναι 

𝜕(f, g, h)

𝜕(u, v, w)
=
fu fv fw
gu gv gw
hu hv hw

= −u2 sin v, 

ενϊ θ δεφτερθ 
𝜕(f,g)

𝜕(x,v)
=
𝑓𝑥 𝑓𝑣
𝑔𝑥 𝑔𝑣
=
1 −ucosv cosw
0 −ucosv sinw

= −ucosv sinw. 

Παράδειγμα 4 
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