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Αριστοτέλειο
Πανεπιστήμιο
Θεσσαλονίκης

Στατιστική
Τμήμα Χημικών Μηχανικών Α.Π.Θ.

Χρηματοδότηση

• Το παρόν εκπαιδευτικό υλικό έχει αναπτυχθεί στα πλαίσια του 
εκπαιδευτικού έργου του διδάσκοντα.

• Το έργο «Ανοικτά Ακαδημαϊκά Μαθήματα στο Αριστοτέλειο 
Πανεπιστήμιο Θεσσαλονίκης» έχει χρηματοδοτήσει μόνο τη 
αναδιαμόρφωση του εκπαιδευτικού υλικού. 

• Το έργο υλοποιείται στο πλαίσιο του Επιχειρησιακού 
Προγράμματος «Εκπαίδευση και Δια Βίου Μάθηση» και 
συγχρηματοδοτείται από την Ευρωπαϊκή Ένωση (Ευρωπαϊκό 
Κοινωνικό Ταμείο) και από εθνικούς πόρους.
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Αριστοτέλειο
Πανεπιστήμιο
Θεσσαλονίκης

Στατιστική
Τμήμα Χημικών Μηχανικών Α.Π.Θ.

Περιεχόμενα ενότητας

1. Θεωρητικές Κατανομές Πιθανότητας για 
Διακριτή Τυχαία Μεταβλητή.
i. Κατανομή Poisson.

2. Θεωρητικές Κατανομές Πιθανότητας για 
Συνεχή Τυχαία Μεταβλητή.
i. Ομοιόμορφη κατανομή.

ii. Εκθετική κατανομή.

iii. Κανονική κατανομή.
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Αριστοτέλειο
Πανεπιστήμιο
Θεσσαλονίκης

Στατιστική
Τμήμα Χημικών Μηχανικών Α.Π.Θ.

Σκοποί  ενότητας

• Μαθηματική έκφραση ειδικών κατανομών.
• Κατανόηση των υποθέσεων για την 

περιγραφή καταστάσεων στον πραγματικό 
κόσμο από τα μοντέλα των κατανομών.
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Κατανομή Poisson
Μαθηματική έκφραση - Παράδειγμα



Αριστοτέλειο
Πανεπιστήμιο
Θεσσαλονίκης

Στατιστική
Τμήμα Χημικών Μηχανικών Α.Π.Θ.

Κατανομή Poisson

• Έχει αναφερθεί ότι η συνάρτηση κατανομής μάζας 
πιθανότητας της μεταβλητής Poisson δίνεται από τη 
σχέση:

• Η μέση τιμή και η διακύμανση της μεταβλητής 
Poisson είναι αντίστοιχα:
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P (Χ t=x )=e−λt (λt )x

x !
για x=0,1,2,3,. . .

E (Χ t)=λt Var (X t)=λt



Αριστοτέλειο
Πανεπιστήμιο
Θεσσαλονίκης

Στατιστική
Τμήμα Χημικών Μηχανικών Α.Π.Θ.

Παράδειγμα 1 (1/3)

• Σε έναν μετρητή καταφθάνουν 102 σωματίδια ανά 
λεπτό. 

• Ποια είναι η πιθανότητα το επόμενο λεπτό να 
καταφθάσουν 100 σωματίδια;  

• Ποια είναι η πιθανότητα το επόμενο δευτερόλεπτο 
να καταφθάσουν 100 σωματίδια;
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Αριστοτέλειο
Πανεπιστήμιο
Θεσσαλονίκης

Στατιστική
Τμήμα Χημικών Μηχανικών Α.Π.Θ.

Παράδειγμα 1 (2/3) 

• Έστω Χt=1 η τυχαία μεταβλητή που παριστάνει τον 
αριθμό των σωματιδίων που καταφθάνουν στον 
μετρητή ανά λεπτό. Ισχύει: 

λ = Ε(Χt=1) = 102 

• Αναζητούμε την πιθανότητα το επόμενο λεπτό να 
καταφθάσουν στον μετρητή 100 σωματίδια ή 
P(Χt=1=100). Πρόκειται για τυχαία μεταβλητή Poisson, 
και θα χρησιμοποιήσουμε τον αντίστοιχο τύπο. 
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Αριστοτέλειο
Πανεπιστήμιο
Θεσσαλονίκης

Στατιστική
Τμήμα Χημικών Μηχανικών Α.Π.Θ.

Παράδειγμα 1 (3/3) 

• Η συνάρτηση κατανομής μάζας πιθανότητας που 
δίνεται από το μοντέλο Poisson είναι:

• Αντίστοιχα, η πιθανότητα το επόμενο δευτερόλεπτο 
να καταφθάσουν 100 σωματίδια είναι:
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P (Χ t=1 λ=100)=e−100 (100)
100

100 !
≈0,04

P (Χ t=1 δ=100)=e
−100(

1
60

) (100 /60)100

100 !
≈0
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Θεωρητικές Κατανομές 
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Συνεχούς Τυχαίας Μεταβλητής

Ομοιόμορφη – Εκθετική – Κανονική 
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Αριστοτέλειο
Πανεπιστήμιο
Θεσσαλονίκης

Στατιστική
Τμήμα Χημικών Μηχανικών Α.Π.Θ.

Ομοιόμορφη κατανομή (1/2)

• Μια συνεχής τυχαία μεταβλητή Χ, η οποία μπορεί να πάρει 
τιμές παντού στο διάστημα [α,β], όπου α και β πεπερασμένοι 
αριθμοί, ονομάζεται ομοιόμορφη μεταβλητή εάν η 
συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας δίνεται από την εξίσωση,

• Λέμε, επίσης, ότι η Χ είναι ομοιόμορφα κατανεμημένη στο 
διάστημα [α,β]. 
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f (x )={
1

β−α
για α≤x≤β

0 αλλού }



Αριστοτέλειο
Πανεπιστήμιο
Θεσσαλονίκης

Στατιστική
Τμήμα Χημικών Μηχανικών Α.Π.Θ.

Ομοιόμορφη Κατανομή (2/2)

• Η αθροιστική συνάρτηση πιθανότητας, η μέση τιμή 
και η διακύμανση της ομοιόμορφης μεταβλητής 
είναι αντίστοιχα:
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E (Χ )=
α+β

2

Var (X )=
(β−α)

2

12

F ( x )=
x−α
β−α
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Τυχαίοι αριθμοί
Δημιουργία - Παράδειγμα



Αριστοτέλειο
Πανεπιστήμιο
Θεσσαλονίκης

Στατιστική
Τμήμα Χημικών Μηχανικών Α.Π.Θ.

Παράδειγμα 2 (1/2)

• Σε μια τυχαία μεταβλητή Χ, η οποία παριστάνει τον 
χρόνο καλής λειτουργίας ενός συστήματος, η 
αθροιστική κατανομή πιθανότητας είναι 

Fx(x) = 1-e-λx

• Πώς θα δημιουργήσουμε ένα τυχαίο δείγμα το 
οποίο θα παριστάνει τους χρόνους λειτουργίας n 
τέτοιων συστημάτων;
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Αριστοτέλειο
Πανεπιστήμιο
Θεσσαλονίκης

Στατιστική
Τμήμα Χημικών Μηχανικών Α.Π.Θ.

Παράδειγμα 2 (2/2)

• Με τον υπολογιστή μας επιτυγχάνουμε από την 
ομοιόμορφη [0,1] τυχαίο δείγμα τιμών u1, u2,..., un. 

• Θέτουμε για κάθε τιμή uκ, uκ=1-e-λκ,.

• Μετασχηματίζουμε ως προς xκ, xκ = (1/λ) ln(1-uκ). 

• Οι προκύπτουσες τιμές x1, x2,..., xn είναι τυχαίο 
δείγμα τιμών από τη μεταβλητή X, η οποία 
ακολουθεί την κατανομή Fx(x) = 1-e-λx. 
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Εκθετική Κατανομή
Ορισμός – Ιδιότητα



Αριστοτέλειο
Πανεπιστήμιο
Θεσσαλονίκης

Στατιστική
Τμήμα Χημικών Μηχανικών Α.Π.Θ.

Εκθετική Κατανομή (1/2)

• Η τυχαία μεταβλητή X η οποία παριστάνει την 
απόσταση μεταξύ διαδοχικών εμφανίσεων Poisson 
γεγονότων, ακολουθεί εκθετική κατανομή με 
παράμετρο λ,
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f (x )={λe−λx για 0≤x<∞

0 αλλού }



Αριστοτέλειο
Πανεπιστήμιο
Θεσσαλονίκης

Στατιστική
Τμήμα Χημικών Μηχανικών Α.Π.Θ.

Εκθετική Κατανομή (2/2)

• Η μέση τιμή και η διακύμανση της μεταβλητής που 
ακολουθεί εκθετική κατανομή είναι αντίστοιχα:
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E (Χ )=
1
λ

Var (X )=
1
λ2



Αριστοτέλειο
Πανεπιστήμιο
Θεσσαλονίκης

Στατιστική
Τμήμα Χημικών Μηχανικών Α.Π.Θ.

Εκθετική Κατανομή – Έλλειψη 
μνήμης

• Η εκθετική κατανομή έχει την ιδιότητα έλλειψης 
μνήμης:
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P (Χ> s+t∣X >s)=P (X >t)
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Αριστοτέλειο
Πανεπιστήμιο
Θεσσαλονίκης

Στατιστική
Τμήμα Χημικών Μηχανικών Α.Π.Θ.

Άσκηση 1

• Τα σωματίδια σκόνης στην ατμόσφαιρα προκαλούν 
περιβαλλοντικό πρόβλημα. Με ένα ειδικό 
μικροσκόπιο παρατηρούμε τον αριθμό των 
σωματιδίων ανά μονάδα όγκου. 

• Ο μέσος αριθμός ανά μονάδα όγκου βρέθηκε 4,2 
σωματίδια. 

• Ποια είναι η πιθανότητα σε μια μονάδα όγκου να μη 
βρεθεί σωματίδιο.
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Αριστοτέλειο
Πανεπιστήμιο
Θεσσαλονίκης

Στατιστική
Τμήμα Χημικών Μηχανικών Α.Π.Θ.

Λύση άσκησης 1 (1/2) 

• Έστω Χt η τυχαία μεταβλητή που παριστάνει τον 
αριθμό των σωματιδίων στη μονάδα του όγκου του 
αέρα. Ισχύει: 

Χt = {0,1,2,...} 

λ = 4,2

• Αρχικά αναζητούμε την πιθανότητα σε μια μονάδα 
όγκου να μη βρεθεί σωματίδιο ή P(Χt=0). Πρόκειται για 
τυχαία μεταβλητή που ακολουθεί κατανομή Poisson, 
και θα χρησιμοποιήσουμε τον αντίστοιχο τύπο. 
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Αριστοτέλειο
Πανεπιστήμιο
Θεσσαλονίκης

Στατιστική
Τμήμα Χημικών Μηχανικών Α.Π.Θ.

Λύση άσκησης 1 (2/2) 

• Η συνάρτηση κατανομής μάζας πιθανότητας που 
δίνεται από το μοντέλο Poisson είναι:
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P (Χ t=1=0)=e−λt (λt)0

0 !
=e−4,2



Αριστοτέλειο
Πανεπιστήμιο
Θεσσαλονίκης

Στατιστική
Τμήμα Χημικών Μηχανικών Α.Π.Θ.

Άσκηση 2

• H τυχαία μεταβλητή X ακολουθεί εκθετική κατανομή 
με μέση τιμή το 10.  

• Ποια είναι η πιθανότητα η τυχαία μεταβλητή να 
πάρει τιμή μεγαλύτερη του 10;

• Να βρεθεί η τιμή της x για την οποία ισχύει:

P(Χ<x) = 0,95
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Αριστοτέλειο
Πανεπιστήμιο
Θεσσαλονίκης

Στατιστική
Τμήμα Χημικών Μηχανικών Α.Π.Θ.

Λύση άσκησης 2 (1/2)

• Η μέση τιμή μιας τυχαίας μεταβλητής που ακολουθεί 
εκθετική κατανομή είναι:

• Η συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας:

• Η πιθανότητα η τυχαία μεταβλητή να πάρει τιμές 
μεγαλύτερες του 10 είναι:
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E (Χ )=
1
λ
=10⇒ λ=0,1

f (x )=λe−λx

P (Χ>10)=e−λx
=e−0,1(10)



Αριστοτέλειο
Πανεπιστήμιο
Θεσσαλονίκης

Στατιστική
Τμήμα Χημικών Μηχανικών Α.Π.Θ.

Λύση άσκησης 2 (2/2)

• Η τιμή της x για την οποία ισχύει P(Χ<x) = 0,95 
προκύπτει από την εξίσωση:

1-e-λx = 0,95 ή e-λx = 0,05 ή λx = ln(0,05)
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Αριστοτέλειο
Πανεπιστήμιο
Θεσσαλονίκης

Στατιστική
Τμήμα Χημικών Μηχανικών Α.Π.Θ.

Άσκηση 3

• Ο αριθμός ψεγαδιών πάνω σε μία μαγνητική ταινία 
ακολουθεί Poisson κατανομή με μέσο αριθμό λ = 0,2 
ψεγάδια ανά μέτρο. 

• Έστω Χ η απόσταση μεταξύ δύο διαδοχικών 
ψεγαδιών. 

• Ποια είναι η μέση τιμή της Χ;

• Ποια είναι η πιθανότητα στα επόμενα 10 συνεχή 
μέτρα μαγνητικής ταινίας να μην έχει ψεγάδια;   

30



Αριστοτέλειο
Πανεπιστήμιο
Θεσσαλονίκης

Στατιστική
Τμήμα Χημικών Μηχανικών Α.Π.Θ.

Λύση άσκησης 3 (1/2) 

• Ε(Χ) = 1/λ = 5 μ. 

• Αναζητούμε την πιθανότητα στα επόμενα 10 συνεχή 
μέτρα μαγνητικής ταινίας να μην υπάρχουν ψεγάδια 
ή P(Χ>0). Ισχύει:
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P (Χ>10)=e−λ(10)



Αριστοτέλειο
Πανεπιστήμιο
Θεσσαλονίκης

Στατιστική
Τμήμα Χημικών Μηχανικών Α.Π.Θ.

Λύση άσκησης 3 (2/2) 

• Επίλυση με το μοντέλο Poisson:
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P (Υ t=10=0)=e−λt (λt)0

0 !
=e−λ(10)
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Αριστοτέλειο
Πανεπιστήμιο
Θεσσαλονίκης

Στατιστική
Τμήμα Χημικών Μηχανικών Α.Π.Θ.

Κανονική Κατανομή 

• Η τυχαία μεταβλητή X η οποία υποτίθεται ότι μπορεί να 
πάρει τιμές -∞<x<∞, έχει κανονική κατανομή ή 
κατανομή Gauss εάν η συνάρτηση πυκνότητας 
πιθανότητάς της είναι:

όπου μ και σ είναι οι παράμετροι της κανονικής 
κατανομής, και είναι αντίστοιχα η μέση τιμή και τυπική 
απόκλιση της κανονικής τυχαίας μεταβλητής Χ. 
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f (x )=
1

√2 πσ
e

−
1
2
(

x−μ
σ

)
2

για−∞<x<∞



Αριστοτέλειο
Πανεπιστήμιο
Θεσσαλονίκης

Στατιστική
Τμήμα Χημικών Μηχανικών Α.Π.Θ.

Τυπική Κανονική Κατανομή 

• Μια τυχαία μεταβλητή κανονικής κατανομής με μέση 
μ=0 και τυπική απόκλιση σ=1 λέγεται τυπική κανονική 
κατανομή και συμβολίζεται με Ζ. Η συνάρτηση 
πυκνότητας πιθανότητας της Ζ συμβολίζεται με φ(z) και 
είναι:

η δε αθροιστική πιθανότητα της Ζ συμβολίζεται 
παρόμοια με κεφαλαίο Φ,  
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φ(z)= 1

√2 π
e

−
z2

2 για−∞<z<∞

Φ(z)=P (Z≤z)= 1

√2 π
∫
−∞

z

e
−

u2

2 du για−∞<z<∞
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Θεσσαλονίκης

Στατιστική
Τμήμα Χημικών Μηχανικών Α.Π.Θ.

Μετασχηματισμός σε τυπική 
κατανομή 

• Εάν για μία κανονική μεταβλητή X~Ν(μ,σ) θέλουμε 
να υπολογίσουμε την πιθανότητα P(Xx), με 
τυποποίηση της Χ μεταφερόμαστε στην τυπική 
κανονική μεταβλητή Ζ~Ν(0,1) και βρίσκουμε από 
τους στατιστικούς πίνακες την ισοδύναμη 
πιθανότητα P(Zz) = Φ(z) για z=(x-μ)/σ, 
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P (X≤x )=Φ(
x−μ

σ
)
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Αριστοτέλειο
Πανεπιστήμιο
Θεσσαλονίκης

Στατιστική
Τμήμα Χημικών Μηχανικών Α.Π.Θ.

Άσκηση 4

• Η αντοχή συμπίεσης τσιμέντου (Χ) ακολουθεί 
κανονική κατανομή με μ=60 και σ2=42. 

• Ποια η πιθανότητα, σε έναν έλεγχο 8 δοκιμών 
αντοχής συμπίεσης, όλες οι τιμές να βρεθούν στο 
διάστημα μεταξύ 46 και 70;   
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Λύση άσκησης 4 (1/3) 

• Έχουμε τα δεδομένα:

Χ~Ν(μ=60, σ2=42)

n = 8 δοκιμές

• Αρχικά, αναζητούμε την πιθανότητα P(46<X<70). 
Ισχύει:
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P (46<X<70)=F (70)−F (46)

=P (X≤70)−P (X≤46)

=Φ(
70−60

4
)−Φ(

46−60
4

)=Φ(2,5)−Φ(−3,5)
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Στατιστική
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Λύση άσκησης 4 (2/3) 

• Από τους πίνακες τυπικής κανονικής κατανομής 
έχουμε:

Φ(2,5) = 0,9938

Φ(-3,5) = 0,0002

• Με αντικατάσταση προκύπτει:

P(46<X<70) = 0,9936 = p
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Λύση άσκησης 4 (3/3) 

• Για να απαντήσουμε στο ζητούμενο χρησιμοποιούμε 
διωνυμική κατανομή. Ισχύει:

n = 8

p = 0,9936

Y = {0,1,2,3,...,8}
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P (Y=8)=(n
8)p8

(1−p)
n−8

=p8
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Άσκηση 5

• Η (Χ) ακολουθεί κανονική κατανομή με μ=10 και 
σ2=22.    

α) Ποια είναι η πιθανότητα το Χ να είναι μικρότερο 
του 13, το Χ να είναι μεγαλύτερο του 9 και το Χ να 
είναι μεταξύ του 6 και του 14;  

β) Ποιο είναι το x, αν ισχύει P(X>x) = 0,95
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Αριστοτέλειο
Πανεπιστήμιο
Θεσσαλονίκης

Στατιστική
Τμήμα Χημικών Μηχανικών Α.Π.Θ.

Λύση άσκησης 5 (1/3) 

• Έχουμε τα δεδομένα:

Χ~Ν(10, 22)

• Αρχικά, αναζητούμε την πιθανότητα P(X<13). Ισχύει:

• Η πιθανότητα P(X>9) είναι:
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P (X<13)=Φ(
13−10

2
)=Φ(1,5)=0,93

P (X>9)=1−P (Χ<9)=1−Φ(
9−10

2
)=1−Φ(−0,5)≈0,69
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Λύση άσκησης 5 (2/3) 

• Η πιθανότητα P(6<X<14) είναι:
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P (46<X<70)=Φ(
14−10

2
)−Φ(

6−10
2

)
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Λύση άσκησης 5 (3/3) 

• Εάν P(X>x) = 0,95 τότε

P(X<x) = 0,05

• Από πίνακες είναι:
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Φ(
x−μ

σ
)=0,05

(
x−μ

σ
)=−1,64⇒

x−10
2

=−1,64⇒ x=10−2(1,64)
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Άσκηση 6

• Η διάρκεια λειτουργίας ενός εξαρτήματος 
κατανέμεται κανονικά με μέση τιμή 200 ώρες.  

• Εάν ο καταναλωτής απαιτεί τουλάχιστον 90% των 
εξαρτημάτων να έχουν διάρκεια πάνω από 150 
ώρες, ποια πρέπει να είναι η τυπική απόκλιση;
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Στατιστική
Τμήμα Χημικών Μηχανικών Α.Π.Θ.

Λύση άσκησης 6 (1/2) 

• Έχουμε τα δεδομένα:

Χ~Ν(200, σ2)

P(X>150)=0,90

• Εάν P(X>150)=0,90 τότε:
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P (X≤150)=0,10⇒Φ(
150−200

σ
)=0,10



Αριστοτέλειο
Πανεπιστήμιο
Θεσσαλονίκης

Στατιστική
Τμήμα Χημικών Μηχανικών Α.Π.Θ.

Λύση άσκησης 6 (2/2) 

• Από πίνακες είναι:
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(
150−200

σ
)=−1,28⇒σ
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Άσκηση 7

• Η γέμιση σε κουτιά ανθρακούχου ποτού είναι τυχαία 
μεταβλητή που ακολουθεί κανονική κατανομή με 
μέση τιμή 450 ml και τυπική απόκλιση 5 ml.  

• α) Ποιο ποσοστό από τα κουτιά περιέχει ποσό 
περισσότερο από 460 ml;

• β) Πώς πρέπει να ρυθμίσουμε τη μέση τιμή τιμή της 
γέμισης, ώστε η πιθανότητα η γέμιση να ξεπερνάει 
το 450 να ισούται με 0,99. 
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Λύση άσκησης 7 (1/2) 

• Έχουμε τα δεδομένα:

Χ~Ν(450, 52)

• Αρχικά, αναζητούμε την πιθανότητα P(X>460). 
Ισχύει:

• Με αντικατάσταση και από πίνακες προκύπτει η τιμή 
του Φ και στη συνέχεια η ζητούμενη πιθανότητα. 
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P (Χ>460)=1−P(X≤460)=1−Φ(
460−μ

σ
)
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Στατιστική
Τμήμα Χημικών Μηχανικών Α.Π.Θ.

Λύση άσκησης 7 (2/2) 

• Έχουμε τα δεδομένα:

Χ~Ν(μ, 52)

P(X≥450)=0,99

• Εάν P(X≥450)=0,99 τότε:

• Από πίνακες προκύπτει η τιμή του Φ και στη 
συνέχεια η ζητούμενη μέση τιμή.
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P (X≤450)=0,01⇒Φ(
450−μ

5
)=0,01
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Άσκηση 8

• Ένα σύστημα αποτελείται από 100 εξαρτήματα. 

• Η πιθανότητα να χαλάσει το κάθε εξάρτημα είναι 
0,10. 

• Να βρεθεί με κανονική προσέγγιση η πιθανότητα το 
λιγότερο 85% των εξαρτημάτων να μην 
αποτυγχάνουν κατά τη λειτουργία του συστήματος. 
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Στατιστική
Τμήμα Χημικών Μηχανικών Α.Π.Θ.

Λύση άσκησης 8 (1/2) 

• Επίλυση με  διωνυμική κατανομή. Ισχύει:

p=0,10, n=100. 

• Εάν Χ τυχαία μεταβλητή που παριστάνει τον αριθμό 
των εξαρτημάτων που θα χαλάσουν, είναι:  
Χ={1,2,....,100}.

• Αναζητούμε την πιθανότητα P(X≤15). Ισχύει: 
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P (Χ≤15)=∑
x=0

15

(n
x)px

(1−p)
n−x
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Στατιστική
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Λύση άσκησης 8 (2/2) 

• Επίλυση με προσέγγιση με κανονική κατανομή. 
Ισχύει: μ = Ε(Χ) = np = 100(0,1) = 10

Var(X) = np(1-p) = 10(0,90) = 9 = σ2

• Υποθέτουμε ότι η μεταβλητή Χ ακολουθεί κανονική 
κατανομή: Χ~Ν(μ=10, σ2=9).

• Αναζητούμε την πιθανότητα:

• Από πίνακες προκύπτει η ζητούμενη πιθανότητα. 
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P (X≤15)=Φ(
15−10

3
)=Φ(1,66)
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Σημείωμα Αναφοράς
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