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Αριστοτέλειο   
Πανεπιστήμιο   
Θεσσαλονίκης 

Θεωρία Βέλτιστου Ελέγχου
Τμήμα Μαθηματικών 

 

• Το παρόν εκπαιδευτικό υλικό υπόκειται σε άδειες χρήσης 
Creative Commons. 

• Για εκπαιδευτικό υλικό, όπως εικόνες, που υπόκειται σε 
άλλου τύπου άδειας χρήσης, η άδεια χρήσης αναφέρεται 
ρητώς. 
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• Το παρόν εκπαιδευτικό υλικό έχει αναπτυχθεί στα πλαίσια 
του εκπαιδευτικού έργου του διδάσκοντα.

• Το έργο «Ανοικτά Ακαδημαϊκά Μαθήματα στο Αριστοτέλειο 
Πανεπιστήμιο Θεσσαλονίκης» έχει χρηματοδοτήσει μόνο 
την αναδιαμόρφωση του εκπαιδευτικού υλικού. 

• Το έργο υλοποιείται στο πλαίσιο του Επιχειρησιακού 
Προγράμματος «Εκπαίδευση και Δια Βίου Μάθηση» και 
συγχρηματοδοτείται από την Ευρωπαϊκή Ένωση 
(Ευρωπαϊκό Κοινωνικό Ταμείο) και από εθνικούς πόρους.
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• Διατύπωση ικανών (Legendre - Jacobi) και αναγκαίων (Euler 
- Lagrange) συνθηκών για την εύρεση τοπικού ακρότατου 
ενός συναρτησιακού το οποίο εξαρτάται από μια 
διανυσματική συνάρτηση μιας μεταβλητής 𝑥(𝑡), και την 
παράγωγο της η οποία όμως παρουσιάζει ασυνέχεια σε ένα 
πεπερασμένο πλήθος σημείων π.χ. 𝐽(𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑥’(𝑡)).

• Συνθήκες εγκαρσιότητας που πρέπει να πληρούνται από τις 
αρχικές και τις τελικές συνθήκες της συνάρτησης x(t) ώστε να 
έχει ακρότατο το συναρτησιακό 𝐽(𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑥’(𝑡)).

• Συνθήκες Weierstrass-Erdmann που πρέπει να πληρούνται
στα σημεία ασυνέχειας της παραγώγου της 𝑥(𝑡).
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• Διατύπωση αναγκαίων συνθηκών Euler-Lagrance για την 
ύπαρξη τοπικού ακρότατου ενός συναρτησιακού
𝐽(𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑥’(𝑡)).

• Διατύπωση ικανών συνθηκών Legendre-Jacobi για την 
ύπαρξη τοπικού ακρότατου ενός συναρτησιακού
𝐽(𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑥’(𝑡)).

• Τερματική συνθήκη/ες ή συνθήκη/ες εγκαρσιότητας και 
μελέτη ειδικών περιπτώσεων για τις αρχικές και τελικές τιμές 
της 𝑥(𝑡).

• Συνθήκες Weierstrass-Erdmann για τα σημεία ασυνέχειας 
της παραγώγου της 𝑥(𝑡).
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Έστω 

𝐽 𝑥 =  
𝑡0

𝑡𝑓

𝐹 𝑡, 𝑥 𝑡 ,  𝑥(𝑡) 𝑑𝑡

 𝑥 𝑡1 − 0 =:  𝑥(𝑡1
−) ≠  𝑥(𝑡1

+) ≔  𝑥 𝑡1 + 0
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𝐽 𝑥 =  
𝑡0

𝑡1

𝐹 𝑡, 𝑥 𝑡 ,  𝑥(𝑡) 𝑑𝑡 +  
𝑡1

𝑡𝑓

𝐹 𝑡, 𝑥 𝑡 ,  𝑥(𝑡) 𝑑𝑡 = 𝐽1 𝑥 + 𝐽2 𝑥

“Εάν 𝑥∗ 𝑡 είναι σχετικό ακρότατο της 𝐽 𝑥 τότε το 𝑥∗ 𝑡 είναι σχετικό ακρότατο 

της 𝐽1 𝑥 , 𝑥 ∈ 𝑡0, 𝑡1 και της 𝐽2 𝑥 , 𝑥 ∈ 𝑡1, 𝑡𝑓 ”

𝜕𝐹

𝜕𝑥
𝑡, 𝑥∗,  𝑥∗ −

𝑑

𝑑𝑡

𝜕𝐹

𝜕  𝑥
𝑡, 𝑥∗,  𝑥∗ = 0
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𝛿𝐽 𝑥∗, 𝛿𝑥 = 0 ⇒ 𝛿𝐽1 𝑥∗, 𝛿𝑥 + 𝛿𝐽2 𝑥∗, 𝛿𝑥 = 0 ⇒

𝜕𝐹

𝜕  𝑥
𝑡1, 𝑥

∗ 𝑡1 ,  𝑥∗ 𝑡1
−

𝑇

𝛿𝑥1 +

+ 𝐹 𝑡1, 𝑥
∗ 𝑡1 ,  𝑥∗ 𝑡1

− −
𝜕𝐹

𝜕  𝑥
𝑡1, 𝑥

∗ 𝑡1 ,  𝑥∗ 𝑡1
−

𝑇

 𝑥∗ 𝑡1
− 𝛿𝑡1 +

+ 
𝑡0

𝑡𝑓 𝜕𝐹

𝜕𝑥
𝑡, 𝑥∗,  𝑥∗ −

𝑑

𝑑𝑡

𝜕𝐹

𝜕  𝑥
𝑡, 𝑥∗,  𝑥∗

𝑇

𝛿𝑥𝑑𝑡

+
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+

−
𝜕𝐹

𝜕  𝑥
𝑡1, 𝑥

∗ 𝑡1 ,  𝑥∗ 𝑡1
+

𝑇

𝛿𝑥1

− 𝐹 𝑡1, 𝑥
∗ 𝑡1 ,  𝑥∗ 𝑡1

+ −
𝜕𝐹

𝜕  𝑥
𝑡1, 𝑥

∗ 𝑡1 ,  𝑥∗ 𝑡1
+

𝑇

 𝑥∗ 𝑡1
+ 𝛿𝑡1

+ 
𝑡0

𝑡𝑓 𝜕𝐹

𝜕𝑥
𝑡, 𝑥∗,  𝑥∗ −

𝑑

𝑑𝑡

𝜕𝐹

𝜕  𝑥
𝑡, 𝑥∗,  𝑥∗

𝑇

𝛿𝑥𝑑𝑡

= 0
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𝜕𝐹

𝜕  𝑥
𝑡1, 𝑥

∗ 𝑡1 ,  𝑥∗ 𝑡1
−

𝑇

𝛿𝑥1 + 𝐹 𝑡1, 𝑥
∗ 𝑡1 ,  𝑥∗ 𝑡1

− −
𝜕𝐹

𝜕  𝑥
𝑡1, 𝑥

∗ 𝑡1 ,  𝑥∗ 𝑡1
−

𝑇

 𝑥∗ 𝑡1
− 𝛿𝑡1

+  −
𝜕𝐹

𝜕  𝑥
𝑡1, 𝑥

∗ 𝑡1 ,  𝑥∗ 𝑡1
+

𝑇

𝛿𝑥1
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 Περίπτωση 1η . Τα 𝑡1, 𝑥 𝑡1 είναι γραμμικά ανεξάρτητα.

𝜕𝐹

𝜕  𝑥
𝑡1, 𝑥

∗ 𝑡1 ,  𝑥∗ 𝑡1
−

𝑇

−
𝜕𝐹

𝜕  𝑥
𝑡1, 𝑥

∗ 𝑡1 ,  𝑥∗ 𝑡1
+

𝑇

𝛿𝑥1

+

𝐹 𝑡1, 𝑥
∗ 𝑡1 ,  𝑥∗ 𝑡1

− −
𝜕𝐹

𝜕  𝑥
𝑡1, 𝑥

∗ 𝑡1 ,  𝑥∗ 𝑡1
−

𝑇

 𝑥∗ 𝑡1
−

− 𝐹 𝑡1, 𝑥
∗ 𝑡1 ,  𝑥∗ 𝑡1

+ +
𝜕𝐹

𝜕  𝑥
𝑡1, 𝑥

∗ 𝑡1 ,  𝑥∗ 𝑡1
+

𝑇

 𝑥∗ 𝑡1
+

𝛿𝑡1 = 0

↓
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 Περίπτωση 1η . Τα 𝑡1, 𝑥 𝑡1 είναι γραμμικά ανεξάρτητα.

•
𝜕𝐹

𝜕  𝑥
𝑡1, 𝑥

∗ 𝑡1 ,  𝑥∗ 𝑡1
− =

𝜕𝐹

𝜕  𝑥
𝑡1, 𝑥

∗ 𝑡1 ,  𝑥∗ 𝑡1
+

• 𝐹 𝑡1, 𝑥
∗ 𝑡1 ,  𝑥∗ 𝑡1

− −
𝜕𝐹

𝜕  𝑥
𝑡1, 𝑥

∗ 𝑡1 ,  𝑥∗ 𝑡1
−

𝑇
 𝑥∗ 𝑡1

− =

𝐹 𝑡1, 𝑥
∗ 𝑡1 ,  𝑥∗ 𝑡1

+ −
𝜕𝐹

𝜕  𝑥
𝑡1, 𝑥

∗ 𝑡1 ,  𝑥∗ 𝑡1
+

𝑇
 𝑥∗ 𝑡1

+

↓

𝜕𝐹

𝜕  𝑥
και 𝐹 −

𝜕𝐹

𝜕  𝑥

𝑇
 𝑥∗

θα πρέπει να είναι συνεχείς στα γωνιακά σημεία.

Γωνιακές Συνθήκες Weierstrass-Erdmann
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 Περίπτωση 2η . Τα 𝑡1, 𝑥 𝑡1 σχετίζονται μέσω της σχέσης 𝑥 𝑡1 =
𝜃 𝑡1 .

𝜕𝐹

𝜕  𝑥
𝑡1, 𝑥

∗ 𝑡1 ,  𝑥∗ 𝑡1
−

𝑇

−
𝜕𝐹

𝜕  𝑥
𝑡1, 𝑥

∗ 𝑡1 ,  𝑥∗ 𝑡1
+

𝑇

𝛿𝑥1

+

𝐹 𝑡1, 𝑥
∗ 𝑡1 ,  𝑥∗ 𝑡1

− −
𝜕𝐹

𝜕  𝑥
𝑡1, 𝑥

∗ 𝑡1 ,  𝑥∗ 𝑡1
−

𝑇

 𝑥∗ 𝑡1
−

− 𝐹 𝑡1, 𝑥
∗ 𝑡1 ,  𝑥∗ 𝑡1

+ +
𝜕𝐹

𝜕  𝑥
𝑡1, 𝑥

∗ 𝑡1 ,  𝑥∗ 𝑡1
+

𝑇

 𝑥∗ 𝑡1
+

𝛿𝑡1 = 0

↓ 𝛿𝑥1 =  𝜃 𝑡1 𝛿𝑡1

12



Αριστοτέλειο   
Πανεπιστήμιο   
Θεσσαλονίκης 

Θεωρία Βέλτιστου Ελέγχου
Τμήμα Μαθηματικών 

 

 Περίπτωση 2η . Τα 𝑡1, 𝑥 𝑡1 σχετίζονται μέσω της σχέσης 𝑥 𝑡1 =
𝜃 𝑡1 .

𝜕𝐹

𝜕  𝑥
𝑡1, 𝑥

∗ 𝑡1 ,  𝑥∗ 𝑡1
−

𝑇
−

𝜕𝐹

𝜕  𝑥
𝑡1, 𝑥

∗ 𝑡1 ,  𝑥∗ 𝑡1
+

𝑇
 𝜃 𝑡1 𝛿𝑡1+

+

𝐹 𝑡1, 𝑥
∗ 𝑡1 ,  𝑥∗ 𝑡1

− −
𝜕𝐹

𝜕  𝑥
𝑡1, 𝑥

∗ 𝑡1 ,  𝑥∗ 𝑡1
−

𝑇

 𝑥∗ 𝑡1
−

− 𝐹 𝑡1, 𝑥
∗ 𝑡1 ,  𝑥∗ 𝑡1

+ +
𝜕𝐹

𝜕  𝑥
𝑡1, 𝑥

∗ 𝑡1 ,  𝑥∗ 𝑡1
+

𝑇

 𝑥∗ 𝑡1
+

𝛿𝑡1 = 0
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 Περίπτωση 2η . Τα 𝑡1, 𝑥 𝑡1 σχετίζονται μέσω της σχέσης 𝑥 𝑡1 =
𝜃 𝑡1 .

𝐹 𝑡1, 𝑥
∗ 𝑡1 ,  𝑥∗ 𝑡1

− −
𝜕𝐹

𝜕  𝑥
𝑡1, 𝑥

∗ 𝑡1 ,  𝑥∗ 𝑡1
−

𝑇

 𝑥∗ 𝑡1
− −  𝜃 𝑡1

− 𝐹 𝑡1, 𝑥
∗ 𝑡1 ,  𝑥∗ 𝑡1

+ +
𝜕𝐹

𝜕  𝑥
𝑡1, 𝑥

∗ 𝑡1 ,  𝑥∗ 𝑡1
+

𝑇

 𝑥∗ 𝑡1
+ −  𝜃 𝑡1

𝛿𝑡1 = 0

𝐹 𝑡1, 𝑥
∗ 𝑡1 ,  𝑥∗ 𝑡1

− −
𝜕𝐹

𝜕  𝑥
𝑡1, 𝑥

∗ 𝑡1 ,  𝑥∗ 𝑡1
−

𝑇

 𝑥∗ 𝑡1
− −  𝜃 𝑡1 =

= 𝐹 𝑡1, 𝑥
∗ 𝑡1 ,  𝑥∗ 𝑡1

+ −
𝜕𝐹

𝜕  𝑥
𝑡1, 𝑥

∗ 𝑡1 ,  𝑥∗ 𝑡1
+

𝑇

 𝑥∗ 𝑡1
+ −  𝜃 𝑡1

Η 𝐹 −
𝜕𝐹

𝜕  𝑥

𝑇
 𝑥∗ −  𝜃 θα πρέπει να είναι συνεχής στα γωνιακά σημεία.
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Να βρεθεί ο πιο σύντομος δρόμος που ενώνει τα σημεία 
𝑥 0 = 1, 𝑥 1 = 0 και έχει ασυνέχεια της παραγώγου σε ένα 

σημείο της καμπύλης 𝜃 𝑡 = −𝑡 +
1

2
, 𝑡 ∈ 0,1 .

𝐽 𝑥 =  
0

1

1 +  𝑥(𝑡)2
1
2

𝐹(  𝑥)

𝑑𝑡

Έχει ελάχιστο για την άκρα καμπύλη 𝑥∗ 𝑡 = 𝑐1𝑡 + 𝑐2.

𝑥∗ 𝑡 =  
𝑐1𝑡 + 𝑐2 𝑡 ∈ 0, 𝑡1
𝑐3𝑡 + 𝑐4 𝑡 ∈ 𝑡1, 1
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Συνοριακές Συνθήκες

𝑥∗ 0 = 𝑐1 × 0 + 𝑐2 = 1 ⇒ 𝑐2 = 1

𝑥∗ 1 = 𝑐3 × 1 + 𝑐4 = 0 ⇒ 𝑐4 = −𝑐3

Συνέχεια καμπύλης και σημεία τομής με την 

𝜃 𝑡 = −𝑡 +
1

2

𝑐1 × 𝑡1 + 𝑐2 = 𝑐3 × 𝑡1 + 𝑐4 = −𝑡1 +
1

2
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Γωνιακές Συνθήκες Weierstrass-Erdmann

𝐹 𝑡1, 𝑥
∗ 𝑡1 ,  𝑥∗ 𝑡1

− −
𝜕𝐹

𝜕  𝑥
𝑡1, 𝑥

∗ 𝑡1 ,  𝑥∗ 𝑡1
−

𝑇

 𝑥∗ 𝑡1
− −  𝜃 𝑡1 =

= 𝐹 𝑡1, 𝑥
∗ 𝑡1 ,  𝑥∗ 𝑡1

+ −
𝜕𝐹

𝜕  𝑥
𝑡1, 𝑥

∗ 𝑡1 ,  𝑥∗ 𝑡1
+

𝑇

 𝑥∗ 𝑡1
+ −  𝜃 𝑡1 ⇔

1 +  𝑥(𝑡1
−)2

1
2 −

 𝑥∗ 𝑡1
−

1 +  𝑥(𝑡1
−)2

1
2

 𝑥∗ 𝑡1
− −  𝜃 𝑡1

= 1 +  𝑥(𝑡1
+)2

1
2 −

 𝑥∗ 𝑡1
+

1 +  𝑥(𝑡1
+)2

1
2

 𝑥∗ 𝑡1
+ −  𝜃 𝑡1 ⇔

1 + 𝑐1
2

1
2 −

𝑐1

1 + 𝑐12
1
2

𝑐1 − −1 = 1 + 𝑐3
2

1
2 −

𝑐3

1 + 𝑐32
1
2

𝑐3 − −1
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𝑥1
∗ 𝑡 =

−3𝑡 + 1 𝑡 ∈ 0,
1

4

−
1

3
𝑡 +

1

3
𝑡 ∈

1

4
, 1

Γωνία πρόσπτωσης πάνω στην ευθεία 𝜽 𝒕 είναι ίση με την γωνία ανάκλασης.

𝑡𝑎𝑛 𝜔1 =
 𝑥∗ 𝑡1

− −  𝜃∗ 𝑡1
−

1 +  𝑥∗ 𝑡1
−  𝜃∗ 𝑡1

−
=

−3 − (−1)

1 + (−3)(−1)
= −

1

2

𝑡𝑎𝑛 𝜔2 =
 𝑥∗ 𝑡1

+ −  𝜃∗ 𝑡1
+

1 +  𝑥∗ 𝑡1
+  𝜃∗ 𝑡1

+
=

−
1
3− (−1)

1 + (−
1
3)(−1)

= −
1

2

18
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Να βρεθεί συνάρτηση 𝑥 𝑡 με μη συνεχείς παραγώγους σε 
σημεία και συνοριακές συνθήκες 𝑥 0 = 0, 𝑥 2 = 1 η οποία 
ελαχιστοποιεί το συναρτησιακό 

𝐽 𝑥 =  
0

2

 𝑥2 𝑡 1 −  𝑥 𝑡
2

𝐹  𝑥(𝑡)

𝑑𝑡

𝜕𝐹

𝜕𝑥
𝑡, 𝑥∗,  𝑥∗ −

𝑑

𝑑𝑡

𝜕𝐹

𝜕  𝑥
𝑡, 𝑥∗,  𝑥∗ = 0 ⇒

0 −
𝑑

𝑑𝑡
2  𝑥∗ 𝑡 1 −  𝑥∗ 𝑡

2
− 2  𝑥∗ 𝑡 2 1 −  𝑥∗ 𝑡 = 0 ⇒

𝑑

𝑑𝑡
2  𝑥∗ 𝑡 + 2  𝑥∗ 𝑡 3 − 4  𝑥∗ 𝑡 2 − 2  𝑥∗ 𝑡 2 + 2  𝑥∗ 𝑡 3 = 0 ⇒

19



Αριστοτέλειο   
Πανεπιστήμιο   
Θεσσαλονίκης 

Θεωρία Βέλτιστου Ελέγχου
Τμήμα Μαθηματικών 

 

𝑑

𝑑𝑡
4  𝑥∗ 𝑡 3 − 6  𝑥∗ 𝑡 2 + 2  𝑥∗ 𝑡 = 0 ⇒

12  𝑥∗ 𝑡 2  𝑥∗ 𝑡 − 12  𝑥∗ 𝑡  𝑥∗ 𝑡 + 2  𝑥∗ 𝑡 = 0 ⇒

2  𝑥∗ 𝑡 6  𝑥∗ 𝑡 2 − 6  𝑥∗ 𝑡 + 1 = 0

 𝑥∗ 𝑡 = 0 ⇒  𝑥∗ 𝑡 = 𝑐1 ⇒ 𝑥∗ 𝑡 = 𝑐1𝑡 + 𝑐2

ή

6  𝑥∗ 𝑡 2 − 6  𝑥∗ 𝑡 + 1 = 0 ⇒  𝑥∗ 𝑡 =
1

6
3 ± 3 ⇒

𝑥∗ 𝑡 =
1

6
3 ± 3 𝑡 + 𝑐2
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𝑥1
∗ 𝑡 = 𝑐1𝑡 + 𝑐2

 Συνοριακές Συνθήκες
𝑥1
∗ 0 = 0 ⇒ 𝑐1 × 0 + 𝑐2 = 0 ⇒ 𝑐2 = 0

𝑥1
∗ 2 = 1 ⇒ 𝑐1 × 2 + 𝑐2 = 1 ⇒ 𝑐1 =

1

2

𝑥2
∗ 𝑡 =

1

6
3 ± 3 𝑡 + 𝑐3

 Συνοριακές Συνθήκες

𝑥2
∗ 0 = 0 ⇒

1

6
3 ± 3 × 0 + 𝑐3 = 0 ⇒ 𝑐3 = 0

𝑥2
∗ 2 = 1 ⇒

1

6
3 ± 3 × 2 + 𝑐3 = 1 ⇒

1

2
3 ± 3 = 1 ΑΤΟΠΟ
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𝑥1
∗ 𝑡 =

1

2
𝑡

• Αυστηρή συνθήκη του Legendre

𝑅 𝑡 =
𝜕2𝐹

𝜕  𝑥2
𝑡, 𝑥∗ 𝑡 ,  𝑥∗ 𝑡 = 12  𝑥∗ 𝑡 2 − 12  𝑥∗ 𝑡 + 2

𝑅 𝑡 = 12𝑐1
2 − 12𝑐1 + 2

• Ασθενές τοπικό ελάχιστο 𝑹 𝒕 > 𝟎

𝑐1 ∈ −∞,
1

6
3 − 3 ∪

1

6
3 + 3 ,+∞

• Ασθενές τοπικό μέγιστο 𝑹 𝒕 < 𝟎

𝑐1 ∈
1

6
3 − 3 ,

1

6
3 + 3

𝐽  𝑥1
∗ =  

0

2

 𝑥1(𝑡)
2 1 −  𝑥1(𝑡)

2𝑑𝑡 =  
0

2 1

2

2

1 −
1

2

2

𝑑𝑡 =
1

8
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 Αυστηρή συνθήκη του Jacobi

𝑃 𝑡 =
𝜕2𝐹

𝜕𝑥2
𝑡, 𝑥∗ 𝑡 ,  𝑥∗ 𝑡 = 0

𝑄 𝑡 =
𝜕2𝐹

𝜕𝑥𝜕  𝑥
𝑡, 𝑥∗ 𝑡 ,  𝑥∗ 𝑡 = 0

𝑅 𝑡 =
𝜕2𝐹

𝜕  𝑥2
𝑡, 𝑥∗ 𝑡 ,  𝑥∗ 𝑡 = 12𝑐1

2 − 12𝑐1 + 2 = 𝑐

23
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 Αυστηρή συνθήκη του Jacobi

𝑃 𝑡 −
𝑑𝑄 𝑡

𝑑𝑡
𝑢 𝑡 −

𝑑

𝑑𝑡
𝑅 𝑡  𝑢 𝑡 = 0 ⇒

𝑐  𝑢 𝑡 = 0 ⇒ 𝑢 𝑡 = 𝑑1𝑡 + 𝑑2

 
𝑢 0 = 0 = 𝑑2

 𝑢 0 = 1 = 𝑑1
⇒ 𝑑1 = 1, 𝑑2 = 0

και άρα η λύση είναι η 𝑢 𝑡 = 𝑡 ≠ 0, ∀𝑡 ∈ 0,2 .

24
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Αν υποθέσουμε ότι η άκρα καμπύλη στο διάστημα 0, 𝑡1 είναι η 
𝑥1
∗ 𝑡 = 𝑐1𝑡 + 𝑐2, ενώ η άκρα καμπύλη στο διάστημα 𝑡1, 2 είναι η 

𝑥2
∗ 𝑡 = 𝑐3𝑡 + 𝑐4.

• Συνοριακές συνθήκες

𝑥1
∗ 0 = 𝑐1 × 0 + 𝑐2 = 0 ⇒ 𝑐2 = 0

𝑥2
∗ 2 = 2𝑐3 + 𝑐4 = 1 ⇒ 𝑐4 = 1 − 2𝑐3

• Συνέχεια συνάρτησης στο 𝒕𝟏

𝑥1
∗ 𝑡1 = 𝑐1𝑡1 + 𝑐2 = 𝑐3𝑡1 + 𝑐4 = 𝑥2

∗ 𝑡1 ⇔

𝑐1𝑡1 = 𝑐3𝑡1 + 1 − 2𝑐3
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𝜕𝐹

𝜕  𝑥
𝑡1, 𝑥

∗ 𝑡1 ,  𝑥∗ 𝑡1
− =

𝜕𝐹

𝜕  𝑥
𝑡1, 𝑥

∗ 𝑡1 ,  𝑥∗ 𝑡1
+ ⇔

4  𝑥∗ 𝑡1
− 3 − 6  𝑥∗ 𝑡1

− 2 + 2  𝑥∗ 𝑡1
− = 4  𝑥∗ 𝑡1

+ 3 − 6  𝑥∗ 𝑡1
+ 2 + 2  𝑥∗ 𝑡1

+ ⇔

4𝑐1
3 − 6𝑐1

2 + 2𝑐1 = 4𝑐3
3 − 6𝑐3

2 + 2𝑐3

𝐹 𝑡1, 𝑥
∗ 𝑡1 ,  𝑥∗ 𝑡1

− −
𝜕𝐹

𝜕  𝑥
𝑡1, 𝑥

∗ 𝑡1 ,  𝑥∗ 𝑡1
−  𝑥∗ 𝑡1

− =

= 𝐹 𝑡1, 𝑥
∗ 𝑡1 ,  𝑥∗ 𝑡1

+ −
𝜕𝐹

𝜕  𝑥
𝑡1, 𝑥

∗ 𝑡1 ,  𝑥∗ 𝑡1
+  𝑥∗ 𝑡1

+ ⇔

 𝑥∗ 𝑡1
− 2 1 −  𝑥 𝑡1

− 2
− 4  𝑥∗ 𝑡1

− 3 − 6  𝑥∗ 𝑡1
− 2 + 2  𝑥∗ 𝑡1

−  𝑥∗ 𝑡1
−

=  𝑥∗ 𝑡1
+ 2 1 −  𝑥 𝑡1

+ 2
− 4  𝑥∗ 𝑡1

+ 3 − 6  𝑥∗ 𝑡1
+ 2 + 2  𝑥∗ 𝑡1

+  𝑥∗ 𝑡1
+ ⇔
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𝑐1
2 1 − 𝑐1

2 − 4𝑐1
3 − 6𝑐1

2 + 2𝑐1 𝑐1
= 𝑐3

2 1 − 𝑐3
2 − 4𝑐3

3 − 6𝑐3
2 + 2𝑐3 𝑐3

𝑥1
∗ 𝑡 =  

1

2
𝑡 𝑡 ∈ 0, 𝑡1

1

2
𝑡 𝑡 ∈ 𝑡1, 2

, 

𝑥2
∗ 𝑡 =  

0 𝑡 ∈ 0,1

𝑡 − 1 𝑡 ∈ 1,2
, 

𝑥3
∗ 𝑡 =  

𝑡 𝑡 ∈ 0,1

1 𝑡 ∈ 1,2
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οι οποίες λόγω του ότι ο συντελεστής κατεύθυνσης τους ανήκει 

στο διάστημα −∞,
1

6
3 − 3 ∪

1

6
3 + 3 ,+∞ , για τον 

οποίο ο 𝑅 𝑥𝑖
∗ > 0, 𝑖 = 2,3, οδηγούν σε τοπικό ελάχιστο ίσο με 

𝐽 𝑥2
∗ =  

0

2

 𝑥2
∗ 𝑡 2 1 −  𝑥2

∗ 𝑡
2
𝑑𝑡 =

=  
0

1

02 1 − 0 2𝑑𝑡 + 
1

2

12 1 − 1 2𝑑𝑡 = 0

𝐽 𝑥3
∗ =  

0

2

 𝑥3
∗ 𝑡 2 1 −  𝑥3

∗ 𝑡
2
𝑑𝑡 =

=  
0

1

12 1 − 1 2𝑑𝑡 + 
1

2

02 1 − 0 2𝑑𝑡 = 0
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Γενικά
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Γενικά μπορούμε να πάμε από το σημείο (0,0) στο σημείο (2,1) με 
ευθείες που έχουν κλίσεις 0 και 1 

 
ti

ti+1

12 1 − 1 2dt = 0 ⋁  
ti

ti+1

02 1 − 0 2dt = 0
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