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Άδειες Χρήσης

• Το παρόν εκπαιδευτικό υλικό υπόκειται σε άδειες 

χρήσης Creative Commons. 

• Για εκπαιδευτικό υλικό, όπως εικόνες, που 

υπόκειται σε άλλου τύπου άδειας χρήσης, η 

άδεια χρήσης αναφέρεται ρητώς. 
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Χρηματοδότηση

• Το παρόν εκπαιδευτικό υλικό έχει αναπτυχθεί στα πλαίσια του 
εκπαιδευτικού έργου του διδάσκοντα.

• Το έργο «Ανοικτά Ακαδημαϊκά Μαθήματα στο Αριστοτέλειο 
Πανεπιστήμιο Θεσσαλονίκης» έχει χρηματοδοτήσει μόνο την 
αναδιαμόρφωση του εκπαιδευτικού υλικού. 

• Το έργο υλοποιείται στο πλαίσιο του Επιχειρησιακού 
Προγράμματος «Εκπαίδευση και Δια Βίου Μάθηση» και 
συγχρηματοδοτείται από την Ευρωπαϊκή Ένωση (Ευρωπαϊκό 
Κοινωνικό Ταμείο) και από εθνικούς πόρους.
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Περιεχόμενα ενότητας

1. Όριο συνάρτησης. 

2. Συνέχεια Συνάρτησης.

3. Παραδείγματα, Ασκήσεις.

4. Συνέχεια με ακολουθίες.
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Σκοποί  ενότητας

• Ορισμός του ορίου συναρτήσεων και της 

συνέχειας συναρτήσεων.
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Ορισμός ορίου

• Έστω � ανοικτό του ��, �� ∈ � και � � �� �→�.
Λέμε ότι η � έχει όριο το � καθώς το � τείνει στο ��, αν για κάθε  � 0, υπάρχει  �  � 0 τ.ω.

αν � � �� � �, τότε � � � � � .

Γράφουμε lim�→�� ���� � �	ή ���� �→�� �
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Παράδειγμα 1 (1)

Έστω 

� �, � � � � � �! " �! , #$	 �, � % �0,0�
Δείξτε ότι lim�,& →��,�����, �� � 0
Λύση: Θα προσπαθήσουμε να κάνουμε όσο μικρή 

θέλουμε την διαφορά � �, � � 0 .
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Παράδειγμα 1 (2)

Έχουμε  

� �, � � 0 � � � � �! " �! � �  " �  �! " �!
� �! � " �! ��! " �!

Όμως � και � � �! " �!
Άρα
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Παράδειγμα 1 (3)

� �, � � 0 � �! �! " �! " �! �! " �!�! " �!� �! " �! � 
Αν λοιπόν για δοθέν , διαλέξουμε � � , τότε για 

τα �, � που ικανοποιούν �, � � �0,0� � �! " �! � �
ισχύει � �, � � 0 � �! " �! � � � ε
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Ορισμός συνέχειας 

Έστω � ανοικτό του �� και � �→�.
1. Λέμε ότι η � είναι συνεχής στο σημείο �� ∈ �, 

αν lim�→�� � � � � �� ,
Δηλαδή, αν για κάθε  � 0, υπάρχει � , �� � 0
τ.ω. αν� � �� � � τότε � � � � �� � .

2. Η � είναι συνεχής σε όλο το +	αν είναι 

συνεχής σε κάθε σημείο του +.
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Παράδειγμα 2 (1)

Έστω 

� �, � � ,� � �- ��! " �! , #$	 �, � % �0,0�
�, ./0	�0,0�

Για ποιες τιμές του # η � είναι συνεχής στο 0,0 ?

Λύση: Για να έχουμε την συνέχεια της � στο 0,0
πρέπει να έχουμε lim�,& →��,�� ���, �� � �
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Παράδειγμα 2 (2)

• Ας μαντέψουμε πρώτα το ως άνω όριο δίνοντας 

ειδικές τιμές στο ��, ��. 
• Π.χ. για τα σημεία ��, 0�	έχουμε

� �, � � � �! � � �→�0.
• Άρα υποψήφια τιμή για το #	είναι η # � 0. Τώρα 

πρέπει να δείξουμε ότι η διαφορά 

� �, � � 0 � � � �- ��! " �!
12



Αριστοτέλειο
Πανεπιστήµιο
Θεσσαλονίκης

Λογισμός 3

Τμήμα Μαθηματικών

Παράδειγμα 2 (3)

μπορεί να γίνει όσο μικρή θέλουμε. 

Χρησιμοποιώντας την ανισότητα �-� � � , ∀� ∈ �1,1
έχουμε� � �- ��! " �! � �  " �- ��! " �! � �  " �  �! " �!
� � �! " � �!�! " �! � �! �! " �! " �! �! " �!�! " �!� �! " �! � 
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Παράδειγμα 2 (4)

για κάθε �, � που ικανοποιεί �, � � �0,0� � �! " �! � � � .
Από τα παραπάνω παραδείγματα διαπιστώνουμε 

ότι δεν είναι πάντα εύκολο να αποδείξουμε την 

συνέχεια μιας συνάρτησης σ’ένα σημείο ή 

ισοδύναμα να υπολογίσουμε το όριο της σε ένα 

σημείο. 

Ας κοιτάξουμε τα πράγματα λίγο πιο γεωμετρικά 

για να κατάλήξουμε σε μια τεχνική που μας 

επιτρέπει:
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Τεχνική (1)

• Να μαντεύουμε με σχετική ευκολία το όριο μιας 

συνάρτησης.

• Να δείχνουμε ότι μια συνάρτηση δεν έχει όριο 

σε ένα σημείο. 

Όπως βλέπουμε στο σχήμα που ακολουθεί, στις 

δύο διαστάσεις έχουμε πολλούς τρόπους για να 

πλησιάσουμε το σημείο (��, ��). 

Μπορούμε να το φτάσουμε διαλέγοντας ως δρόμο 

τις ευθείες 34, 3!	ή την καμπύλη γ ή οτιδήποτε 

άλλο μας βολεύει.
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Σχήμα 1
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Τεχνική (2)

Προφανώς, αν η ���, �� έχει όριο στο ��, �� , τότε 

το όριο αυτό θα είναι ανεξάρτητο του δρόμου που 

θα ακολουθήσουμε για να φτάσουμε στο ��, �� . 

Έτσι λοιπόν

• Για να μαντέψουμε το όριο της ���, �� στο ��, �� , κινούμεθα συνήθως πάνω σε μία 

ευθεία που περνά από το ��, �� . Π.χ. έστω 

� �, � � �- � " ��! " �! , �, � % 0,0 .
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Τεχνική (3)

Θέλουμε να βρούμε το όριο της στο (0,0).

Κινούμεθα πάνω στην ευθεία � � 5� για να 

φτάσουμε στο (0,0). 

Επί της ευθείας έχουμε:

� �, � � � �, 5� � �- 1 " 5 ��! " 5� !
�→� 1 " 5  � �1 " 5��! �→�0
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Τεχνική (4)

και συνεπώς το πιθανό όριο της ���, �� στο (0,0) 

είναι το 0. 

Για να δείξουμε ότι το όριο της ���, �� στο (0,0) 

είναι πράγματι το 0, πρέπει να κάνουμε χρήση του 

ορισμού με τα ε και δ, (άσκηση).

19



Αριστοτέλειο
Πανεπιστήµιο
Θεσσαλονίκης

Λογισμός 3

Τμήμα Μαθηματικών

Τεχνική (5)

• Ας δούμε τώρα ότι η ίδια τεχνική μας επιτρέπει 

να δείξουμε ότι μια � δεν έχει όριο σε ένα 

σημείο. Π.χ. έστω � �, � � �&�67&6 , ��, �� % �0,0�.
Θέλουμε να δούμε αν η � έχει όριο στο (0,0).

Αν κινηθούμε πάνω στην ευθεία � � 5� για να

φτάσουμε στο (0,0), έχουμε
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Τεχνική (6)

lim�→�� �, 5� � lim�→� 5�!�1 " 5��! � lim�→� 51 " 5 � 51 " 5
Άρα για κάθε τιμή του 5 βρίσκουμε και 

διαφορετικό όριο. 

Άρα η δεν έχει όριο στο (0,0).
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Παράδειγμα 3 (1) 

Δείξτε ότι η συνάρτηση 

� �, � � �!�8 9:�6/&< , � % 0
δεν έχει όριο στο (0,0).

Λύση: Αν κινηθούμε επί των ευθειών � � 5�, 

έχουμε 

� �, 5� � �6�=��< 9:�6/�=��< � 4=<�6 9:4/=<�6.
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Παράδειγμα 3 (2) 

Θέτοντας 

> � 4=<�6,

έχουμε lim�→����, 5�� � lim?→@>9:? � 0.
Άρα πάνω σε όλες τις ευθείες � � 5�, 5 % 0, το

όριο της � είναι το 0.

Όμως, αν κινηθούμε επί της καμπύλης �! � �, τότε
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Παράδειγμα 3 (3) 

� �!, � � &6 6
&< 9: &6 6/&< � 4A , ∀� % 0,

άρα

lim&→����!, �� � 19 ,
και συνεπώς η � δεν έχει όριο στο 0.
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Παράδειγμα 4 (1) 

Να εξεταστεί η οριακή συμπεριφορά της 

� �, � � 4��!� " �! ! , � " �! % 0,
στο σημείο (0,0).

Λύση: Θα δείξουμε ότι η �	δεν έχει όριο στο (0,0) 

διαλέγοντας να κινηθούμε σε δύο καμπύλες που 

περνούν από το (0,0). Διαλέγουμε πρώτα την 

διαγώνιο � � � και έχουμε
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Παράδειγμα 4 (2) 

� �, � � 4� � " �! ! � 4� �! 1 " � !
� 4�1 " � ! �→�0.

Κατόπιν θεωρούμε την καμπύλη � � �! και έχουμε 

� �!, � � 4�!�!�! " �! ! � 4�84�8 � 1
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Παράδειγμα 4 (3) 

για κάθε � άρα και για � � 0.

Άρα οι δύο καμπύλες δίνουν διαφορετικά όρια στο 

(0,0) και συνεπώς η � δεν έχει όριο.
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Η συνέχεια με ακολουθίες (1)

Όπως και στην διάσταση 1, ο ορισμός των ορίων 

και της συνέχειας έχει τον ισοδύναμο του με τις 

ακολουθίες. 

Ορισμός: Έστω � ανοικτό του ��, �� ∈ � και � � �� �→�.
1. Η � έχει όριο το #	καθώς το � τείνει στο ��, αν 

για κάθε ακολουθία � ∋ �D D→@ ��, τότε ���D� D→@ �.
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Η συνέχεια με ακολουθίες (2)

2. Η � είναι συνεχής στο �� ∈ +, αν για κάθε 

ακολουθία � ∋ �D D→@ ��, τότε ���D� D→@ �����.
Γράφουμε limD→@ ���D� � � limD→@ �D � � �� .
Είναι εύκολο να διαπιστώσουμε ότι ο ως άνω 

ακουληθιακός ορισμός του ορίου και της συνέχειας 

είναι ισοδύναμος με τον ορισμό με τα 	και τα �	που 

ήδη ξέρουμε.
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Παράδειγμα 5 (1) 

Έστω 

� �, �, E � F!� " F!� " F!E�! " �! " E! ,	��, �, E� % �0,0,0�
Πώς πρέπει να οριστεί η � στο (0,0,0) ώστε να 

είναι συνεχής στην κλειστή μπάλλα G�0,1�;
Λύση: Για να έχουμε συνέχεια στο (0,0,0), πρέπει 

να δώσουμε στην f στο (0,0,0) την τιμή που 

ικανοποιεί 
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Παράδειγμα 5 (2) 

� 0,0,0 � limD→@ ���D, �D , ED�,
για κάθε ακολουθία �D, �D, ED 	που τείνει στο

(0,0,0).

Αν λοιπόν η ακολουθία �D, �D, ED τείνει στο

(0,0,0), τότε και οι συνιστώσες της τείνουν στο 0:�D → 0, �D → 0, H#I	ED → 0 καθώς J → ∞
Άρα

31



Αριστοτέλειο
Πανεπιστήµιο
Θεσσαλονίκης

Λογισμός 3

Τμήμα Μαθηματικών

Παράδειγμα 5 (3) 

LM�N�N → 1, 
LM&N&N → 1, και 

LMONON → 1(1)

Συνεπώς

� �D, �D, ED � F!�D " F!�D " F!ED�D! " �D! " ED!
� F!�D�D! �D! " F!�D�D! �D! " F!EDED! ED!�D! " �D! " ED! → 1
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Παράδειγμα 5 (4) 

Άρα το πιθανό όριο της f στο (0,0,0) είναι το 1.

Γράφουμε,

� �D, �D, ED � 1 � F!�D " F!�D " F!ED�D! " �D! " ED! � 1
�

� F!�D�D! �D! " F!�D�D! �D! " F!EDED! ED!�D! " �D! " ED! � 1 �
33
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Παράδειγμα 5 (5) 

� F!�D�D! � 1 �D! " F!�D�D! � 1 �D! " F!EDED! � 1 ED!�D! " �D! " ED! � 1
Από την (1) για κάθε  � 0, μπορούμε να βρούμε 

δείκτη P ∈ Q τ.ω. για J R P,

LM6�N�N6 � 1 � , LM6&N&N6 � 1 � 	H#I LM6ONON6 � 1 � .

Άρα για J R P,

� �D, �D , ED � 1 �  �D! " �D! " ED!�D! " �D! " ED! � 
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Παράδειγμα 5 (6) 

δηλαδή, limS→@ � �D, �D, ED � 1
για κάθε ακολουθία �D, �D, ED που τείνει στο 

(0,0,0).

Όπως η κατάλληλη επιλογή δρόμων στα 

προηγούμενα παραδείγματα έτσι και η κατάλληλη 

επιλογή ακολουθιών μας επιτρέπει ή να 

μαντέψουμε το όριο μιας συνάρτησης ή να 

δείξουμε ότι δεν είναι συνεχής.
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Παράδειγμα 6 (1)

Το παράδειγμα που ακολουθεί είναι τυπικό του 

είδους.

Παράδειγμα: Δείξτε ότι η � �, � � �- 1�! " �! , �, � % 0,0 ,
δεν έχει όριο στο (0,0).
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Παράδειγμα 6 (2)

Λύση: Η συνάρτηση του παραδείγματος είναι μια 

παραλλαγή της γνωστής συνάρτησης T � � �- 1� , � % 0,
που ως γνωστόν δεν είναι συνεχής στο 0. Πράγματι 

θέτοντας �D � 2JV , J ∈ Q,
έχουμε
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Παράδειγμα 6 (3)

T �D � �- JV2 � 0,W1.
Τώρα στις δύο διαστάσεις, διαλέγουμε την 

ακολουθία 

�D � �D � 2JV .
Τότε 

�D! " �D! � 2JV
! " 2JV

! � 2 2JV !
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Παράδειγμα 6 (4)

Συνεπώς

� �D, �D � �- 1
�D! " �D! � �- JV2 � 0,W1.

Άρα η �	πάλλεται συνεχώς μεταξύ του -1, 0 και του 

+1, και συνεπώς δεν έχει όριο στο (0,0).
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