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Άδειες Χρήσης

• Το παρόν εκπαιδευτικό υλικό υπόκειται σε άδειες 

χρήσης Creative Commons. 

• Για εκπαιδευτικό υλικό, όπως εικόνες, που 

υπόκειται σε άλλου τύπου άδειας χρήσης, η 

άδεια χρήσης αναφέρεται ρητώς. 

2



Αριστοτέλειο
Πανεπιστήµιο
Θεσσαλονίκης

Λογισμός 3

Τμήμα Μαθηματικών

Χρηματοδότηση

• Το παρόν εκπαιδευτικό υλικό έχει αναπτυχθεί στα πλαίσια του 
εκπαιδευτικού έργου του διδάσκοντα.

• Το έργο «Ανοικτά Ακαδημαϊκά Μαθήματα στο Αριστοτέλειο 
Πανεπιστήμιο Θεσσαλονίκης» έχει χρηματοδοτήσει μόνο την 
αναδιαμόρφωση του εκπαιδευτικού υλικού. 

• Το έργο υλοποιείται στο πλαίσιο του Επιχειρησιακού 
Προγράμματος «Εκπαίδευση και Δια Βίου Μάθηση» και 
συγχρηματοδοτείται από την Ευρωπαϊκή Ένωση (Ευρωπαϊκό 
Κοινωνικό Ταμείο) και από εθνικούς πόρους.
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Περιεχόμενα ενότητας

1. Συνέχεια διανυσματικών συναρτήσεων.

2. Ιδιότητες της συνέχειας.
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Σκοποί  ενότητας

• Ορίζεται η συνέχεια διανυσματικών 

συναρτήσεων και παρουσιάζονται οι ιδιότητες 

της.
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Διανυσματική συνάρτηση (1)

Έστω � ανοικτό του ��. Μία διανυσματική 

συνάρτηση � επί του � είναι μια συνάρτηση�� ⊃ � �→��.
Παραδείγματος χάριν η � 
, �,  � 
 � , ���
� ,
είναι μια συνάρτηση από τον �� στον �� με 

συνιστώσες συναρτήσεις τις πραγματικές 

συναρτήσεις 
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Διανυσματική συνάρτηση (2)

�� 
, �,  � 
 � 
και �� 
, �,  � ���
�
Γενικά μια διανυσματική συνάρτηση �� ⊃ � �→��,
αντιστοιχεί το σημείο 
 ∈ � στο σημείο � 
 � � � ��, ��, … , ��
και η αντιστοιχία 
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Διανυσματική συνάρτηση (3)


 ��→��
Ορίζει την j-οστή συνιστώσα �� της �. 

Οι συνιστώσες της �	είναι πλέον πραγματικές 

συναρτήσεις επί του Α. 

Έτσι, το να μας δοθεί μια διανυσματική συνάρτηση   �� ⊃ � �→�� ,
είναι ισοδύναμο με το να μας δοθούν οι 
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Διανυσματική συνάρτηση (4)

συνιστώσες συναρτήσεις��, ��, … , ��: � → �
Γράφουμε � � ���, ��, … , ���
Πότε άραγε μια διανυσματική συνάρτηση � � ���, ��, … , ��� είναι συνεχής στο σημείο 
� ∈�;

Ακολουθώντας τα γνωστά με τα  και !, και 

συμβολίζοντας προς το παρόν με 
 " την
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Συνεχής Διανυσματική συνάρτηση (1)

νόρμα στον �", μπορούμε να πούμε ότι

Ορισμός: Μια διανυσματική συνάρτηση

�� ⊃ � �→��,
είναι συνεχής  στο σημείο 
� ∈ �, αν για κάθε  # 0, υπάρχει !� , 
��, τ.ω. 

αν 
 % 
� " & ! τότε � 
 % ��
�� � &  .
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Παράδειγμα 1 (1)

Μια γραμμική συνάρτηση �� '→�� , είναι συνεχής.

Λύση: όπως είναι γνωστό από την Γραμμική 

Άλγεβρα, μία γραμμική συνάρτηση �� '→��	
ορίζεται από έναν ( ) * πίνακα � � +,� �-,-�,	�-�-� .

. 
 � �
, ∀
 ∈ ��.
Αν διαλέξουμε ως νόρμα του �� την 
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Παράδειγμα 1 (2)


 0 � max,-� 
,
τότε L x % L�y� 0 � L�x % y� 0

� max�-� 6+,� 
� % ��,-�� max�-� +,� 6 
� % ��,-� � max�-� +,� 
 % � �
&  
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Παράδειγμα 1 (3)

για όλα τα 
, � ∈ �� που ικανοποιούν 
 % � � &  7+
 8,� � !.
Παρατηρούμε ότι στον ως άνω ορισμό της συνέχειας, 

η σχέση � 
 % ��
�� � &  
είναι ισοδύναμη με την �� 
 % ���
�� � &  9  , ∀: & *,
όπου το  ′� � εξαρτάται από την νόρμα που 

διαλέξαμε και γίνεται όσο μικρό θέλουμε. 
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Πρόταση 1

Συμπεραίνουμε λοιπόν την 

Πρόταση: Μια διανυσματική συνάρτηση �� ⊃ � �→��,
είναι συνεχής στο σημείο 
� ∈ �, ανν οι 

συνιστώσες της ��, ��, … , ��: � → �
είναι συνεχείς στο 
�.
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Παράδειγμα 2 

Για παράδειγμα, η συνάρτηση

� 
, � � 
�, <=�>?@�, !A 1
� � ��
είναι συνεχής στον �� % C�0,0�D αφού οι δύο 

πρώτες συνιστώσες τις είναι συνεχείς σε όλον τον ��, ενώ η τρίτη είναι συνεχής στον �� % C�0,0�D .
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Ιδιότητες της συνέχειας (1)

Θα δούμε την συμπεριφορά της συνέχειας ως προς 

τις αλγεβρικές πράξεις.

Πρόταση: Αν οι �� ⊃ � �,E��,
είναι συνεχείς στο σημείο 
� ∈ �, τότε και η F� � AG
είναι συνεχής στο 
�.

Αν οι �� ⊃ � �,E��,
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Ιδιότητες της συνέχειας (2)

είναι συνεχείς στο σημείο �, τότε και η F� � AG
είναι συνεχής στο Α.

Έτσι το σύνολο των συνεχών διανυσματικών 

συναρτήσεων επί του Α	είναι διανυσματικός 

χώρος.
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Πρόταση 2 

Πρόταση: Αν οι �� ⊃ � �,E��,
είναι συνεχείς στο σημείο �, τότε και το γινόμενό 

τους �G
είναι συνεχής στο Α. 

Αν επιπλέον G�
� H 0 για κάθε 
 ∈ �, τότε και το 

πηλίκο 
�E είναι συνεχής στο �.
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Πρόταση 3

Πρόταση: Αν οι �� ⊃ � �→ IJ⊂�L
E→�M ,

είναι συνεχείς, τότε και η σύνθεση τους GN� είναι 

συνεχής.

Οι παραπάνω προτάσεις είναι πολύ χρήσιμες στην 

καθημερινή μας πρακτική. 

Μας επιτρέπουν να συμπαιρένουμε σχεδόν 

αυτόματα την συνέχεια των συναρτήσεων που 

προέρχονται από συνεχείς μέσω των αλγεβρικών
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Παράδειγμα 3

πράξεων που αναφέρονται στις άνω προτάσεις.

Π.χ. η συνάρτηση 


, �,  → 
�<@?O, !A�
��1 � 
� � �� � �
είναι συνεχής στον ��, αφού οι συνιστώσες της 

είναι συνεχείς ως γινόμενα, πηλίκα και συνθέσεις 

συνεχών συναρτήσεων.
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Παρατήρηση (1)

Παρατήρηση: τελειώνουμε την παράγραφο αυτή 

επισημαίνοντας ότι αν μια συνάρτηση είναι 

συνεχής σε ένα σημείο 
�, τότε είναι και φραγμένη 

στην περιοχή του σημείου.

Πράγματι από την (2,6) έχουμε ότι � 
 ∈ I � 
� ,  , για κάθε 
 ∈ I 
, ! .
Για παράδειγμα, η� 
 � 1
 � , 
 ∈ �∗�,
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Παρατήρηση (2)

δεν μπορεί να επεκταθεί συνεχώς στο 0, αφού�> Q >→� �∞
και συνεπώς η �	δεν είναι φραγμένη σε καμμία

μπάλλα Β�0, !�.
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Παράδειγμα 4 (1) 

Έστω 

� 
, � � T 
�
� � � , 8�	� H %
�,
0, 8�	όVW.

Δείξτε ότι δεν είναι συνεχής στο (0,0), δείχνοντας ότι 

δεν είναι φραγμένη στην περιοχή του (0,0).

Λύση: Ο παρονομαστής μηδενίζεται επί της 

καμπύλης � � %
�. Κοντά λοιπόν στην καμπύλη 

αυτή, δηλαδή για � H %
� �  έχουμε:
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Παράδειγμα 4 (2) 

� 
,%
� �  � 
 %
� �  
� � %
� �  � %
� � 


 �  �X

� 
,%
� �  � % �X �  �X �� % 1 �  �X Y→� %∞
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Σημείωμα Αναφοράς

Copyright Αριστοτέλειο Πανεπιστήμιο Θεσσαλονίκης, Μιχάλης Μαριάς. 

«Λογισμός 3. Συνέχεια διανυσματικών συναρτήσεων-Ιδιότητες της 

συνέχειας». Έκδοση: 1.0. Θεσσαλονίκη 2014. Διαθέσιμο από τη δικτυακή 
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Το παρόν υλικό διατίθεται με τους όρους της άδειας χρήσης Creative 
Commons Αναφορά - Παρόμοια Διανομή [1] ή μεταγενέστερη, Διεθνής 
Έκδοση. Εξαιρούνται τα αυτοτελή έργα τρίτων π.χ. φωτογραφίες, 
διαγράμματα κ.λ.π., τα οποία εμπεριέχονται σε αυτό και τα οποία 
αναφέρονται μαζί με τους όρους χρήσης τους στο «Σημείωμα Χρήσης Έργων 
Τρίτων».  

Ο δικαιούχος μπορεί να παρέχει στον αδειοδόχο ξεχωριστή άδεια να 

χρησιμοποιεί το έργο για εμπορική χρήση, εφόσον αυτό του ζητηθεί.     

[1] http://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/

Σημείωμα Αδειοδότησης



Αριστοτέλειο
Πανεπιστήµιο
Θεσσαλονίκης

Λογισμός 3

Τμήμα Μαθηματικών

Διατήρηση Σημειωμάτων

Οποιαδήποτε αναπαραγωγή ή διασκευή του υλικού θα πρέπει 

να συμπεριλαμβάνει:

� το Σημείωμα Αναφοράς

� το Σημείωμα Αδειοδότησης

� τη δήλωση Διατήρησης Σημειωμάτων

� το Σημείωμα Χρήσης Έργων Τρίτων (εφόσον υπάρχει)

μαζί με τους συνοδευόμενους υπερσυνδέσμους.
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