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Άδειες Χρήσης

• Το παρόν εκπαιδευτικό υλικό υπόκειται σε άδειες χρήσης 

Creative Commons. 

• Για εκπαιδευτικό υλικό, όπως εικόνες, που υπόκειται σε 

άλλου τύπου άδειας χρήσης, η άδεια χρήσης αναφέρεται 

ρητώς. 
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Χρηματοδότηση

• Το παρόν εκπαιδευτικό υλικό έχει αναπτυχθεί στα πλαίσια 
του εκπαιδευτικού έργου του διδάσκοντα.

• Το έργο «Ανοικτά Ακαδημαϊκά Μαθήματα στο Αριστοτέλειο 
Πανεπιστήμιο Θεσσαλονίκης» έχει χρηματοδοτήσει μόνο την 
αναδιαμόρφωση του εκπαιδευτικού υλικού. 

• Το έργο υλοποιείται στο πλαίσιο του Επιχειρησιακού 
Προγράμματος «Εκπαίδευση και Δια Βίου Μάθηση» και 
συγχρηματοδοτείται από την Ευρωπαϊκή Ένωση (Ευρωπαϊκό 
Κοινωνικό Ταμείο) και από εθνικούς πόρους.
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Περιεχόμενα ενότητας

1. Αρμονικές συναρτήσεις στο επίπεδο.

2. Μετασχηματισμός Hilbert.
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Σκοποί  ενότητας

• Στην πρώτη ενότητα θα θίξουμε ορισμένα θέματα της 

Αρμονικής ανάλυσης που σχεδιάζουμε να 

διαπραγματευτούμε στο μάθημα.
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Αρμονικές συναρτήσεις στο επίπεδο

Ας θυμηθούμε την πρώτη μας συνάντηση με τις αρμονικές 
συναρτήσεις. 

Αν �: � → � είναι μια ολόμορφη συνάρτηση τότε 

� � ��� � 	
�� � � � 	, �1�
και οι �,  ικανοποιούν τις συνθήκες Cauchy-Riemann: 

� ��� � ��,��� � ���.											�2�
Συνεπώς 

∆� � ���� � ���� � ����  � ����  � 0,
δηλαδή η � είναι αρμονική. Προφανώς το ίδιο ισχύει και για την . 
Οι � και 	που ορίζονται από την (1) λέγονται συζυγείς αρμονικές.
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Ιδιότητες (1)

Είδαμε στο μάθημα των μιγαδικών (ή και στην Διανυσματική 

Ανάλυση με Green) ότι οι αρμονικές συναρτήσεις έχουν 

αξιοσημείωτες ιδιότητες: 

1. Την ιδιότητα του μέσου όρου: Αν η � είναι αρμονική στο 

ανοικτό Ω, τότε για κάθε ��,  � ∈ Ω και για κάθε 

περιφέρεια " ��,  � , # που περιέχεται στο Ω, ισχύει 

� ��,  � � 1
2$#% �

& �',�' ,(
, �3�

Η ιδιότητα του μέσου όρου χαρακτηρίζει τις αρμονικές, δηλαδή 

αν μία συνεχής συνάρτηση ικανοποιεί την (3), τότε είναι 

αρμονική.
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Ιδιότητες (2)

2. Την αρχή του μεγίστου: Αν � αρμονική στο ανοικτό Ω, τότε 

sup- � . sup/- �. 

Κατά συνέπεια, αν το μέγιστο της � πιάνεται σε εσωτερικό 

σημείο του Ω, η � είναι σταθερή. 

3. Το θεώρημα του Liouville: Αν η � αρμονική σε όλο τον 0�
και φραγμένη, τότε είναι σταθερή.
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Συζυγείς αρμονικές (1)

Ας είναι � � � � 	 ολόμορφη στον άνω ημιχώρο 

01� � � ∈ 0,  2 0 . 

Οι � και  συνδέονται με τις σχέσεις Cauchy-Riemann. 

Ας υποθέσουμε ότι οι �,  έχουν συνοριακές τιμές τις 

3 � � lim�→�� �,  789	: � � lim�→� �,  
Ποια είναι η σχέση των συνοριακών τιμών 3, :;

Για να απαντήσουμε, χρειάζεται πρώτα να θυμηθούμε ότι η 
αρμονική επέκταση στον άνω ημιχώρο μιας συνάρτησης 3 ∈ ;�< 0 , δίνεται από την συνέλιξη με τον πυρήνα τουPoisson 

=� � � >  
�� �  �
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Συζυγείς αρμονικές (2)

Αν λοιπόν η 3 είναι η συνοριακή τιμή της αρμονικής �, τότε 

� �,  � =� ∗ 3 � � % =� � � �@ 3 �′ B�′
0

� % > 
� � �@ � �  � 3 �′ B�′

0
, �4�

και όμοια για τις 	και :.

Παίρνοντας τον μετασχηματισμό Fourier της ���,  � ως προς την 
μεταβλητή � και θυμίζοντας ότι ο Fourier μετασχηματίζει την 
συνέλιξη σε γινόμενο, συνάγεται ότι 

�D E,  � =� ∗ 3F E � =�G E 3H E � �I�J� K 3H E , �5�
αφού =�G E � �I�J� K .
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Συζυγείς αρμονικές (3)

Επίσης 

���G E,  � �2$	E�I�J� K 3H E , �6�
αφού για κάθε καλή N	

��NG E � 2$	END�E�. 
Από τις (5), (6) και την (2)έχουμε ότι 

��� � ��
ή 

2$	E�I�J� K 3H E � �2$ E �I�J� K :D E ,
δηλαδή

:D E � 	 EE 3H E � 	O	:P E 3H E , �7�
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Μετασχηματισμός Hilbert (1)

Θα δούμε αργότερα ότι ο μετασχηματισμός Fourier της 

συνάρτησης E → 	O	:P�E� είναι η � → R
� και συνεπώς η (7), με 

ανάποδο Fourier, δίνει 

: � � % >
� � �@ 3 �@ B�′

0
,

δηλαδή την συνέλιξη 3, με τον πυρήνα	] � � R
� . Γράφουμε:

: � � % >
� � �@ 3 �@ B�′

0
� % ] � � �@ 3 �@ B�′

0
� % ] �@ 3 � � �′ B�′

0
� ^3 � , �8�

αφού ο μετασχηματισμός αυτός λέγεται μετασχηματισμός Hilbert.
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Μετασχηματισμός Hilbert (2)

Η διαδικασία που μόλις περιγράψαμε πάει και ανάποδα, 

δηλαδή αν 

3, : ∈ `� 0 	789	: � ^ 3 ,
τότε οι αρμονικές τους επεκτάσεις � � =� 3 και  � =� :
είναι συζυγείς αρμονικές και η � ≔ � � 	 είναι ολόμορφη στον 

άνω ημιχώρο.

Μερικές παρατηρήσεις επί του μετασχηματισμού Hilbert

επιβάλονται. 

Πρώτον, επειδή ο πυρήνας Κ � δεν ορίζεται στο � � 0, για να 

αποφύγουμε τις κακοτοπιές και να έχει νόημα το ολοκλήρωμα 

(8) για 3 ∈ ;�< 0 , πρέπει να πάρουμε όρια: 
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Παρατηρήσεις (1)

^3 � � limc→�%
1
�@ 3 � � �′ B�′

�@ dc
(είναι αυτό που λέμε principal value).

Τώρα, από την (7) και την ισομετρία του Plancherel, (αν 3 ∈ `� 0 , τότε 

3H ∈ `� 0 και 3H � � 3 �), έχουμε 

^3 � � ^3G � � % ^3G E �BE
0

e/�
� % 	O	:P E 3H E �BE

0

e/�

g % 3H E �BE
0

e� � 3H � � 3 �,
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Παρατηρήσεις (2)

δηλαδή ο μετασχηματισμός Hilbert είναι συνεχής επί του `� 0 . 

Εδώ πρέπει να επισημάνουμε ότι οι χώροι της αρμονικής 

ανάλυσης είναι οι χώροι `h 0 ,i j 1 . 

Για i ∈ k1,∞�, η 3 ∈ `h 0 αν είναι μετρήσιμη και 

3 h � % 3 � hB�
0

eh . ∞
Ο `< 0 είναι οι μετρήσιμες και φραγμένες συναρτήσεις (εκτός 

ίσως από ένα σύνολο μέτρου 0) και η νόρμα του είναι ως 

συνήθως το O�i 3 � 3 <. 

Ένα ερώτημα που τίθεται φυσιολογικά είναι το ακόλουθο: 
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Συνέχεια του μετασχηματισμού 

Hilbert (1)

Για ποια i j 1, ο μετασχηματισμός Hilbert είναι συνεχής επί 
του `h 0 ;

Για να απαντήσουμε στο ερώτημα αυτό, ξεκινούμε με την 
ακόλουθη επισήμανση. Αν ο πυρήνας Κ � ήταν ολοκληρώσιμος 
(δηλαδή ] ∈ è 0 ) τότε για κάθε 3 ∈ `< 0 , 

^3 � g % ]  3 � �  B 
0

g 3 <% ]  B 
0� 3 < ] e . ∞,

και συνεπώς ^3 ∈ `< 0 , και επιπλέον ο ^ θα ήταν συνεχής 
στον `< 0 . Κατόπιν, με παρεμβολή και συμμετρία θα είχαμε 
την συνέχεια επί των `h 0 για όλα τα i j 1.

Αλλά τα πράγματα δεν είναι έτσι:
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Συνέχεια του μετασχηματισμού 

Hilbert (2)

% ] � B�
0

� 2>% B�
�

<
�

� 2> mnB� �< � ∞,
άρα ο πυρήνας δεν είναι ολοκληρώσιμος.

Σε αυτήν την περίπτωση, για να απαντηθεί το ερώτημα της συνέχειας 

του μετασχηματισμού Hilbert επί των `h 0 , έχουμε ανάγκη της 

θεωρίας των Calderόn-Zygmund. 

Έτσι καταφέρνουμε να δείξουμε ότι ο ^ είναι συνεχής από τον è 0 σε κάποιον μεγαλύτερο χώρο (τον `opqre 0 ) για τον οποίο τα 

γενικά θεωρήματα της παρεμβολής ισχύουν.

Έτσι μπορούμε να δείξουμε τελικά την συνέχεια του 

μετασχηματισμού Hilbert επί των `h 0 για όλα τα i ∈ 1,∞ :

^3 h g > i 3 h, ∀i ∈ 1,∞ , �9�
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Συνέχεια του μετασχηματισμού 

Hilbert (3)

Στον μοναδιαίο δίσκο έχουμε τα αντίστοιχα φαινόμενα και η (9) 

είναι ένα παλιό αποτέλεσμα του M.Riesz. 

Τον υπολογισμό της βέλτιστης σταθεράς στην (9) την έκανε ο 

αείμνηστος Στέλιος Πηχωρίδης στην διατριβή του.
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Πέρασμα σε περισσότερες 

διαστάσεις 

Οι αρμονικές συναρτήσεις μπορούν να οριστούν στον 0u για 

κάθε P j 2, σαν λύσεις της διαφορικής εξίσωσης 

Δu � ��w� � � ��x� � �⋯� ��z� � � 0
Μπορούμε μάλιστα να δείξουμε τις ιδιότητες του μέσου όρου, 

της αρχής του μεγίστου και το θεώρημα Liouville, 

χρησιμοποιώντας τα θεωρήματα Green, χωρίς δηλαδή την χρήση 

της μιγαδικής δομής που άλλωστε δεν είναι και διαθέσιμη για P � 2i � 1.
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Το παρόν υλικό διατίθεται με τους όρους της άδειας χρήσης Creative 
Commons Αναφορά - Παρόμοια Διανομή [1] ή μεταγενέστερη, Διεθνής 
Έκδοση. Εξαιρούνται τα αυτοτελή έργα τρίτων π.χ. φωτογραφίες, 
διαγράμματα κ.λ.π., τα οποία εμπεριέχονται σε αυτό και τα οποία 
αναφέρονται μαζί με τους όρους χρήσης τους στο «Σημείωμα Χρήσης Έργων 
Τρίτων».  

Ο δικαιούχος μπορεί να παρέχει στον αδειοδόχο ξεχωριστή άδεια να 

χρησιμοποιεί το έργο για εμπορική χρήση, εφόσον αυτό του ζητηθεί.

[1] http://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/

Σημείωμα Αδειοδότησης
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Διατήρηση Σημειωμάτων

Οποιαδήποτε αναπαραγωγή ή διασκευή του υλικού θα πρέπει 

να συμπεριλαμβάνει:

� το Σημείωμα Αναφοράς

� το Σημείωμα Αδειοδότησης

� τη δήλωση Διατήρησης Σημειωμάτων

� το Σημείωμα Χρήσης Έργων Τρίτων (εφόσον υπάρχει)

μαζί με τους συνοδευόμενους υπερσυνδέσμους.
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