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 Το παρόν εκπαιδευτικό υλικό υπόκειται σε άδειες χρήσης 
Creative Commons.  

 Για εκπαιδευτικό υλικό, όπως εικόνες, που υπόκειται σε 
άλλου τύπου άδειας χρήσης, η άδεια χρήσης αναφέρεται 
ρητώς.  

Άδειες Χρήσης 
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 Το παρόν εκπαιδευτικό υλικό έχει αναπτυχθεί στα πλαίσια του 
εκπαιδευτικού έργου του διδάσκοντα. 

 Το έργο «Ανοικτά Ακαδημαϊκά Μαθήματα στο Αριστοτέλειο 
Πανεπιστήμιο Θεσσαλονίκης» έχει χρηματοδοτήσει μόνο την 
αναδιαμόρφωση του εκπαιδευτικού υλικού.  

 Το έργο υλοποιείται στο πλαίσιο του Επιχειρησιακού 
Προγράμματος «Εκπαίδευση και Δια Βίου Μάθηση» και 
συγχρηματοδοτείται από την Ευρωπαϊκή Ένωση (Ευρωπαϊκό 
Κοινωνικό Ταμείο) και από εθνικούς πόρους. 

Χρηματοδότηση 
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Περιεχόμενα Ενότητας 

 Χώρος των καταστάσεων. 

 Χρονική απόκριση συστήματος. 

 Επίλυση ομογενούς συνεχούς συστήματος. 

 Θεμελιώδης πίνακας. 

 Πίνακας μετάβασης της κατάστασης. 

 Υπολογισμός του πίνακα 𝑒𝐴𝑡 μέσω του  μετασχηματισμού 
Laplace. 

 Επίλυση μη-ομογενούς συνεχούς συστήματος. 
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Σκοποί Ενότητας 

 Μελέτη του τρόπου επίλυσης ομογενούς συνεχούς 
συστήματος στο χώρο των καταστάσεων. 

 Μελέτη του τρόπου επίλυσης μη-ομογενούς συνεχούς 
συστήματος στο χώρο των καταστάσεων. 
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 Χώρος των καταστάσεων 

Έστω  γραμμικό  και  χρονικά  αναλλοίωτο  σύστημα  Σ  με  
μαθηματικό πρότυπο  της  μορφής  του  χώρου  των 
καταστάσεων , το  οποίο  δίνεται από  τις  εξισώσεις : 

𝑥 𝑡 = 𝐴𝑥 𝑡 + 𝐵𝑢 𝑡  
𝑦 𝑡 = 𝐶𝑥 𝑡 + 𝐷𝑢 𝑡  

όπου  
𝐴 ∈ ℝ𝑛×𝑛, 𝐵 ∈ ℝ𝑛×𝑚, 𝐶 ∈ ℝ𝑝×𝑛, 𝐷 ∈ ℝ𝑝×𝑚 

Ορισμός 

Τάξη (order) του συστήματος είναι ο αριθμός 𝑛 των  
συνιστωσών του ανύσματος κατάστασης  𝑥(𝑡). 
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 Χρονική απόκριση συστήματος – 
Ομογενές σύστημα 

 Λύση της ομογενούς 𝑢 𝑡 = 0, ∀𝑡 ∈ ℝ  

𝑥 𝑡 = 𝐴𝑥 𝑡 , 1  

Το σύστημα (1) ονομάζεται ελεύθερο .  

Θεώρημα. Το σύνολο των λύσεων 𝑥(𝑡) της (1) αποτελεί  
γραμμικό διανυσματικό  χώρο 𝒳 διάστασης 𝑛. 

 Αποδείξτε το.  

Ο  χώρος 𝒳 είναι  ισόμορφος  με  τον ℝ𝑛 και ονομάζεται  
χώρος  των καταστάσεων .  
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Θεμελιώδης πίνακας (1) 

Ορισμός.  Ένας 𝑛 × 𝑛 πίνακας Ψ 𝑡  ονομάζεται θεμελιώδης  
πίνακας της (1) (fundamental matrix), αν οι στήλες  του 
𝜓𝑖 𝑡 , 𝑖 = 1,2, … , 𝑛 αποτελούν 𝑛 γραμμικά ανεξάρτητες 
λύσεις της (1). 

Αν 𝜓𝑖 𝑡 , 𝑖 = 1,2, … , 𝑛 αποτελούν  𝑛  γραμμικά  ανεξάρτητες  
λύσεις της (1) τότε 

𝜓 𝑖 𝑡 = 𝛢𝜓𝑖 𝑡 , 𝑖 = 1,2, … , 𝑛,  (2) 

και γράφοντας τις (2) υπό μορφή πίνακα έχουμε την σχέση 

𝜓 1 𝑡 𝜓 2 𝑡 … 𝜓 𝑛 𝑡 = 𝐴 𝜓1 𝑡 𝜓2 𝑡 … 𝜓𝑛 𝑡  
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Θεμελιώδης πίνακας (2) 

Επομένως 
𝛹 𝑡 = 𝐴𝛹 𝑡  

Θεώρημα. Κάθε  θεμελιώδης  πίνακας Ψ 𝑡  είναι  ομαλός  
για  κάθε 𝑡 ∈ ℝ. 

Αποδείξτε  το . 
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Εύρεση της λύσης 𝒙 𝒕  της  
𝒙 𝒕 = 𝑨𝒙 𝒕  (1) 

Έστω 
𝑥 𝑡 = 𝑏0 + 𝑏1𝑡 + 𝑏2𝑡

2 +⋯+ 𝑏𝑘𝑡
𝑘 +⋯ , 

𝑏𝑖 ∈ ℝ𝑛, 𝑖 = 0,1,2, … 
𝑥 𝑡 = 𝑏1 + 2𝑏2𝑡 + 3𝑏3𝑡

2 +⋯+ 𝑘𝑏𝑘𝑡
𝑘−1 +⋯ 

και άρα 
𝑥 𝑡 = 𝐴𝑥 𝑡  

𝑏1 + 2𝑏2𝑡 + 3𝑏3𝑡
2 +⋯+ 𝑘𝑏𝑘𝑡

𝑘−1 +⋯ = 𝐴 𝑏0 + 𝑏1𝑡 + 𝑏2𝑡
2 +⋯+ 𝑏𝑘𝑡

𝑘 +⋯  

⇒

𝑏1 = 𝐴𝑏0

𝑏2 =
1

2
𝐴𝑏1 =

1

2
𝐴2𝑏0

⋮

𝑏𝑘 =
1

𝑘!
𝐴𝑘𝑏0
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Εύρεση της λύσης 𝒙 𝒕  της  
𝒙 𝒕 = 𝑨𝒙 𝒕  (2) 

Για 𝑡 = 0 έχουμε 𝑥 0 = 𝑏0 και άρα  

𝑥 𝑡 = 𝑥 0 + 𝐴𝑡𝑥 0 +
1

2
𝐴2𝑡2𝑥 0 +⋯+

1

𝑘!
𝐴𝑘𝑡𝑘𝑥 0 +⋯

= 𝐼𝑛 + 𝐴𝑡 +
1

2
𝐴2𝑡2 +⋯+

1

𝑘!
𝐴𝑘𝑡𝑘 +⋯ 𝑥 0  

Έστω ο συμβολισμός  

𝐼𝑛 + 𝐴𝑡 +
1

2
𝐴2𝑡2 +⋯+

1

𝑘!
𝐴𝑘𝑡𝑘 +⋯ ≔ 𝑒𝐴𝑡 , 3  

τότε 
𝑥 𝑡 = 𝑒𝐴𝑡𝑥 0  

Αν παραγωγίσουμε τον πίνακα 𝑒𝐴𝑡 και σύμφωνα με την (3) 

11 



 

Αριστοτέλειο    
Πανεπιστήμιο    
Θεσσαλονίκης  

Μοντέρνα Θεωρία Ελέγχου 
Τμήμα Μαθηματικών 

Ιδιότητες (1)  

έχουμε 
𝑑

𝑑𝑡
𝑒𝐴𝑡 = 𝐴 + 𝐴2𝑡 +

1

2!
𝐴3𝑡2 +⋯+

1

𝑘 − 1 !
𝐴𝑘𝑡𝑘−1 +⋯ 

= 𝐴 𝐼𝑛 + 𝐴𝑡 +
1

2!
𝐴2𝑡2 +⋯+

1

𝑘!
𝐴𝑘𝑡𝑘 +⋯ = 𝐴𝑒𝐴𝑡  

= 𝐼𝑛 + 𝐴𝑡 +
1

2!
𝐴2𝑡2 +⋯+

1

𝑘!
𝐴𝑘𝑡𝑘 +⋯ 𝐴 = 𝑒𝐴𝑡𝐴 

Άρα έχουμε την ιδιότητα  

𝑑

𝑑𝑡
𝑒𝐴𝑡 = 𝐴𝑒𝐴𝑡 = 𝑒𝐴𝑡𝐴  

Δηλαδή οι πίνακες 𝐴 και 𝑒𝐴𝑡 στον πολλαπλασιασμό εναλλάσσονται. 
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Ιδιότητες (2)  

Επίσης από την  

𝑒𝐴𝑡𝑒𝐴𝑝 =  
1

𝑘!
𝐴𝑘𝑡𝑘

∞

𝑘=0

 
1

𝑘!
𝐴𝑘𝑝𝑘

∞

𝑘=0

 

=  𝐴𝑘
∞

𝑘=0

 
1

𝑗! 𝑘 − 𝑗 !
𝑡𝑗𝑝𝑘−𝑗

∞

𝑗=0

 

=  
1

𝑘!
𝐴𝑘 𝑡 + 𝑝 𝑘

∞

𝑘=0

= 𝑒𝐴(𝑡+𝑝) 

έχουμε την ιδιότητα  

𝑒𝐴𝑡𝑒𝐴𝑝 = 𝑒𝐴(𝑡+𝑝) 
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Ιδιότητες (3)  

Η προηγούμενη ιδιότητα για 𝑝 = −𝑡 δίνει 

𝑒𝐴𝑡𝑒−𝐴𝑡 = 𝑒𝐴(𝑡−𝑡) = 𝑒0 = 𝐼𝑛 ⇒ 𝑒𝐴𝑡 −1 = 𝑒−𝐴𝑡 

Δηλαδή ο αντίστροφος πίνακας του 𝑒𝐴𝑡είναι ο 𝑒−𝐴𝑡. 

 

14 



 

Αριστοτέλειο    
Πανεπιστήμιο    
Θεσσαλονίκης  

Μοντέρνα Θεωρία Ελέγχου 
Τμήμα Μαθηματικών 

Πίνακας μετάβασης της κατάστασης 
(state transition matrix) (1) 

Έστω  
𝛹 𝑡 ≔ 𝑒𝐴𝑡 

Αν 𝑡 = 𝑡1 
𝛹 𝑡1 ≔ 𝑒𝐴𝑡1 

𝛹 𝑡 𝛹 𝑡1 ≔ 𝑒𝐴𝑡𝑒𝐴𝑡1 = 𝑒𝐴(𝑡+𝑡1) = 𝛹 𝑡 + 𝑡1  
𝛹 𝑡 −1 = 𝑒𝐴𝑡 −1 = 𝑒−𝐴𝑡 = Ψ −𝑡  

Η λύση 𝑥 𝑡  της 𝑥 𝑡 = 𝐴𝑥 𝑡  
𝑥 𝑡 = 𝑒𝐴𝑡𝑥 0  

για 𝑡 = 𝑡0 ≠ 0 δίνει  

𝑥 𝑡0 = 𝑒𝐴𝑡0𝑥 0 ⇒ 𝑥 0 = 𝑒𝐴𝑡0 −1𝑥 𝑡0 = 𝑒−𝐴𝑡0𝑥 𝑡0  
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Πίνακας μετάβασης της κατάστασης 
(state transition matrix) (2) 

Επομένως 

𝑥 𝑡 = 𝑒𝐴𝑡𝑥 0 = 𝑒𝐴𝑡𝑒−𝐴𝑡0𝑥 𝑡0 = 𝑒𝐴(𝑡−𝑡0)𝑥 𝑡0
= Ψ 𝑡 − 𝑡0 𝑥 𝑡0  

Ορισμός. Ο πίνακας 

Ψ 𝑡 − 𝑡0 = 𝑒𝐴(𝑡−𝑡0) 
ονομάζεται πίνακας μετάβασης της κατάστασης (state 
transition matrix). 
 
Ψ 𝑡 − 𝑡0 : 𝒳 → 𝒳  
𝑥 𝑡0 ↦ 𝑥 𝑡  
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Υπολογισμός του πίνακα 𝑒𝐴𝑡 μέσω του  
μετασχηματισμού Laplace 

Μετασχηματίζοντας κατά Laplace την  

𝑥 𝑡 = 𝐴𝑥 𝑡  

έχουμε 

𝑠𝑋 𝑠 − 𝑥 0 = 𝐴𝑋 𝑠 ⇒ 

𝑠𝑋 𝑠 − 𝐴𝑋 𝑠 = 𝑥 0 ⇒ 

𝑠𝐼𝑛 − 𝐴 𝑋 𝑠 = 𝑥 0 ⇒ 

𝑋 𝑠 = 𝑠𝐼𝑛 − 𝐴 −1𝑥 0  

𝑥 𝑡 = ℒ−1 𝑋 𝑠 = ℒ−1 𝑠𝐼𝑛 − 𝐴 −1𝑥 0 = ℒ−1 𝑠𝐼𝑛 − 𝐴 −1 𝑥 0
𝑥 𝑡 =𝑒𝐴𝑡𝑥 0

 

𝑒𝐴𝑡 = ℒ−1 𝑠𝐼𝑛 − 𝐴 −1   
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Παράδειγμα 1 (1) 

Έστω το ελεύθερο εισόδων σύστημα  
𝑥 𝑡 = 𝐴𝑥 𝑡  

όπου 

𝐴 =
−1 1
0 −2

 

Να βρεθεί η (ελεύθερη) απόκριση του συστήματος ή 
ισοδύναμα η λύση της ομογενούς διαφορικής εξίσωσης για  
αρχικές συνθήκες 𝑥1 0 = 1, 𝑥2 0 = 1. 

𝑠𝐼𝑛 − 𝐴 =
𝑠 + 1 −1
0 𝑠 + 2

, 

det 𝑠𝐼𝑛 − 𝐴 = 𝑠 + 1 𝑠 + 2  

18 



 

Αριστοτέλειο    
Πανεπιστήμιο    
Θεσσαλονίκης  

Μοντέρνα Θεωρία Ελέγχου 
Τμήμα Μαθηματικών 

Παράδειγμα 1 (2) 

𝑠𝐼𝑛 − 𝐴 −1 =
𝑎𝑑𝑗 𝑠𝐼𝑛 − 𝐴

det 𝑠𝐼𝑛 − 𝐴
 

=
1

𝑠 + 1 𝑠 + 2
𝑠 + 2 1
0 𝑠 + 1

 

=

1

𝑠 + 1

1

𝑠 + 1 𝑠 + 2

0
1

𝑠 + 2

 

𝑒𝐴𝑡 = ℒ−1 𝑠𝐼𝑛 − 𝐴 −1 = ℒ−1

1

𝑠 + 1

1

𝑠 + 1 𝑠 + 2

0
1

𝑠 + 2

= 
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Παράδειγμα 1 (3) 

= 𝑒−𝑡 𝑒−𝑡 − 𝑒−2𝑡

0 𝑒−2𝑡
 

𝑥 𝑡 =
𝑥1 𝑡

𝑥2 𝑡
= 𝑒−𝑡 𝑒−𝑡 − 𝑒−2𝑡

0 𝑒−2𝑡
𝑥1 0

𝑥2 0
 

=
𝑒−𝑡𝑥1 0 + 𝑒−𝑡𝑥2 0 − 𝑒−2𝑡𝑥2 0

𝑒−2𝑡𝑥2 0
 

Για 𝑥1 0 = 1, 𝑥2 0 = 1 

𝑥1 𝑡 = 2𝑒−𝑡 − 𝑒−2𝑡 

𝑥2 𝑡 = 𝑒−2𝑡 
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Παράδειγμα 1 (4) 

Τροχιά του ανύσματος κατάστασης στον χώρο των 
καταστάσεων 𝒳 → ℝ2. 

 

21 

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4 1.6 1.8 2.0 2.2 2.4 2.6 2.8 3.0
0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

1.2

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4 1.6 1.8 2.0 2.2 2.4 2.6 2.8 3.0
0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

1.2

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0 1.1 1.2
0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

1.2

1( )x t

t

2( )x t1( )x t

2( )x t

t



 

Αριστοτέλειο    
Πανεπιστήμιο    
Θεσσαλονίκης  

Μοντέρνα Θεωρία Ελέγχου 
Τμήμα Μαθηματικών 

Γενική λύση της 𝒙 𝒕 = 𝑨𝒙 𝒕 + 𝑩𝒖 𝒕  
(1) 

Έστω η γενική λύση της  

𝑥 𝑡 = 𝐴𝑥 𝑡 + 𝐵𝑢 𝑡 , 4  

και 𝑥𝑝 𝑡  η μερική λύση της (4) έτσι ώστε  

𝑥 𝑝 𝑡 = 𝐴𝑥𝑝 𝑡 + 𝐵𝑢 𝑡 , 5  

Αφαιρώντας κατά μέλη τις (4) και (5)  

𝑥 𝑡 − 𝑥 𝑝 𝑡 = 𝐴 𝑥 𝑡 − 𝑥𝑝 𝑡  

και άρα η  

𝑥ℎ 𝑡 ≔ 𝑥 𝑡 − 𝑥𝑝 𝑡  

είναι λύση της ομογενούς  

𝑥 𝑡 = 𝐴𝑥 𝑡  
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Γενική λύση της 𝒙 𝒕 = 𝑨𝒙 𝒕 + 𝑩𝒖 𝒕  
(2) 

Έστω ότι η μερική λύση της  
𝑥 𝑡 = 𝐴𝑥 𝑡 + 𝐵𝑢 𝑡  

είναι η 
𝑥𝑝 𝑡 = Ψ 𝑡 𝜔 𝑡  

όπου 𝜔 𝑡 :ℝ → ℝ𝑛 άγνωστη ανυσματική συνάρτηση. Τότε  
𝑥 𝑝 𝑡 = 𝐴𝑥𝑝 𝑡 + 𝐵𝑢 𝑡  

ή 

𝑥 𝑝 𝑡 = Ψ 𝑡 𝜔 𝑡 + Ψ 𝑡 𝜔 𝑡 = 𝐴Ψ 𝑡 𝜔 𝑡 + 𝐵𝑢 𝑡 , 

ή, λόγω της  
Ψ 𝑡 = 𝐴Ψ 𝑡  
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Γενική λύση της 𝒙 𝒕 = 𝑨𝒙 𝒕 + 𝑩𝒖 𝒕  
(3) 

𝑥 𝑝 𝑡 = 𝐴Ψ 𝑡 𝜔 𝑡 + Ψ 𝑡 𝜔 𝑡 = 𝐴Ψ 𝑡 𝜔 𝑡 + 𝐵𝑢 𝑡  

⇒ 𝜔 𝑡 = Ψ 𝑡 −1𝐵𝑢 𝑡  

Ολοκληρώνοντας έχουμε 

𝜔 𝑡 =  Ψ 𝜏 −1𝐵𝑢 𝜏 𝑑𝜏
𝑡

0

 

𝑥𝑝 𝑡 = Ψ 𝑡 𝜔 𝑡 = Ψ 𝑡  Ψ 𝜏 −1𝐵𝑢 𝜏 𝑑𝜏
𝑡

0

=  Ψ 𝑡 Ψ −𝜏 𝐵𝑢 𝜏 𝑑𝜏
𝑡

0

=  Ψ 𝑡 − 𝜏 𝐵𝑢 𝜏 𝑑𝜏
𝑡

0

=  𝑒𝐴 𝑡−𝜏 𝐵𝑢 𝜏 𝑑𝜏
𝑡

0
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Γενική λύση της 𝒙 𝒕 = 𝑨𝒙 𝒕 + 𝑩𝒖 𝒕  
(4) 

Από την 
𝑥ℎ 𝑡 ≔ 𝑥 𝑡 − 𝑥𝑝 𝑡  

η γενική λύση της (4) είναι   
𝑥 𝑡 = 𝑥ℎ 𝑡 + 𝑥𝑝 𝑡  

και άρα  

𝑥 𝑡 = 𝑒𝐴𝑡𝑥 0 +  𝑒𝐴 𝑡−𝜏 𝐵𝑢 𝜏 𝑑𝜏
𝑡

0
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Γενική λύση της 𝒙 𝒕 = 𝑨𝒙 𝒕 + 𝑩𝒖 𝒕  
(5) 

Αν την χρονική  στιγμή 𝑡 = 𝑡0 ≠ 0 το  άνυσμα   κατάστασης 

είναι  το 𝑥 𝑡0 , τότε  από  την 
𝑥 𝑡0 = 𝑒𝐴𝑡0𝑥 0 ⇒ 𝑥 0 = 𝑒−𝐴𝑡0𝑥 𝑡0  

έχουμε ότι η γενική λύση της 𝑥 𝑡 = 𝐴𝑥 𝑡 + 𝐵𝑢 𝑡  είναι η 

𝑥 𝑡 = 𝑒𝐴(𝑡−𝑡0)𝑥 𝑡0
𝜆 ύ𝜃 𝜌𝜂 𝛼𝜋ό𝜅𝜌𝜄𝜎𝜂 𝜅𝛼𝜏𝛼𝜎𝜏𝛼𝜎𝜂𝜍

+  𝑒𝐴 𝑡−𝜏 𝐵𝑢 𝜏 𝑑𝜏
𝑡

0

𝛿𝜐𝜈𝛼𝜇𝜄𝜅𝜂 𝛼𝜋ό𝜅𝜌𝜄𝜎𝜂 𝜅𝛼𝜏𝛼𝜎𝜏𝛼𝜎𝜂𝜍

 

Από την 𝑦 𝑡 = 𝐶𝑥 𝑡 + 𝐷𝑢 𝑡  

𝑦 𝑡 = 𝐶𝑒𝐴(𝑡−𝑡0)𝑥 𝑡0
𝜆 ύ𝜃 𝜌𝜂 𝛼𝜋ό𝜅𝜌𝜄𝜎𝜂 𝜉ό𝛿𝜊𝜐

+ 𝐶𝑒𝐴 𝑡−𝜏 𝐵𝑢 𝜏 𝑑𝜏
𝑡

0

+ 𝐷𝑢 𝑡

𝛿𝜐𝜈𝛼𝜇𝜄𝜅𝜂 𝛼𝜋ό𝜅𝜌𝜄𝜎𝜂 𝜉ό𝛿𝜊𝜐
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Παράδειγμα 2 (1) 

𝑥 1 𝑡

𝑥 2 𝑡
=

−1 1
0 −2

𝑥1 𝑡

𝑥2 𝑡
+

0
1
𝑢 𝑡 , 𝑢 𝑡 = 1, 𝑡 ≥ 0,  

𝑥 0 =
𝑥1 0

𝑥2 0
=

−1
0

 

𝛹 𝑡 = 𝑒𝐴𝑡 = 𝑒−𝑡 𝑒−𝑡 − 𝑒−2𝑡

0 𝑒−2𝑡
 

𝑥 𝑡 = 𝑒𝐴𝑡𝑥 0 +  𝑒𝐴 𝑡−𝜏 𝐵𝑢 𝜏 𝑑𝜏
𝑡

0

= 

= 𝑒−𝑡 𝑒−𝑡 − 𝑒−2𝑡

0 𝑒−2𝑡
−1
0

+ 𝑒−(𝑡−𝜏) 𝑒− 𝑡−𝜏 − 𝑒−2 𝑡−𝜏

0 𝑒−2 𝑡−𝜏

0
1
𝑑𝜏

𝑡

0
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Παράδειγμα 2 (2) 

−𝑒−𝑡

0
+  𝑒−(𝑡−𝜏) − 𝑒−2 𝑡−𝜏

−𝑒−2 𝑡−𝜏
𝑑𝜏

𝑡

0

= 

= −𝑒−𝑡

0
+

1

2
− 𝑒−𝑡 +

1

2
𝑒−2𝑡

1

2
−
1

2
𝑒−2𝑡

 

=

1

2
− 2𝑒−𝑡 +

1

2
𝑒−2𝑡

1

2
−
1

2
𝑒−2𝑡
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Παράδειγμα 2 (3) 

𝒙𝟏 𝒕 =
1

2
− 2𝑒−𝑡 +

1

2
𝑒−2𝑡 𝒙𝟐 𝒕 =

1

2
−
1

2
𝑒−2𝑡 
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Παράδειγμα 2 (4) 

30 

-1.0 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1.0



 

Αριστοτέλειο    
Πανεπιστήμιο    
Θεσσαλονίκης  

Μοντέρνα Θεωρία Ελέγχου 
Τμήμα Μαθηματικών 

Υπολογισμός  της λύσης του σύστήματος 
στον χώρο των καταστάσεων 

Μετασχηματίζοντας κατά Laplace την 

𝑥 𝑡 = 𝐴𝑥 𝑡 + 𝐵𝑢 𝑡   

έχουμε  

𝑠𝑋 𝑠 − 𝑥 0 = 𝐴𝑋 𝑠 + 𝐵𝑈 𝑠 ⇒ 

𝑠𝑋 𝑠 − 𝐴𝑋 𝑠 = 𝑥 0 + 𝐵𝑈 𝑠 ⇒ 

𝑠𝐼𝑛 − 𝐴 𝑋 𝑠 = 𝑥 0 + 𝐵𝑈 𝑠 ⇒ 

𝑋 𝑠 = 𝑠𝐼𝑛 − 𝐴 −1𝑥 0 + 𝑠𝐼𝑛 − 𝐴 −1𝐵𝑈 𝑠  

𝑥 𝑡 = ℒ−1 𝑋 𝑠 = ℒ−1 𝑠𝐼𝑛 − 𝐴 −1𝑥 0 + 𝑠𝐼𝑛 − 𝐴 −1𝐵𝑈 𝑠  
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Παράδειγμα 2 (5) 

𝑥 1 𝑡

𝑥 2 𝑡
=

−1 1
0 −2

𝑥1 𝑡

𝑥2 𝑡
+

0
1
𝑢 𝑡 , 𝑢 𝑡 = 1, 𝑡 ≥ 0,  

𝑥 0 =
𝑥1 0

𝑥2 0
=

−1
0

 

𝑋1 𝑠

𝑋2 𝑠
=

𝑠 + 1 −1
0 𝑠 + 2

−1 −1
0

+
𝑠 + 1 −1
0 𝑠 + 2

−1 0
1

1

𝑠
= 

=

1

𝑠 + 1

1

𝑠 + 1 𝑠 + 2

0
1

𝑠 + 2

−1
0

+

1

𝑠 + 1

1

𝑠 + 1 𝑠 + 2

0
1

𝑠 + 2

0
1

1

𝑠
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Παράδειγμα 2 (6) 

= −
1

𝑠 + 1
0

+

1

𝑠 + 1 𝑠 + 2 𝑠
1

𝑠 + 1 𝑠

=

−
1

𝑠 + 1
+

1

𝑠 + 1 𝑠 + 2 𝑠
1

𝑠 + 2 𝑠

 

𝑥1 𝑡

𝑥2 𝑡
=

ℒ−1 𝑋1 𝑠

ℒ−1 𝑋2 𝑠
=

ℒ−1 −
1

𝑠 + 1
+

1

𝑠 + 1 𝑠 + 2 𝑠

ℒ−1
1

𝑠 + 2 𝑠

 

=

1
2
− 2𝑒−𝑡 +

1
2
𝑒−2𝑡

1
2
−
1
2
𝑒−2𝑡
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