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 Το παρόν εκπαιδευτικό υλικό υπόκειται σε άδειες χρήσης 
Creative Commons.  

 Για εκπαιδευτικό υλικό, όπως εικόνες, που υπόκειται σε 
άλλου τύπου άδειας χρήσης, η άδεια χρήσης αναφέρεται 
ρητώς.  

Άδειες Χρήσης 
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 Το παρόν εκπαιδευτικό υλικό έχει αναπτυχθεί στα πλαίσια του 
εκπαιδευτικού έργου του διδάσκοντα. 

 Το έργο «Ανοικτά Ακαδημαϊκά Μαθήματα στο Αριστοτέλειο 
Πανεπιστήμιο Θεσσαλονίκης» έχει χρηματοδοτήσει μόνο την 
αναδιαμόρφωση του εκπαιδευτικού υλικού.  

 Το έργο υλοποιείται στο πλαίσιο του Επιχειρησιακού 
Προγράμματος «Εκπαίδευση και Δια Βίου Μάθηση» και 
συγχρηματοδοτείται από την Ευρωπαϊκή Ένωση (Ευρωπαϊκό 
Κοινωνικό Ταμείο) και από εθνικούς πόρους. 

Χρηματοδότηση 
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Περιεχόμενα Ενότητας 

 Πίνακας συναρτήσεων μεταφοράς. 

 Χαρακτηριστικό πολυώνυμο ή πολυώνυμο πόλων του 
συστήματος. 

 Ελάχιστο πολυώνυμο. 

 Θεώρημα (Cayley–Hamilton).  
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Σκοποί Ενότητας 

 Υπολογισμός της συνάρτησης μεταφοράς. 
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Πίνακας συναρτήσεων μεταφοράς 
(transfer function matrix) (1) 

Έστω γραμμικό και χρονικά αμετάβλητο πολυμεταβλητό 
σύστημα 𝑆 με μαθηματικό πρότυπο της μορφής του χώρου 
των καταστάσεων: 

𝑥 𝑡 = 𝐴𝑥 𝑡 + 𝐵𝑢 𝑡  

𝑦 𝑡 = 𝐶𝑥 𝑡 + 𝐷𝑢 𝑡  

𝐴 ∈ ℝ𝑛×𝑛, 𝐵 ∈ ℝ𝑛×𝑚, 𝐶 ∈ ℝ𝑝×𝑛, 𝐷 ∈ ℝ𝑝×𝑚 

𝑥 𝑡 : ℝ → ℝ𝑛 

Έστω 
𝑋 𝑠 = ℒ 𝑥 𝑡 , 𝑈 𝑠 = ℒ 𝑢 𝑡 , 𝑌 𝑠 = ℒ 𝑦 𝑡  

Μετασχηματίζοντας κατά Laplace, έχουμε 
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Πίνακας συναρτήσεων μεταφοράς 
(transfer function matrix) (2) 

𝑠𝑋 𝑠 − 𝑥 0 = 𝐴𝑋 𝑠 + 𝐵𝑈 𝑠 ⇒ 

𝑠𝐼𝑛 − 𝐴 𝑋 𝑠 = 𝑥 0 + 𝐵𝑈 𝑠 ⇒ 

𝑋 𝑠 = 𝑠𝐼𝑛 − 𝐴 −1𝑥 0 + 𝑠𝐼𝑛 − 𝐴 −1𝐵𝑈 𝑠  

και  

𝑌 𝑠 = 𝐶𝑋 𝑠 + 𝐷𝑈 𝑠  ⇒ 

𝑌 𝑠 = 𝐶 𝑠𝐼𝑛 − 𝐴 −1𝑥 0 + 𝐶 𝑠𝐼𝑛 − 𝐴 −1𝐵𝑈 𝑠 + 𝐷𝑈 𝑠  

Αν 𝑥 0 = 0 
𝑌 𝑠 = 𝐶 𝑠𝐼𝑛 − 𝐴 −1𝐵 + 𝐷 𝑈 𝑠  
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Πίνακας συναρτήσεων μεταφοράς 
(transfer function matrix) (3) 

Ορισμός. Ο πίνακας 

𝐺 𝑠 = 𝐶 𝑠𝐼𝑛 − 𝐴 −1𝐵 + 𝐷 ∈ ℝ𝑝𝑟 𝑠 𝑝×𝑚 

ονομάζεται συνάρτηση μεταφοράς (transfer function 
matrix) του συστήματος. 

Ο πίνακας 𝐺(𝑠) γράφεται 

𝐺 𝑠 = 𝐶 𝑠𝐼𝑛 − 𝐴 −1𝐵 + 𝐷 =
𝐶𝑎𝑑𝑗 𝑠𝐼𝑛 − 𝐴 𝐵

det 𝑠𝐼𝑛 − 𝐴
+ 𝐷 
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Χαρακτηριστικό πολυώνυμο ή 
πολυώνυμο πόλων του συστήματος 

Ορισμός. Το πολυώνυμο  

𝜓 𝑠 = det 𝑠𝐼𝑛 − 𝐴 = 𝑠𝑛 + 𝑎𝑛−1𝑠
𝑛−1 +⋯+ 𝑎1𝑠 + 𝑎0

∈ ℝ 𝑠  

ονομάζεται χαρακτηριστικό πολυώνυμο ή πολυώνυμο 
πόλων του συστήματος. 

Ορισμός. Τάξη του συστήματος ονομάζεται ο βαθμός 𝑛 του 
χαρακτηριστικού πολυωνύμου 𝜓(𝑠). 
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Πρόταση 1 (1) 

Πρόταση. Το χαρακτηριστικό πολυώνυμο και η τάξη 
αποτελούν αναλλοίωτες ομοιότητας των περιγραφών της 
μορφής του χώρου των καταστάσεων. 

Απόδειξη. 

Έστω ένα σύστημα 𝑆 που περιγράφεται από το πρότυπο της 
μορφής του χώρου των καταστάσεων: 

𝑥 𝑡 = 𝐴𝑥 𝑡 + 𝐵𝑢 𝑡  

𝑦 𝑡 = 𝐶𝑥 𝑡 + 𝐷𝑢 𝑡  

𝐴 ∈ ℝ𝑛×𝑛, 𝐵 ∈ ℝ𝑛×𝑚, 𝐶 ∈ ℝ𝑝×𝑛, 𝐷 ∈ ℝ𝑝×𝑚 
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Πρόταση 1 (2) 

και έστω ότι ορίζουμε νέο άνυσμα κατάστασης 𝑥 𝑡  μέσω 
του μετασχηματισμού 

𝑥 𝑡 = 𝑅𝑥 𝑡 ⇒ 𝑥 𝑡 = 𝑅−1𝑥 𝑡  

όπου 𝑅 ∈ ℝ𝑛×𝑛 και ομαλός έτσι ώστε η νέα περιγραφή του 𝑆 
με άνυσμα κατάστασης 𝑥 𝑡  να είναι η 

𝑥  𝑡 = 𝐴 𝑥 𝑡 + 𝐵 𝑢 𝑡  
𝑦 𝑡 = 𝐶 𝑥 𝑡 + 𝐷 𝑢 𝑡  

όπου 
𝐴 : = 𝑅𝐴𝑅−1, 𝐵 : = 𝑅𝐵, 𝐶 ≔ 𝐶𝑅−1, 𝐷 ≔ 𝐷 

Τότε οι πίνακες 𝐴  και 𝐴 ως όμοιοι έχουν το ίδιο 
χαρακτηριστικό πολυώνυμο, διότι 

11 



 

Αριστοτέλειο    
Πανεπιστήμιο    
Θεσσαλονίκης  

Μοντέρνα Θεωρία Ελέγχου 
Τμήμα Μαθηματικών 

Πρόταση 1 (3) 

det 𝑠𝐼𝑛 − 𝐴 = det 𝑠𝐼𝑛 − 𝑅−1𝐴 𝑅 = 

det 𝑠𝑅−1𝑅 − 𝑅−1𝐴 𝑅  

= det 𝑅−1 𝑠𝐼𝑛 − 𝐴 𝑅 = 

det 𝑅−1 det 𝑠𝐼𝑛 − 𝐴 𝑑𝑒𝑡𝑅 

=
1

𝑑𝑒𝑡𝑅
det 𝑠𝐼𝑛 − 𝐴 𝑑𝑒𝑡𝑅 

= det 𝑠𝐼𝑛 − 𝐴  

12 



 

Αριστοτέλειο    
Πανεπιστήμιο    
Θεσσαλονίκης  

Μοντέρνα Θεωρία Ελέγχου 
Τμήμα Μαθηματικών 

Θεώρημα (Cayley – Hamilton)  

Θεώρημα. Κάθε πίνακας 𝐴 ∈ ℝ𝑛×𝑛 ικανοποιεί το 
χαρακτηριστικό του πολυώνυμο. 

Δηλαδή αν 

𝜓 𝑠 = det 𝑠𝐼𝑛 − 𝐴 = 𝑠𝑛 + 𝑎𝑛−1𝑠
𝑛−1 +⋯+ 𝑎1𝑠 + 𝑎0 

τότε 

𝜓 𝐴 = 𝐴𝑛 + 𝑎𝑛−1𝐴
𝑛−1 +⋯+ 𝑎1𝐴 + 𝑎0𝐼𝑛 = 0 

13 



 

Αριστοτέλειο    
Πανεπιστήμιο    
Θεσσαλονίκης  

Μοντέρνα Θεωρία Ελέγχου 
Τμήμα Μαθηματικών 

Θεώρημα 2 

Θεώρημα Αν οι περιγραφές 𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷 , 𝐴 , 𝐵 , 𝐶 , 𝐷  είναι 
όμοιες, τότε έχουν τις ίδιες συναρτήσεις μεταφοράς.  

Δηλαδή αν 
𝐴 : = 𝑅𝐴𝑅−1, 𝐵 : = 𝑅𝐵, 𝐶 ≔ 𝐶𝑅−1, 𝐷 ≔ 𝐷 

τότε 
𝐺 𝑠 = 𝐶 𝑠𝐼𝑛 − 𝐴 −1𝐵 + 𝐷 = 𝐶 𝑠𝐼𝑛 − 𝐴 −1𝐵 + 𝐷  

Αλλιώς, η συνάρτηση μεταφοράς μιας περιγραφής του 
χώρου των καταστάσεων αποτελεί αναλλοίωτη κάθε κλάσης 
ισοδυναμίας ομοιότητας. 

Απόδειξη: Άσκηση. 
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Ελάχιστο πολυώνυμο  
(minimal polynomial) (1) 

Το θεώρημα Cayley – Hamilton λέει ότι αν 

𝜓 𝑠 = det 𝑠𝐼𝑛 − 𝐴 = 𝑠𝑛 + 𝑎𝑛−1𝑠
𝑛−1 +⋯+ 𝑎1𝑠 + 𝑎0 

είναι το χαρακτηριστικό πολυώνυμο του 𝐴, τότε 

𝜓 𝐴 = 𝐴𝑛 + 𝑎𝑛−1𝐴
𝑛−1 +⋯+ 𝑎1𝐴 + 𝑎0𝐼𝑛 = 0 

Μπορεί να υπάρχει πολυώνυμο 

𝑝 𝑠 , 𝑑𝑒𝑔𝑝 𝑠 < 𝑛: 𝑝 𝐴 = 0 

Ορισμός. Το πολυώνυμο 𝑚 𝑠  ελάχιστου βαθμού που είναι 
τέτοιο ώστε 𝑚 𝐴 = 0 ονομάζεται ελάχιστο πολυώνυμο 
(minimal polynomial). 
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Πρόταση 2 (1) 

Πρόταση. Το ελάχιστο πολυώνυμο 𝑚 𝑠  διαιρεί το 
χαρακτηριστικό πολυώνυμο 𝜓(𝑠), δηλαδή υπάρχει 
𝑞 𝑠 ∈ ℝ 𝑠  τέτοιο ώστε 

𝜓 𝑠 = 𝑞 𝑠 𝑚 𝑠  

Θεωρήστε τον αντίστροφο του χαρακτηριστικού πίνακα 
𝑠𝐼𝑛 − 𝐴. 

𝑠𝐼𝑛 − 𝐴 −1 =
1

𝜓 𝑠
𝑎𝑑𝑗 𝑠𝐼𝑛 − 𝐴 ⇒ 

𝑎𝑑𝑗 𝑠𝐼𝑛 − 𝐴 = 𝜓 𝑠 𝑠𝐼𝑛 − 𝐴 −1 ∈ ℝ 𝑠 𝑛×𝑛 

Μπορεί να δειχτεί ότι το πολυώνυμο 𝑞 𝑠  είναι ο μέγιστος 
κοινός διαιρέτης των στοιχείων 𝑎𝑖𝑗 ∈ ℝ 𝑠  του 𝑎𝑑𝑗 𝑠𝐼𝑛 − 𝐴 . 
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Πρόταση 2 (2) 

Άρα 
𝑎𝑑𝑗 𝑠𝐼𝑛 − 𝐴 = 𝑞 𝑠 𝛤 𝑠  

όπου 𝛤 𝑠 ∈ ℝ 𝑠 𝑛×𝑛 έχει στοιχεία πρώτα μεταξύ τους (χωρίς 
κοινούς πολυωνυμικούς όρους) και άρα ο 𝑠𝐼𝑛 − 𝐴 −1 γράφεται 

𝑠𝐼𝑛 − 𝐴 −1 =
1

𝜓 𝑠
𝑎𝑑𝑗 𝑠𝐼𝑛 − 𝐴 =

1

𝜓 𝑠
𝑞 𝑠 𝛤 𝑠 =

1

𝑚 𝑠
𝛤 𝑠  

όπου 𝑚 𝑠  το ελάχιστο πολυώνυμο 

⇒ 𝐺 𝑠 = 𝐶 𝑠𝐼𝑛 − 𝐴 −1𝐵 =
1

𝑚 𝑠
𝐶𝛤 𝑠 𝐵 
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Πρόταση 2 (3) 

Αν και τα στοιχεία του 𝛤 𝑠  δεν έχουν κοινούς 
πολυωνυμικούς όρους με το ελάχιστο πολυώνυμο 𝑚(𝑠), τα 
στοιχεία του 𝐶𝛤 𝑠 𝐵 μπορεί να έχουν κοινούς 
πολυωνυμικούς όρους και κατά τη δημιουργία του πίνακα 
συναρτήσεων μεταφοράς 𝐺 𝑠  να υπάρχουν απλοποιήσεις 
στα διάφορα στοιχεία του. 
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Παράδειγμα 1 (1) 

Έστω ο πίνακας 

𝐴 =
−1 0
0 −1

 

Ο χαρακτηριστικός πίνακας του 𝐴 είναι ο 

𝑠𝐼2 − 𝐴 = 𝑠
1 0
0 1

−
−1 0
0 −1

=
𝑠 + 1 0
0 𝑠 + 1

 

Το χαρακτηριστικό πολυώνυμο του 𝐴 είναι το πολυώνυμο 

𝜓 𝑠 = det 𝑠𝐼2 − 𝐴 = 𝑑𝑒𝑡
𝑠 + 1 0
0 𝑠 + 1

 

= 𝑠 + 1 2 = 𝑠2 + 2𝑠 + 1 
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Παράδειγμα 1 (2) 

και σύμφωνα με το θεώρημα Cayley – Hamilton: 

𝜓 𝐴 = 𝐴2 + 2𝐴 + 𝐼2

=
−1 0
0 −1

2

+ 2
−1 0
0 −1

+
1 0
0 1

=
0 0
0 0

 

Το ελάχιστο πολυώνυμο του 𝐴 είναι το 

𝑚 𝑠 = 𝑠 + 1 

και πάλι ισχύει ότι 

𝑚 𝐴 = 𝐴 + 𝐼2 =
−1 0
0 −1

+
1 0
0 1

=
0 0
0 0

 

Ο αντίστροφος του χαρακτηριστικού πίνακα είναι 
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Μοντέρνα Θεωρία Ελέγχου 
Τμήμα Μαθηματικών 

Παράδειγμα 1 (3) 

𝑠𝐼2 − 𝐴 −1 =
𝑠 + 1 0
0 𝑠 + 1

−1

=
1

𝜓 𝑠
𝑎𝑑𝑗 𝑠𝐼2 − 𝐴  

=
1

𝑠 + 1 2

𝑠 + 1 0
0 𝑠 + 1

=
1

𝜓 𝑠
𝑞 𝑠 𝛤 𝑠

=
1

𝑠 + 1 2
𝑠 + 1

1 0
0 1

 

=
1

𝑚 𝑠
𝛤 𝑠 =

1

𝑠 + 1
0

0
1

𝑠 + 1
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Μοντέρνα Θεωρία Ελέγχου 
Τμήμα Μαθηματικών 

Παράδειγμα 2 (1) 

Έστω ο πίνακας 

𝐵 =
−1 1
0 −1

 

Το χαρακτηριστικό πολυώνυμο του 𝐵 είναι το πολυώνυμο 

𝜓 𝑠 = det 𝑠𝐼2 − 𝐵 = 𝑑𝑒𝑡
𝑠 + 1 −1
0 𝑠 + 1

 

= 𝑠 + 1 2 = 𝑠2 + 2𝑠 + 1 

και σύμφωνα με το θεώρημα Cayley – Hamilton: 

𝜓 𝐵 = 𝐵2 + 2𝐵 + 𝐼2 =
−1 1
0 −1

2

+ 2
−1 1
0 −1

+
1 0
0 1

=
0 0
0 0
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Παράδειγμα 2 (2) 

Στην περίπτωση αυτή το ελάχιστο πολυώνυμο του Β 
ταυτίζεται με το χαρακτηριστικό του πολυώνυμο 

𝑚(𝑠) = 𝜓(𝑠) 
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Παράδειγμα 3 (1) 

Έστω το σύστημα 

𝑥 𝑡 =
0 1
−2 −3

𝑥 𝑡 +
0 −1
1 1

𝑢 𝑡  

𝑦 𝑡 =
−1 0
1 1

𝑥 𝑡 +
0 0
0 0

𝑢 𝑡  

𝑠𝐼2 − 𝐴 =
𝑠 −1
2 𝑠 + 3

 

Το χαρακτηριστικό πολυώνυμο είναι 

𝜓 𝑠 = det 𝑠𝐼2 − 𝐴 = 𝑠2 + 3𝑠 + 2 = 𝑠 + 1 𝑠 + 2  

𝑠𝐼2 − 𝐴 −1 =
1

𝑠 + 1 𝑠 + 2
𝑠 + 3 1
−2 𝑠

= 

24 



 

Αριστοτέλειο    
Πανεπιστήμιο    
Θεσσαλονίκης  

Μοντέρνα Θεωρία Ελέγχου 
Τμήμα Μαθηματικών 

Παράδειγμα 3 (2) 

=

𝑠 + 3

𝑠 + 1 𝑠 + 2

1

𝑠 + 1 𝑠 + 2
−2

𝑠 + 1 𝑠 + 2

𝑠

𝑠 + 1 𝑠 + 2

 

𝐶 𝑠𝐼2 − 𝐴 −1 =
−1 0
1 1

𝑠 + 3

𝑠 + 1 𝑠 + 2

1

𝑠 + 1 𝑠 + 2
−2

𝑠 + 1 𝑠 + 2

𝑠

𝑠 + 1 𝑠 + 2

 

=

−(𝑠 + 3)

𝑠 + 1 𝑠 + 2

−1

𝑠 + 1 𝑠 + 2
1

𝑠 + 2

1

𝑠 + 2
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Παράδειγμα 3 (3) 

Ο πίνακας συναρτήσεων μεταφοράς είναι 
𝐺 𝑠 = 𝐶 𝑠𝐼2 − 𝐴 −1𝐵 + 𝐷 

=

− 𝑠 + 3

𝑠 + 1 𝑠 + 2

−1

𝑠 + 1 𝑠 + 2
1

𝑠 + 2

1

𝑠 + 2

0 −1
1 1

 

=

−
1

𝑠 + 1 𝑠 + 2

1

𝑠 + 1
1

𝑠 + 2
0
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