
ΑΡΙΣΤΟΤΕΛΕΙΟ 

ΠΑΝΕΠΙΣΤΗΜΙΟ 

ΘΕΣΣΑΛΟΝΙΚΗΣ 

ΑΝΟΙΧΤΑ 

ΑΚΑΔΗΜΑΙΚΑ 

ΜΑΘΗΜΑΤΑ 

ΑΡΙΣΤΟΤΕΛΕΙΟ 

ΠΑΝΕΠΙΣΤΗΜΙΟ 

ΘΕΣΣΑΛΟΝΙΚΗΣ 

ΑΝΟΙΧΤΑ 

ΑΚΑΔΗΜΑΙΚΑ 

ΜΑΘΗΜΑΤΑ 

Νίκος Καραμπετάκης 

Τμήμα Μαθηματικών 

Μοντέρνα Θεωρία Ελέγχου 

Ενότητα 9. Πραγματοποιήσεις Συνάρτησης Μεταφοράς 
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Θεσσαλονίκης  

Μοντέρνα Θεωρία Ελέγχου 
Τμήμα Μαθηματικών 

 Το παρόν εκπαιδευτικό υλικό υπόκειται σε άδειες χρήσης 
Creative Commons.  

 Για εκπαιδευτικό υλικό, όπως εικόνες, που υπόκειται σε 
άλλου τύπου άδειας χρήσης, η άδεια χρήσης αναφέρεται 
ρητώς.  

Άδειες Χρήσης 
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 Το παρόν εκπαιδευτικό υλικό έχει αναπτυχθεί στα πλαίσια του 
εκπαιδευτικού έργου του διδάσκοντα. 

 Το έργο «Ανοικτά Ακαδημαϊκά Μαθήματα στο Αριστοτέλειο 
Πανεπιστήμιο Θεσσαλονίκης» έχει χρηματοδοτήσει μόνο την 
αναδιαμόρφωση του εκπαιδευτικού υλικού.  

 Το έργο υλοποιείται στο πλαίσιο του Επιχειρησιακού 
Προγράμματος «Εκπαίδευση και Δια Βίου Μάθηση» και 
συγχρηματοδοτείται από την Ευρωπαϊκή Ένωση (Ευρωπαϊκό 
Κοινωνικό Ταμείο) και από εθνικούς πόρους. 

Χρηματοδότηση 
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Περιεχόμενα Ενότητας 

 Πραγματοποιήσεις συναρτήσεων μεταφοράς. 

 Πραγμάτωση με χρήση της υπέρθεσης (superposition). 

 Controller canonical form. 

 Controllability canonical form. 

 Observer canonical form. 

 Observability canonical form. 
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Σκοποί Ενότητας 

 Μελέτη των τρόπων πραγματοποίησης της συνάρτησης 
μεταφοράς 𝐻 𝑠  ενός συστήματος Σ.  
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Πραγματοποιήσεις συναρτήσεων 
μεταφοράς 

Θεωρήστε ένα γραμμικό και χρονικά αναλλοίωτο σύστημα Σ 
του οποίου η σχέση εισόδου 𝑢(𝑡) και εξόδου 𝑦(𝑡) διέπεται 
από τη γραμμική διαφορική εξίσωση με σταθερούς 
συντελεστές δεύτερης τάξης 𝑛 = 2 : 

𝑑2𝑦 𝑡

𝑑𝑡2
+ 𝑎1

𝑑𝑦 𝑡

𝑑𝑡
+ 𝑎0𝑦 𝑡 = 𝑏0𝑢 𝑡  

ή 

𝑦 𝑡 + 𝑎1𝑦 𝑡 + 𝑎0𝑦 𝑡 = 𝑏0𝑢 𝑡       (1) 
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Λειτουργικό διάγραμμα 

 

 

 

Λειτουργικό διάγραμμα συστήματος στο πεδίο του χρόνου 𝑡. 

 

 

 

Λειτουργικό διάγραμμα στο πεδίο της γενικευμένης 
συχνότητας 𝑠 όπου 
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Συνάρτηση μεταφοράς 

• ℎ(𝑡) η κρουστική απόκριση του συστήματος, δηλαδή η 
έξοδος όταν η είσοδος 𝑢(𝑡) είναι η κρουστική συνάρτηση 
Dirac 𝛿 𝑡  

𝑢 𝑡 = 𝛿 𝑡  

και 

• 𝐻(𝑠) η συνάρτηση μεταφοράς του συστήματος, δηλαδή ο 
μετασχηματισμός Laplace της ℎ 𝑡  

𝐻 𝑠 = ℒ ℎ 𝑡  

Ορίζουμε δύο νέες μεταβλητές 𝑥1 𝑡 , 𝑥2 𝑡  τις οποίες 
ονομάζουμε καταστάσεις του συστήματος ως εξής 
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Καταστάσεις 

𝑥1 𝑡 = 𝑦 𝑡   (2) 

𝑥2 𝑡 = 𝑦 𝑡   (3) 

Παραγωγίζοντας την (2), από την (3), έχουμε 

𝑥 1 𝑡 = 𝑦 𝑡 = 𝑥2 𝑡    (4) 

Παραγωγίζοντας την (3), από την (1), έχουμε 
𝑥 2 𝑡 = 𝑦 𝑡 = −𝑎1𝑦 𝑡 − 𝑎0𝑦 𝑡 + 𝑏0𝑢 𝑡  

    = −𝑎1𝑥2 𝑡 − 𝑎0𝑥1 𝑡 + 𝑏0𝑢 𝑡       (5) 

Οι εξισώσεις (4) και (5) είναι ισοδύναμες με την εξίσωση (1). 

Από τα παραπάνω βλέπουμε ότι το σύστημα Σ μπορεί να 
περιγραφεί: από μία διαφορική εξίσωση 2ης τάξης, την (1) 
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Άνυσμα κατάστασης 

ή από δύο διαφορικές εξισώσεις πρώτης τάξης, τις (4) και (5). 

Γράφοντας τις (4) και (5) υπό μορφή πινάκων έχουμε 

𝑥 1 𝑡

𝑥 2 𝑡
=

0 1
−𝑎0 −𝑎1

𝑥1 𝑡

𝑥2 𝑡
+

0
𝑏0

𝑢 𝑡      (6) 

Το άνυσμα στήλης 

𝑥 𝑡 ≔
𝑥1 𝑡

𝑥2 𝑡
∈ ℝ2×1      (7) 

ονομάζουμε άνυσμα κατάστασης του συστήματος Σ. 

Με βάση την (7), η (2) γράφεται 

𝑦 𝑡 = 1 0
𝑥1 𝑡

𝑥2 𝑡
    (8) 
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Πραγματοποίηση της συνάρτησης 
μεταφοράς (1) 

Οι εξισώσεις (6) και (8) γράφονται 

𝑥 𝑡 = 𝐴𝑥 𝑡 + 𝐵𝑢 𝑡   (9) 

𝑦 𝑡 = 𝐶𝑥 𝑡                 (10) 

όπου 

𝐴 =
0 1

−𝑎0 −𝑎1
∈ ℝ2×2, 𝐵 =

0
𝑏0

∈ ℝ2×1, 𝐶 = 1 0 ∈ ℝ1×2 

Λέμε ότι οι εξισώσεις (9) και (10) αποτελούν μία 
πραγματοποίηση της συνάρτησης μεταφοράς 𝐻 𝑠  του 
συστήματος Σ. 

Αν 𝑋 𝑠 = 𝐿 𝑥 𝑡  είναι ο μετασχηματισμός Laplace του 
ανύσματος κατάστασης, αν δηλαδή 
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Πραγματοποίηση της συνάρτησης 
μεταφοράς (2) 

𝑋 𝑠 =
𝑋1 𝑠

𝑋2 𝑠
= 𝐿 𝑥 𝑡 =

𝐿 𝑥1 𝑡

𝐿 𝑥2 𝑡
 

και 𝑈 𝑠 = 𝐿 𝑢 𝑡  είναι ο μετασχηματισμός Laplace της 
εισόδο 𝑢(𝑡), θεωρώντας το μετασχηματισμό Laplace της (9) 
έχουμε 

ή 
𝑠𝐼2 − 𝐴 𝑋 𝑠 = 𝐵𝑈 𝑠  

όπου 𝐼2 =
1 0
0 1

 ο μοναδιαίος πίνακας διάστασης 2  

ή 

𝑋 𝑠 = 𝑠𝐼2 − 𝐴 −1𝐵𝑈 𝑠      (11) 
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Πραγματοποίηση της συνάρτησης 
μεταφοράς (3) 

Θεωρώντας επίσης το μετασχηματισμό Laplace της (10) 
έχουμε 

𝑌 𝑠 = ℒ 𝑦 𝑡 = 𝐶𝑋 𝑠   (12) 

Από τις (11) και (12) έχουμε  
𝑌 𝑠 = 𝐶 𝑠𝐼2 − 𝐴 −1𝐵𝑈 𝑠  

Επειδή η συνάρτηση μεταφοράς 𝐻(𝑠) του συστήματος 
συνδέεται με τα 𝑌 𝑠 , 𝑈 𝑠  μέσω της 

𝑌 𝑠 = 𝐻 𝑠 𝑈 𝑠  

συμπεραίνουμε ότι η συνάρτηση μεταφοράς 𝐻(𝑠) του 
συστήματος δίνεται από την σχέση 

𝐻 𝑠 = 𝐶 𝑠𝐼2 − 𝐴 −1𝐵 
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Πραγματοποίηση της συνάρτησης 
μεταφοράς (4) 

Πράγματι, εκτελώντας τις πράξεις έχουμε 

𝐻 𝑠 = 𝐶 𝑠𝐼2 − 𝐴 −1𝐵 

= 1 0
𝑠 0
0 𝑠

−
0 1

−𝑎0 −𝑎1
  

−1 0
𝑏0

 

=
1

𝑠2 + 𝑎1𝑠 + 𝑎0
1 0

𝑏0
𝑏0𝑠

=
𝑏0

𝑠2 + 𝑎1𝑠 + 𝑎0
 

Γενικεύοντας, έστω γραμμικό και χρονικά αναλλοίωτο 
σύστημα Σ του οποίου η σχέση εισόδου 𝑢 𝑡  και εξόδου 𝑦 𝑡  
διέπεται από τη γραμμική διαφορική εξίσωση με σταθερούς 
συντελεστές 𝑛 − 𝜊𝜎𝜏𝜂𝜍 τάξης  
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Πραγματοποίηση της συνάρτησης 
μεταφοράς (5) 

𝑑𝑛𝑦 𝑡

𝑑𝑡𝑛
+ 𝑎𝑛−1

𝑑𝑛−1𝑦 𝑡

𝑑𝑡𝑛−1
+⋯+ 𝑎1

𝑑𝑦 𝑡

𝑑𝑡
+ 𝑎0𝑦 𝑡 = 𝑏0𝑢 𝑡  (13) 

Ορίζουμε 𝑛 νέες μεταβλητές 𝑥1 𝑡 , 𝑥2 𝑡 , … , 𝑥𝑛 𝑡  τις οποίες 
ονομάζουμε καταστάσεις του συστήματος ως εξής: 

𝑥1 𝑡 = 𝑦 𝑡 ⇒ 𝑥 1 𝑡 = 𝑦 𝑡 = 𝑥2 𝑡  

𝑥2 𝑡 = 𝑦 𝑡 ⇒ 𝑥 2 𝑡 = 𝑦 𝑡 = 𝑥3 𝑡  

𝑥𝑛 𝑡 = 𝑦 𝑛−1 𝑡 ⇒ 𝑥 𝑛 𝑡 = 𝑦 𝑛 𝑡 = −𝑎𝑛−1𝑥𝑛−1 𝑡 − ⋯−
𝑎1𝑥2 𝑡 − 𝑎0𝑥1 𝑡 + 𝑏0𝑢 𝑡         (14) 

Από τα παραπάνω βλέπουμε ότι το σύστημα Σ μπορεί να 
περιγραφεί: 
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Πραγματοποίηση της συνάρτησης 
μεταφοράς (6) 

από μία διαφορική εξίσωση 𝒏 τάξης, την (13)  

ή 

από 𝒏 διαφορικές εξισώσεις πρώτης τάξης, τις (14). 

Γράφοντας τις (14) υπό μορφή πινάκων, έχουμε 

𝑥 1 𝑡

𝑥 2 𝑡
⋮

𝑥 𝑛−1 𝑡

𝑥 𝑛 𝑡

=

0 1 0 … 0
0 0 1 … 0
⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮
0 0 0 … 1

−𝑎0 −𝑎1 −𝑎2 … −𝑎𝑛−1

𝑥1 𝑡

𝑥2 𝑡
⋮

𝑥𝑛−1 𝑡

𝑥𝑛 𝑡

+

0
0
⋮
0
𝑏0

𝑢  𝑡  
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Πραγματοποίηση της συνάρτησης 
μεταφοράς (7) 

𝑦 𝑡 = 1 0 ⋯ 0 0

𝑥1 𝑡

𝑥2 𝑡
⋮

𝑥𝑛−1 𝑡

𝑥𝑛 𝑡

 

Το άνυσμα στήλης: 

𝑥 𝑡 ≔

𝑥1 𝑡

𝑥2 𝑡
⋮

𝑥𝑛−1 𝑡

𝑥𝑛 𝑡

∈ ℝ𝑛×1 

είναι το άνυσμα κατάστασης του συστήματος Σ. 
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Πραγματοποίηση της συνάρτησης 
μεταφοράς (8) 

Οι παραπάνω εξισώσεις γράφονται 

𝑥 𝑡 = 𝐴𝑥 𝑡 + 𝐵𝑢 𝑡    

𝑦 𝑡 = 𝐶𝑥 𝑡  

όπου 

𝐴 =

0 1 0 … 0
0 0 1 … 0
⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮
0 0 0 … 1

−𝑎0 −𝑎1 −𝑎2 … −𝑎𝑛−1

∈ ℝ𝑛×𝑛, 𝐵 =

0
0
⋮
0
𝑏0

∈ ℝ𝑛×1, 

𝐶 = 1 0 … 0 0 ∈ ℝ1×𝑛 
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Πραγματοποίηση της συνάρτησης 
μεταφοράς (9) 

Θεωρήστε ένα γραμμικό και χρονικά αναλλοίωτο σύστημα Σ 
του οποίου η σχέση εισόδου 𝑢 (𝑡) και εξόδου 𝑦 (𝑡) διέπεται 
από τη γραμμική διαφορική εξίσωση με σταθερούς 
συντελεστές δεύτερης τάξης 

𝑦 𝑡 + 𝑎1𝑦 𝑡 + 𝑎0𝑦 𝑡 = 𝑏2𝑢 𝑡 + 𝑏1𝑢 𝑡 + 𝑏0𝑢 𝑡    (15) 

Αν 
𝑌 𝑠 = ℒ 𝑦 𝑡 , 𝑈 𝑠 = ℒ 𝑢 𝑡  

είναι οι μετασχηματισμοί Laplace των 𝑦(𝑡) και 𝑢(𝑡) 
αντίστοιχα, τότε μετασχηματίζοντας κατά Laplace τη 
διαφορική εξίσωση (15) με μηδενικές αρχικές συνθήκες 

𝑦 0 = 0, 𝑦 0 = 0 
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Πραγματοποίηση της συνάρτησης 
μεταφοράς (10) 

παίρνουμε 
𝑠2 + 𝑎1𝑠 + 𝑎0 𝑌 𝑠 = 𝑏2𝑠

2 + 𝑏1𝑠 + 𝑏0 𝑈 𝑠  

Άρα η συνάρτηση μεταφοράς του συστήματος είναι 

𝐻 𝑠 =
𝑌 𝑠

𝑈 𝑠
=
𝑏2𝑠

2 + 𝑏1𝑠 + 𝑏0
𝑠2 + 𝑎1𝑠 + 𝑎0

=
𝑏 𝑠

𝑎 𝑠
 

Εκτελώντας τη διαίρεση 
𝑏 𝑠

𝑎 𝑠
 

𝑏 𝑠 = 𝑎 𝑠 𝑞 𝑠 + 𝑟 𝑠      (16) 

όπου 𝑞(𝑠) το πηλίκο και 𝑟(𝑠) το υπόλοιπο με 
𝑑𝑒𝑔𝑟 𝑠 < 𝑑𝑒𝑔𝑎 𝑠  

η συνάρτηση μεταφοράς του συστήματος γράφεται 
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Πραγματοποίηση της συνάρτησης 
μεταφοράς (11) 

𝐻 𝑠 =
𝑌 𝑠

𝑈 𝑠
=
𝑏2𝑠

2 + 𝑏1𝑠 + 𝑏0
𝑠2 + 𝑎1𝑠 + 𝑎0

=
𝑏 𝑠

𝑎 𝑠
= 𝑞 𝑠 +

𝑟 𝑠

𝑎 𝑠
 

Πιο αναλυτικά η (16) γράφεται 

𝑏2𝑠
2 + 𝑏1𝑠 + 𝑏0 = 

= 𝑠2 + 𝑎1𝑠 + 𝑎0 𝑏2 
𝒒 𝒔

+ 𝑏1 − 𝑏2𝑎1 𝑠 + 𝑏0 − 𝑏2𝑎0
𝒓 𝒔

  (17)  

Από την (17), η συνάρτηση μεταφοράς του συστήματος 
γράφεται 
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Πραγματοποίηση της συνάρτησης 
μεταφοράς (12) 

𝐻 𝑠 =
𝑌 𝑠

𝑈 𝑠
=
𝑏2𝑠

2 + 𝑏1𝑠 + 𝑏0
𝑠2 + 𝑎1𝑠 + 𝑎0

=
𝑏1 − 𝑏2𝑎1 𝑠 + 𝑏0 − 𝑏2𝑎0

𝑠2 + 𝑎1𝑠 + 𝑎0
+ 𝑏2 

Μια πραγματοποίηση της 𝐻(𝑠) δίνεται από τις εξισώσεις: 

𝑥 1 𝑡

𝑥 2 𝑡
=

0 −𝑎0
1 −𝑎1

𝑥1 𝑡

𝑥2 𝑡
+

𝑏0 − 𝑏2𝑎0
𝑏1 − 𝑏2𝑎1

𝑢 𝑡   (18) 

𝑦 𝑡 = 0 1
𝑥1 𝑡

𝑥2 𝑡
+ 𝑏2𝑢 𝑡     (19) 
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Άσκηση (1) 

Αποδείξτε ότι οι εξισώσεις (18) και (19) αποτελούν 
πραγματοποίηση της συνάρτησης μεταφοράς του 
συστήματος 

𝐻 𝑠 =
𝑌 𝑠

𝑈 𝑠
=
𝑏2𝑠

2 + 𝑏1𝑠 + 𝑏0
𝑠2 + 𝑎1𝑠 + 𝑎0

=
𝑏 𝑠

𝑎 𝑠
 

Αναλυτικά οι εξισώσεις (18) είναι 

𝑥 1 𝑡 = −𝑎0𝑥2 𝑡 + 𝑏0 − 𝑏2𝑎0 𝑢 𝑡  

𝑥 2 𝑡 = 𝑥1 𝑡 − 𝑎1𝑥2 𝑡 + 𝑏1 − 𝑏2𝑎1 𝑢 𝑡  

𝑦 𝑡 = 𝑥2 𝑡 + 𝑏2𝑢 𝑡  

Το χαρακτηριστικό πολυώνυμο του συστήματος είναι 
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Άσκηση (2) 

𝑠𝐼2 − 𝐴 =
𝑠 0
0 𝑠

−
0 −𝑎0
1 −𝑎1

=
𝑠 𝑎0
−1 𝑠 + 𝑎1

= 𝑠 𝑠 + 𝑎1 + 𝑎0 = 𝑠2 + 𝑎1𝑠 + 𝑎0 

και οι ιδιοτιμές του πίνακα 𝐴 είναι 

𝑠1 = −
1

2
𝑎1 +

1

2
𝑎1
2 − 4𝑎0 ,  

𝑠2 = −
1

2
𝑎1 −

1

2
𝑎1
2 − 4𝑎0   . 
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Πραγμάτωση με χρήση της 
υπέρθεσης (superposition) 

𝑦 + 𝑎1𝑦 + 𝑎2𝑦 + 𝑎3𝑦 = 𝑏3𝑢 + 𝑏2𝑢 + 𝑏1𝑢  

Έστω το σύστημα 

𝜉 + 𝑎1𝜉 + 𝑎2𝜉 + 𝑎3𝜉 = 𝑢 

Από γραμμικότητα 

𝑦 = 𝑏3𝜉 + 𝑏2𝜉 + 𝑏1𝜉  
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Controller canonical form (1)  
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Controller canonical form (2) 
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Controller canonical form (3) 

 

𝑥 1𝑐 = −𝑎1𝑥1𝑐 − 𝑎2𝑥2𝑐 − 𝑎3𝑥3𝑐 + 𝑢 
𝑥 2𝑐 = 𝑥1𝑐

 𝑥 3𝑐 = 𝑥2𝑐 
𝑦 = 𝑏1𝑥1𝑐 + 𝑏2𝑥2𝑐 + 𝑏3𝑥3𝑐 

 

𝑥 𝑐 = 𝐴𝑐𝑥𝑐 + 𝑏𝑐𝑢, 𝑦 = 𝑐𝑐𝑥𝑐 

𝐴𝑐 =
−𝑎1 −𝑎2 −𝑎3
1 0 0
0 1 0

, 𝑏𝑐 =
1
0
0
, 𝑐𝑐 = 𝑏1 𝑏2 𝑏3  
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Μια διαφορετικη πραγμάτωση – 
observability canonical form (1) 

𝑠3 + 𝑎1𝑠
2 + 𝑎2𝑠 + 𝑎3 𝑌 𝑠 = 𝑏1𝑠

2 + 𝑏2𝑠 + 𝑏3 𝑈 𝑠  

𝑌 𝑠 =
𝑏1𝑠

2 + 𝑏2𝑠 + 𝑏3
𝑠3 + 𝑎1𝑠

2 + 𝑎2𝑠 + 𝑎3
𝑈 𝑠 =

𝑏 𝑠

𝑎 𝑠
𝑈 𝑠  

𝑌 𝑠 = 𝑏 𝑠 𝑎−1 𝑠 𝑈 𝑠 = 𝑏 𝑠 𝜉 𝑠 . 

Πρώτα υλοποιήσαμε την  

𝑎 𝑠 𝜉 𝑠 = 𝑈 𝑠  
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Μια διαφορετικη πραγμάτωση – 
observability canonical form (2) 

𝑠3 + 𝑎1𝑠
2 + 𝑎2𝑠 + 𝑎3 𝑌 𝑠 = 𝑏1𝑠

2 + 𝑏2𝑠 + 𝑏3 𝑈 𝑠  

𝑌 𝑠 =
𝑏1𝑠

2 + 𝑏2𝑠 + 𝑏3
𝑠3 + 𝑎1𝑠

2 + 𝑎2𝑠 + 𝑎3
𝑈 𝑠 =

𝑏 𝑠

𝑎 𝑠
𝑈 𝑠  

Τι γίνεται αν γράψουμε την σχέση ως 

𝑌 𝑠 = 𝑎−1 𝑠 𝑏 𝑠 𝑈 𝑠  

Πρώτα γράφουμε 

𝑚 ∙ = 𝑏3𝑢 ∙ + 𝑏2𝑢 ∙ + 𝑏1𝑢 ∙  

και στη συνέχεια 

𝑎 𝑠 𝑌 𝑠 = 𝑀 𝑠  
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Observability canonical form (1) 
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Μοντέρνα Θεωρία Ελέγχου 
Τμήμα Μαθηματικών 

Observability canonical form (2) 
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Τμήμα Μαθηματικών 

Observability canonical form (4) 
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𝛽1 = 𝑏1 

𝛽2 = 𝑏2 − 𝑎1𝑏1 

𝛽3 = 𝑏3 − 𝑎1𝑏2 − 𝑎2𝑏1 + 𝑎1
2𝑏1 

𝛽1
𝛽2
𝛽3

=
1 0 0
𝑎1 1 0
𝑎2 𝑎1 1

−1 𝑏1
𝑏2
𝑏3
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Observability canonical form (5) 

𝑥 𝑜𝑏 = 𝐴𝑜𝑏𝑥𝑜𝑏 + 𝑏𝑜𝑏𝑢, 𝑦 = 𝑐𝑜𝑏𝑥𝑜𝑏 

𝐴𝑜𝑏 =
0 1 0
0 0 1

−𝑎3 −𝑎2 −𝑎1

,  

𝑏𝑜𝑏 =

𝛽1
𝛽2
𝛽3

=
1 0 0
𝑎1 1 0
𝑎2 𝑎1 1

−1 𝑏1
𝑏2
𝑏3

,  

𝑐′𝑜𝑏 =
1
0
0
. 
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Markov parameters 

 

𝛽1 = 𝑏1 
𝛽2 = 𝑏2 − 𝑎1𝑏1 

𝛽3 = 𝑏3 − 𝑎1𝑏2 − 𝑎2𝑏1 + 𝑎1
2𝑏1 

, 

𝛽1
𝛽2
𝛽3

=
1 0 0
𝑎1 1 0
𝑎2 𝑎1 1

−1 𝑏1
𝑏2
𝑏3

 

𝑏 𝑠

𝑎 𝑠
= 𝐻 𝑠 = ℎ𝑖𝑠

−𝑖

∞

1

 

𝛽𝑖 = ℎ𝑖 , 𝑖 = 1,… , 𝑛 

Markov parameters 
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Observer canonical form (1) 
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𝜉 + 𝑎1𝜉 + 𝑎2𝜉 + 𝑎3𝜉 = 𝑢 

𝜉 = 𝑠−3𝑢 − 𝑎1𝑠
−1𝜉 − 𝑎2𝑠

−2𝜉 − 𝑎3𝑠
−3𝜉 
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Observer canonical form (2) 
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Observer canonical form (3) 

𝑥 𝑜 = 𝐴𝑜𝑥𝑜 + 𝑏𝑜𝑢,  

𝑦 = 𝑐𝑜𝑥𝑜 

όπου 

𝐴𝑜 =
−𝑎1 1 0
−𝑎2 0 1
−𝑎3 0 0

,  𝑏𝑜 =

𝑏1
𝑏2
𝑏3

,  

𝑐𝑜 = 1 0 0  
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Controllability canonical form (1) 
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Controllability canonical form (2) 

𝑥 𝑐𝑜 = 𝐴𝑐𝑜𝑥𝑐𝑜 + 𝑏𝑐𝑜𝑢,  

𝑦 = 𝑐𝑐𝑜𝑥𝑐𝑜 

𝐴𝑐𝑜 =
0 0 −𝑎3
1 0 −𝑎2
0 1 −𝑎1

, 𝑏𝑐𝑜 =
1
0
0
,  

𝑐𝑐𝑜 = 𝛽1 𝛽2 𝛽3 = 𝑏1 𝑏2 𝑏3

1 𝑎1 𝑎2
0 1 𝑎1
0 0 1

−1
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Observer canonical form-Controller 
canonical form 

𝑥 𝑜 = 𝐴𝑜𝑥𝑜 + 𝑏𝑜𝑢,  

𝑦 = 𝑐𝑜𝑥𝑜 

𝐴𝑜 =

−𝑎1 1 0
−𝑎2 0 1
−𝑎3 0 0

, 𝑏𝑜 =

𝑏1
𝑏2
𝑏3

,  

𝑐𝑜 = 1 0 0  

𝑥 𝑐 = 𝐴𝑐𝑥𝑐 + 𝑏𝑐𝑢,  

𝑦 = 𝑐𝑐𝑥𝑐 

𝐴𝑐 =
−𝑎1 −𝑎2 −𝑎3
1 0 0
0 1 0

, 𝑏𝑐 =
1
0
0

 

𝑐𝑐 = 𝑏1 𝑏2 𝑏3  

Observer canonical form Controller canonical form 
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Observability canonical form -
Controllability canonical form 

𝑥 𝑜𝑏 = 𝐴𝑜𝑏𝑥𝑜𝑏 + 𝑏𝑜𝑏𝑢, 𝑦 = 𝑐𝑜𝑏𝑥𝑜𝑏 

𝐴𝑜𝑏 =
0 1 0
0 0 1

−𝑎3 −𝑎2 −𝑎1

, 𝑏𝑜𝑏 =

𝛽1
𝛽2
𝛽3

=
1 0 0
𝑎1 1 0
𝑎2 𝑎1 1

−1 𝑏1
𝑏2
𝑏3

,  

𝑐′𝑜𝑏 =
1
0
0

 

𝑥 𝑐𝑜 = 𝐴𝑐𝑜𝑥𝑐𝑜 + 𝑏𝑐𝑜𝑢, 𝑦 = 𝑐𝑐𝑜𝑥𝑐𝑜 

𝐴𝑐𝑜 =

0 0 −𝑎3
1 0 −𝑎2
0 1 −𝑎1

, 𝑏𝑐𝑜 =
1
0
0
,  

𝑐𝑐𝑜 = 𝛽1 𝛽2 𝛽3

= 𝑏1 𝑏2 𝑏3

1 𝑎1 𝑎2
0 1 𝑎1
0 0 1

−1

 

Observability canonical form Controllability canonical form 
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