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 Το παρόν εκπαιδευτικό υλικό υπόκειται σε άδειες χρήσης 
Creative Commons.  

 Για εκπαιδευτικό υλικό, όπως εικόνες, που υπόκειται σε 
άλλου τύπου άδειας χρήσης, η άδεια χρήσης αναφέρεται 
ρητώς.  

Άδειες Χρήσης 
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 Το παρόν εκπαιδευτικό υλικό έχει αναπτυχθεί στα πλαίσια του 
εκπαιδευτικού έργου του διδάσκοντα. 

 Το έργο «Ανοικτά Ακαδημαϊκά Μαθήματα στο Αριστοτέλειο 
Πανεπιστήμιο Θεσσαλονίκης» έχει χρηματοδοτήσει μόνο την 
αναδιαμόρφωση του εκπαιδευτικού υλικού.  

 Το έργο υλοποιείται στο πλαίσιο του Επιχειρησιακού 
Προγράμματος «Εκπαίδευση και Δια Βίου Μάθηση» και 
συγχρηματοδοτείται από την Ευρωπαϊκή Ένωση (Ευρωπαϊκό 
Κοινωνικό Ταμείο) και από εθνικούς πόρους. 

Χρηματοδότηση 
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Περιεχόμενα Ενότητας 

 Παρατήρηση του ανύσματος κατάστασης. 

 Παρατηρητές ή εκτιμητές του ανύσματος κατάστασης 
γραμμικού συστήματος. 

 Ανοικτός παρατηρητής. 

 Κλειστός εκτιμητής ή παρατηρητής του Luenberger. 

 Σφάλμα στον προσδιορισμό της αρχικής συνθήκης του 
ανύσματος κατάστασης. 
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Σκοποί Ενότητας 

 Μελέτη της κατασκευής ενός ανοικτού παρατηρητή ή 
εκτιμητή του ανύσματος κατάστασης.  

 Μελέτη της κατασκευής ενός κλειστού εκτιμητή ή 
παρατηρητή του Luenberger. 
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Μοντέρνα Θεωρία Ελέγχου 
Τμήμα Μαθηματικών 

Παρατήρηση του ανύσματος κατάστασης 
(State observation) (1) 

Θεωρούμε ένα γραμμικό και χρονικά αναλλοίωτο σύστημα Σ 

μίας εισόδου και μίας εξόδου του οποίου η χρονική 
συμπεριφορά περιγράφεται από τις εξισώσεις του χώρου 
των καταστάσεων: 

𝑥 𝑡 = 𝐴𝑥 𝑡 + 𝐵𝑢 𝑡  (1) 

𝑦 𝑡 = 𝐶𝑥 𝑡         (2) 

όπου 𝐴 ∈ ℝ𝑛×𝑛, 𝐵 ∈ ℝ𝑛×1, 𝐶 ∈ ℝ1×𝑛. 
Θεωρούμε ότι η είσοδος 𝑢(𝑡) είναι γνωστή συνάρτηση για 
𝑡 > 0 και 𝑢 𝑡 = 0 για 𝑡 ≤ 0. 
Θεωρούμε ότι η έξοδος 𝑦(𝑡) μπορεί να μετρηθεί και είναι 
γνωστή για κάθε 𝑡 ≥ 0. 
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Παρατήρηση του ανύσματος κατάστασης 
(State observation) (2) 

Τέλος θεωρούμε ότι το άνυσμα κατάστασης  

𝑥 𝑡 =

𝑥1 𝑡

𝑥2 𝑡
⋮

𝑥𝑛 𝑡

, 𝑡 ≥ 0 

του Σ είναι άγνωστο (δηλαδή οι καταστάσεις 𝑥𝑖 𝑡 , 𝑖 = 1,2, …𝑛 
δεν μπορούν όλες να μετρηθούν για κάθε 𝑡 ≥ 0). 
Σε μια τέτοια περίπτωση και προκειμένου να εφαρμόσουμε 
ανατροφοδότηση του ανύσματος κατάστασης 𝑥(𝑡) με βάση 
την 

𝑢 𝑡 = 𝑟 𝑡 − 𝐹𝑥 𝑡  
(βλέπε σχήμα 1) 
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Παρατήρηση του ανύσματος κατάστασης 
(State observation) (3) 
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Παρατήρηση του ανύσματος κατάστασης 
(State observation) (4) 

έτσι ώστε (επιλέγοντας τον πίνακα 𝐹) να μπορέσουμε να 
επιλέξουμε αυθαίρετα τις ιδιοτιμές του πίνακα 𝐴 − 𝐵𝐹 του 
κλειστού συστήματος 𝛴𝐹 που θα προκύψει, αντιμετωπίζουμε 
το πρόβλημα του προσδιορισμού του ανύσματος 
κατάστασης 𝑥(𝑡) για 𝑡 > 0 κάνοντας χρήση των γνωστών 
πινάκων 𝐴, 𝐵, 𝐶 και των 𝑢(𝑡), 𝑦(𝑡) για 𝑡 > 0. 
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Παρατηρητές ή εκτιμητές του ανύσματος 
κατάστασης (State observers) 

Ποιος ο σκοπός του παρατηρητή ή εκτιμητή του ανύσματος 
κατάστασης ενός γραμμικού συστήματος ;  

Ο προσδιορισμός μιας εκτίμησης (παρατήρησης) 𝑥 𝑡  του 
ανύσματος κατάστασης 𝑥(𝑡) του Σ κάνοντας χρήση των 
γνωστών ποσοτήτων 𝐴 , 𝐵 , 𝐶, 𝑢(𝑡) και 𝑦(𝑡) για 𝑡 ≥ 0. 
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Ανοικτός παρατηρητής 
(Open loop observer) (1) 

Γνώση των πινάκων 𝐴 , 𝐵 , 𝐶 που περιγράφουν το σύστημα Σ 
συνεπάγεται τη δυνατότητα, μέσω προσομοίωσης 
(simulation), κατασκευής ενός νέου συστήματος 𝛴  του 
οποίου η είσοδος ταυτίζεται με την είσοδο 𝑢(𝑡) του 
συστήματος Σ και του οποίου η χρονική συμπεριφορά 
περιγράφεται από την εξίσωση 

𝑥  𝑡 = 𝐴𝑥 𝑡 + 𝐵𝑢 𝑡    (3) 

Λόγω της (3), η κατάσταση 𝑥 𝑡  του 𝛴  αποτελεί εκτίμηση της 
κατάστασης 𝑥(𝑡) του Σ, δηλαδή 

𝑥 𝑡 = 𝑥 𝑡 , 𝑡 ≥ 0 
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Ανοικτός παρατηρητής 
(Open loop observer) (2) 
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Ανοικτός παρατηρητής 
(Open loop observer) (3) 

αν η αρχική κατάσταση 𝑥 0  του 𝛴  ισούται με την αρχική 

κατάσταση 𝑥(0) του Σ. 

Για το λόγο αυτό το σύστημα 𝛴  ονομάζεται ανοικτός 

παρατηρητής ή ανοικτός εκτιμητής (open loop observer). 

Άρα το πρόβλημα της παρατήρησης ή της εκτίμησης 𝑥 𝑡  της 
κατάστασης 𝑥(𝑡) του Σ, περιορίζεται στον προσδιορισμό της 
αρχικής κατάστασης 𝑥(0) του Σ. 

Παραγωγίζοντας την (2) 𝑛 − 1 φορές και λαμβάνοντας 
υπόψη την (1) έχουμε διαδοχικά 
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Ανοικτός παρατηρητής 
(Open loop observer) (4) 

• 𝑦 𝑡 = 𝐶𝑥 𝑡  

• 𝑦 𝑡 = 𝐶𝑥 𝑡 = 𝐶 𝐴𝑥 𝑡 + 𝐵𝑢 𝑡 = 𝐶𝐴𝑥 𝑡 + 𝐶𝐵𝑢 𝑡  

• 𝑦 𝑡 = 𝐶𝐴𝑥 𝑡 + 𝐶𝐵𝑢 𝑡 = 𝐶𝐴 𝐴𝑥 𝑡 + 𝐵𝑢 𝑡 + 𝐶𝐵𝑢 𝑡 = 

= 𝐶𝐴2𝑥 𝑡 + 𝐶𝐴𝐵𝑢 𝑡 + 𝐶𝐵𝑢 𝑡  

• 𝑦 𝑡 = 𝐶𝐴2𝑥 𝑡 + 𝐶𝐴𝐵𝑢 𝑡 + 𝐶𝐵𝑢 𝑡 = 

= 𝐶𝐴2 𝐴𝑥 𝑡 + 𝐵𝑢 𝑡 + 𝐶𝐴𝐵𝑢 𝑡 + 𝐶𝐵𝑢 𝑡 = 

= 𝐶𝐴3𝑥 𝑡 + 𝐶𝐴2𝐵𝑢 𝑡 + 𝐶𝐴𝐵𝑢 𝑡 + 𝐶𝐵𝑢 𝑡  

⋮ 
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Ανοικτός παρατηρητής 
(Open loop observer) (5) 

 𝑦 𝑡 𝑛−1 =

𝐶𝐴𝑛−1𝑥 𝑡 + 𝐶𝐴𝑛−2𝐵𝑢 𝑡 +⋯+ 𝐶𝐴𝐵𝑢 𝑡 𝑛−3 +
𝐶𝐵𝑢 𝑡 𝑛−2  

Γράφοντας τις παραπάνω εξισώσεις υπό μορφή πινάκων 
έχουμε 
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Ανοικτός παρατηρητής 
(Open loop observer) (6) 

𝑦 𝑡

𝑦 𝑡

𝑦 𝑡

𝑦 𝑡
⋮

𝑦 𝑛−1 𝑡

=

𝐶
𝐶𝐴
𝐶𝐴2

𝐶𝐴3

𝐶𝐴𝑛−1

𝑥 𝑡 + 

+

0 0 0 … 0 0
𝐶𝐵 0 0 … 0 0
𝐶𝐴𝐵 𝐶𝐵 0 … 0 0
𝐶𝐴2𝐵 𝐶𝐴𝐵 𝐶𝐵 … 0 0
⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮

𝐶𝐴𝑛−2𝐵 𝐶𝐴𝑛−3𝐵 𝐶𝐴𝑛−4𝐵 … 𝐶𝐵 0

𝑢 𝑡
𝑢 𝑡
𝑢 𝑡

𝑢 𝑛−2 𝑡

𝑢 𝑛−1 𝑡
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Ανοικτός παρατηρητής 
(Open loop observer) (7) 

Εφόσον 𝑢 𝑡 = 0 για 𝑡 ≤ 0, η παραπάνω εξίσωση για 𝑡 = 0 
δίνει την 

𝑦 0

𝑦 0

𝑦 0

𝑦 0
⋮

𝑦 𝑛−1 0

=

𝐶
𝐶𝐴
𝐶𝐴2

𝐶𝐴3

𝐶𝐴𝑛−1

𝑥 0  
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Ανοικτός παρατηρητής 
(Open loop observer) (8) 

Αν το Σ είναι παρατηρήσιμο, αν δηλαδή 

𝑟𝑎𝑛𝑘

𝐶
𝐶𝐴

𝐶𝐴𝑛−1

= 𝑛 

τότε η αρχική κατάσταση 𝑥(0) μπορεί να προσδιοριστεί από την 

𝑥 0 =

𝐶
𝐶𝐴
⋮

𝐶𝐴𝑛−1

−1 𝑦 0

𝑦 0
⋮

𝑦 𝑛−1 0

 

αν η έξοδος 𝑦(𝑡) και οι παράγωγοι της μέχρι της τάξης 𝑛 − 1 

𝑦 𝑡 , 𝑦 𝑡 , … , 𝑦 𝑛−1 𝑡  είναι γνωστές για 𝑡 = 0. 
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Ανοικτός παρατηρητής 
(Open loop observer) (9) 

Η παραπάνω ανάλυση δείχνει ότι η γνώση: 

 των πινάκων 𝐴, 𝐵, 𝐶,  

 της εισόδου 𝑢(𝑡) για 𝑡 ≥ 0 και  

 των τιμών της εξόδου και των παραγώγων της (μέχρι την 
παράγωγο 𝑛 − 1 τάξης) για 𝑡 = 0:  

𝑦 0 , 𝑦 0 , 𝑦 0 , … , 𝑦 𝑛−1 0  

επιτρέπει την κατασκευή ενός ανοικτού παρατηρητή 𝛴  με 
αρχική κατάσταση ίση με την αρχική κατάσταση 𝑥(0) του 
συστήματος του οποίου το άνυσμα κατάστασης επιθυμούμε 
να εκτιμήσουμε, δηλαδή: 

𝑥 0 = 𝑥(0) 
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Ανοικτός παρατηρητής 
(Open loop observer) (10) 

και άρα επιτρέπει τον προσδιορισμό μιας εκτίμησης 𝑥 𝑡  της 
κατάστασης 𝑥(𝑡) του συστήματος Σ. 

Ας σημειωθεί ότι, αν και υποθέσαμε ότι η έξοδος 𝑦(𝑡) 
μπορεί να μετρηθεί και άρα είναι γνωστή για κάθε 𝑡 ≥ 0, 
κατά τον προσδιορισμό της εκτίμησης 𝑥 𝑡  της κατάστασης 
𝑥(𝑡) του συστήματος Σ μέσω του ανοικτού παρατηρητή, δεν 
κάναμε χρήση της 𝑦(𝑡) για 𝑡 > 0 και αυτό έχει επιπτώσεις. 
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Σφάλμα στον προσδιορισμό της 𝑥(0) (1) 

Έστω μικρό σφάλμα στον προσδιορισμό της αρχικής 
κατάστασης 𝑥(0), έστω δηλαδή ότι αντί της 𝑥(0) έχουμε 
προσδιορίσει ως αρχική κατάσταση την 

𝑥 0 = 𝑥 0 − 𝜀0 

όπου 𝜀0 είναι το σφάλμα στον προσδιορισμό της 𝑥(0) και 
όπου υποθέτουμε ότι 𝜀0 ≪ 𝑥 0 . 

Η επίδραση του σφάλματος αυτού κατά τον προσδιορισμό 
της 𝑥(0) έχει επιπτώσεις στον προσδιορισμό της εκτίμησης 
𝑥 𝑡  για 𝑡 > 0. 
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Σφάλμα στον προσδιορισμό της 𝑥(0) (2) 

Λόγω του σφάλματος στον προσδιορισμό της αρχικής 
κατάστασης 𝑥(0), η κατάσταση 𝑥 𝑡  του ανοικτού 
παρατηρητή 𝛴  διαφέρει από την κατάσταση 𝑥(𝑡) του 
συστήματος Σ. Έστω 

𝜀 𝑡 ≔ 𝑥 𝑡 − 𝑥 𝑡  (4) 

το σφάλμα κατά την χρονική στιγμή 𝑡 > 0 μεταξύ της 
κατάστασης 𝑥(𝑡) του συστήματος Σ και της κατάστασης 𝑥 𝑡  
του ανοικτού παρατηρητή 𝛴 . 

 

22 



 

Αριστοτέλειο    
Πανεπιστήμιο    
Θεσσαλονίκης  

Μοντέρνα Θεωρία Ελέγχου 
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Σφάλμα στον προσδιορισμό της 𝑥(0) (3) 

Παραγωγίζοντας την (4) βλέπουμε ότι το σφάλμα 𝜀 𝑡  ικανοποιεί 
τη διαφορική εξίσωση  

𝜀 𝑡 = 𝑥 𝑡 − 𝑥  𝑡 = 𝐴𝑥 𝑡 + 𝐵𝑢 𝑡 − 𝐴𝑥 𝑡 − 𝐵𝑢 𝑡 = 

= 𝐴 𝑥 𝑡 − 𝑥 𝑡 = 𝐴𝜀 𝑡     (5)  

με αρχική συνθήκη την 
𝜀 0 = 𝑥 0 − 𝑥 0 = 𝑥 0 − 𝑥 0 + 𝜀0 = 𝜀0 

Η λύση της (5) είναι 
𝜀 𝑡 = 𝑒𝐴𝑡𝜀0 

και αν ο πίνακας 𝐴 έχει τουλάχιστον μία ιδιοτιμή στο ανοικτό 
θετικό ημι-επίπεδο ℂ+ (αν δηλαδή το σύστημα Σ είναι ασταθές), 
τότε 

lim 𝜀 𝑡 → ∞ 
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Σφάλμα στον προσδιορισμό της 𝑥(0) (4) 

Άρα το σφάλμα 𝜀 𝑡  μεταξύ της κατάστασης 𝑥(𝑡) του 
συστήματος Σ και της κατάστασης 𝑥 𝑡  του ανοικτού 
παρατηρητή 𝛴  αυξάνεται με τον χρόνο οσοδήποτε μικρό 

και αν είναι το σφάλμα 𝜀0 στον προσδιορισμό της αρχικής 
κατάστασης 𝑥(0) του Σ. 

Συμπέρασμα 

 Ένας ανοικτός παρατηρητής της κατάστασης 𝑥(𝑡) ενός 
ασταθούς συστήματος Σ δίνει λάθος εκτίμηση 𝑥 (𝑡) της 
𝑥(𝑡) της οποίας η διαφορά 𝜀 𝑡  από την 𝑥(𝑡) συνεχώς 
αυξάνει με τον χρόνο 𝑡. 
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Παράδειγμα (1) 

Έστω το ασταθές σύστημα με μια μόνο κατάσταση 𝑛 = 1  
𝑥 𝑡 = 𝑥 𝑡 + 𝑢 𝑡  

𝐴 = 1 ∈ ℝ1×1 = ℝ  του οποίου ζητάμε μία εκτίμηση 𝑥 (𝑡) 
της κατάστασης 𝑥(𝑡). Έστω 𝑥 0 ≠ 𝑥 (0) και 𝜀 0 = 𝑥 0 −
𝑥 0 = 𝜀0 

𝜀 𝑡 = 𝑥 𝑡 − 𝑥  𝑡 = 𝑥 𝑡 − 𝑥 𝑡 = 𝜀 𝑡 ⇒ 
𝜀 𝑡 = 𝑒𝑡𝜀0 
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Παράδειγμα (2) 

Άρα το σφάλμα 𝜀 𝑡 = 𝑥 𝑡 − 𝑥 𝑡  μεταξύ της κατάστασης 
𝑥(𝑡) και της εκτίμησης 𝑥 𝑡  της κατάστασης αυξάνει συνεχώς 
με την πάροδο του χρόνου. 

26 



 

Αριστοτέλειο    
Πανεπιστήμιο    
Θεσσαλονίκης  

Μοντέρνα Θεωρία Ελέγχου 
Τμήμα Μαθηματικών 

Κλειστός εκτιμητής ή παρατηρητής του 
Luenberger (1) 

Θεωρούμε ένα γραμμικό και χρονικά αναλλοίωτο σύστημα Σ 
μίας εισόδου και μίας εξόδου του οποίου η χρονική 
συμπεριφορά περιγράφεται από τις εξισώσεις του χώρου 
των καταστάσεων: 

𝑥 𝑡 = 𝐴𝑥 𝑡 + 𝐵𝑢 𝑡  
𝑦 𝑡 = 𝐶𝑥 𝑡  

όπου 𝐴 ∈ ℝ𝑛×𝑛, 𝐵 ∈ ℝ𝑛×1, 𝐶 ∈ ℝ1×𝑛. 

Θεωρούμε ότι η είσοδος 𝑢(𝑡) είναι γνωστή συνάρτηση για 
𝑡 > 0 και 𝑢 𝑡 = 0 για 𝑡 ≤ 0. 

Θεωρούμε ότι η έξοδος 𝑦(𝑡) μπορεί να μετρηθεί και είναι 
γνωστή για κάθε 𝑡 ≥ 0. 
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Κλειστός εκτιμητής ή παρατηρητής του 
Luenberger (2) 

Τέλος θεωρούμε ότι το άνυσμα κατάστασης  

𝑥 𝑡 =

𝑥1 𝑡

𝑥2 𝑡
⋮

𝑥𝑛 𝑡

, 𝑡 ≥ 0 

του Σ είναι άγνωστο (δηλαδή οι καταστάσεις 𝑥𝑖 𝑡 , 𝑖 = 1,2, … , 𝑛 
δεν μπορούν όλες να μετρηθούν για κάθε 𝑡 ≥ 0). 
Επιθυμούμε τον προσδιορισμό ενός συστήματος 𝛴𝑜𝑏 το οποίο 

• έχει ως εισόδους τις 𝑢(𝑡) και 𝑦(𝑡), 
• έχει ως έξοδο μία εκτίμηση 𝑥 (𝑡) του ανύσματος 

κατάστασης 𝑥(𝑡) του Σ, 
• lim
𝑡→∞

𝑥 (𝑡) = 𝑥 𝑡 . 
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Κλειστός εκτιμητής ή παρατηρητής του 
Luenberger (3) 
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Κλειστός εκτιμητής ή παρατηρητής του 
Luenberger (4) 

Έστω ότι το σύστημα 𝛴𝑜𝑏 έχει τη δομή που προκύπτει από το 
διάγραμμα ροής του παρακάτω σχήματος. 
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Κλειστός εκτιμητής ή παρατηρητής του 
Luenberger (5) 

Από το παραπάνω διάγραμμα ροής προκύπτει ότι ο κλειστός 
παρατηρητής 𝛴𝑜𝑏 περιγράφεται από τις εξισώσεις 

𝑥  𝑡 = 𝐴𝑥 𝑡 + 𝐿 𝑦 𝑡 − 𝑦 𝑡 + 𝐵𝑢 𝑡 = 

= 𝐴𝑥 𝑡 + 𝐿 𝑦 𝑡 − 𝐶𝑥 𝑡 + 𝐵𝑢 𝑡  

= 𝐴𝑥 𝑡 − 𝐿𝐶𝑥 𝑡 + 𝐿𝑦 𝑡 + 𝐵𝑢 𝑡  

ή 

𝑥  𝑡 = 𝐴 − 𝐿𝐶 𝑥 𝑡 + 𝐿𝐶𝑥 𝑡 + 𝐵𝑢 𝑡  (6) 

όπου 𝐿 ∈ ℝ𝑛×1 άγνωστο για την ώρα άνυσμα. 
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Κλειστός εκτιμητής ή παρατηρητής του 
Luenberger (6) 

Έστω 𝜀 𝑡  το σφάλμα μεταξύ της κατάστασης 𝑥(𝑡) του 
συστήματος Σ και της κατάστασης 𝑥 𝑡  του 𝛴𝑜𝑏: 

𝜀 𝑡 ≔ 𝑥 𝑡 − 𝑥 𝑡    (7) 
Αν 

𝜀 0 = 𝑥 0 − 𝑥 0 = 𝜀0 ≠ 0 
και 

lim
𝑡→∞

𝜀 𝑡 = 0 

τότε 
lim
𝑡→∞

𝑥 𝑡 = 𝑥 𝑡  

και το άνυσμα κατάστασης 𝑥 𝑡  του 𝛴𝑜𝑏 αποτελεί πράγματι 
παρατήρηση ή εκτίμηση του ανύσματος κατάστασης 𝑥(𝑡) του 
συστήματος Σ. 
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Κλειστός εκτιμητής ή παρατηρητής του 
Luenberger (7) 

Από τις (6) και (7) έχουμε ότι: 

𝜀 𝑡 = 𝑥 𝑡 − 𝑥  𝑡
= 𝐴𝑥 𝑡 + 𝐵𝑢 𝑡 − 𝐴 − 𝐿𝐶 𝑥 𝑡 − 𝐿𝑦 𝑡 − 𝐵𝑢 𝑡  

= 𝐴𝑥 𝑡 − 𝐴𝑥 𝑡 + 𝐿𝐶𝑥 𝑡 − 𝐿𝐶𝑥 𝑡  

= 𝐴 𝑥 𝑡 − 𝑥 𝑡 − 𝐿𝐶 𝑥 𝑡 − 𝑥 𝑡  

= 𝐴𝜀 𝑡 − 𝐿𝐶𝜀 𝑡 = 𝐴 − 𝐿𝐶 𝜀 𝑡  

ή 

𝜀 𝑡 = 𝐴 − 𝐿𝐶 𝜀 𝑡    (8) 
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Κλειστός εκτιμητής ή παρατηρητής του 
Luenberger (8) 

Για αυθαίρετη αρχική κατάσταση 
𝜀 0 = 𝑥 0 − 𝑥 0 = 𝜀0 ≠ 0 

η λύση της (8) είναι η 

𝜀 𝑡 = 𝑒 𝐴−𝐿𝐶 𝑡𝜀0 

Αν ο πίνακας 𝐴 – 𝐿𝐶 έχει ιδιοτιμές 𝜆1
𝑜𝑏 , 𝜆2

𝑜𝑏 , … , 𝜆𝑛
𝑜𝑏 με 

𝑅𝑒 𝜆𝑖
𝑜𝑏 < 0, 𝑖 = 1,2, … , 𝑛 

τότε 
lim
𝑡→∞

𝜀 𝑡 = 0𝑛×1 

και άρα 
lim
𝑡→∞

𝑥 𝑡 = 𝑥 𝑡 . 
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Κλειστός εκτιμητής ή παρατηρητής του 
Luenberger (9) 

Σε μια τέτοια περίπτωση το σύστημα 𝛴𝑜𝑏 αποτελεί 
παρατηρητή της κατάστασης του συστήματος Σ.  

Παραμένει βέβαια το πρόβλημα της επιλογής του πίνακα 

𝐿 ∈ ℝ𝑛×1 έτσι ώστε ο πίνακας 𝐴– 𝐿𝐶 να έχει επιθυμητές 
ιδιοτιμές 𝜆1

𝑜𝑏, 𝜆2
𝑜𝑏 , … , 𝜆𝑛

𝑜𝑏 με αρνητικό πραγματικό μέρος. 

Οι ιδιοτιμές του 𝐴–𝐿𝐶 ταυτίζονται με τις ιδιοτιμές του 
ανάστροφού του 

𝐴– 𝐿𝐶 𝑇 = 𝐴𝑇– 𝐿𝐶 𝑇 = 𝐴𝑇– 𝐶𝑇𝐿𝑇 
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Κλειστός εκτιμητής ή παρατηρητής του 
Luenberger (10) 

Από τη θεωρία του προσδιορισμού του ανύσματος 
ανάδρασης 𝐹 ∈ ℝ1×𝑛 έτσι ώστε ο πίνακας 𝐴 − 𝐵𝐹 να έχει 
δεδομένες ιδιοτιμές, γνωρίζουμε ότι η επιλογή του 𝐹 ∈ ℝ1×𝑛 
είναι δυνατή αν και μόνο αν το ζεύγος 𝐴, 𝐵  είναι ελέγξιμο ή 
ισοδύναμα αν και μόνο αν 

𝑟𝑎𝑛𝑘 𝐵 𝐴𝐵 … 𝐴𝑛−1𝐵 = 𝑛 

Κατ’ αναλογία, η επιλογή του ανύσματος 𝐿 ∈ ℝ𝑛×1 έτσι ώστε 
ο πίνακας 𝐴𝑇– 𝐶𝑇𝐿𝑇 να έχει επιθυμητές ιδιοτιμές 
𝜆1
𝑜𝑏, 𝜆2

𝑜𝑏 , … , 𝜆𝑛
𝑜𝑏 με 𝑅𝑒 𝜆𝑖

𝑜𝑏 < 0, 𝑖 = 1,2, … , 𝑛 είναι δυνατή 
αν και μόνο αν 

𝑟𝑎𝑛𝑘 𝐶𝑇 𝐴𝑇𝐶𝑇 … 𝐴𝑇 𝑛−1𝐶𝑇 = 𝑛 
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Κλειστός εκτιμητής ή παρατηρητής του 
Luenberger (11) 

ή ισοδύναμα αν και μόνο αν 

𝑟𝑎𝑛𝑘

𝐶
𝐶𝐴
⋮

𝐶𝐴𝑛−1

= 𝑛 

ή ισοδύναμα αν και μόνο αν το ζεύγος 𝐶, 𝐴  είναι 
παρατηρήσιμο. 
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Πρόταση 

Πρόταση. Η κατασκευή ενός κλειστού παρατηρητή 𝛴𝑜𝑏 της 
κατάστασης 𝑥(𝑡) ενός γραμμικού συστήματος του χώρου των 
καταστάσεων  

𝑥 𝑡 = 𝐴𝑥 𝑡 + 𝐵𝑢 𝑡  
𝑦 𝑡 = 𝐶𝑥 𝑡  

όπου 𝐴 ∈ ℝ𝑛×𝑛, 𝐵 ∈ ℝ𝑛×1, 𝐶 ∈ ℝ1×𝑛, είναι δυνατή αν και 
μόνο αν το παραπάνω σύστημα είναι παρατηρήσιμο.  
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