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 Το παρόν εκπαιδευτικό υλικό υπόκειται σε άδειες χρήσης 
Creative Commons.  

 Για εκπαιδευτικό υλικό, όπως εικόνες, που υπόκειται σε 
άλλου τύπου άδειας χρήσης, η άδεια χρήσης αναφέρεται 
ρητώς.  

Άδειες Χρήσης 
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 Το παρόν εκπαιδευτικό υλικό έχει αναπτυχθεί στα πλαίσια του 
εκπαιδευτικού έργου του διδάσκοντα. 

 Το έργο «Ανοικτά Ακαδημαϊκά Μαθήματα στο Αριστοτέλειο 
Πανεπιστήμιο Θεσσαλονίκης» έχει χρηματοδοτήσει μόνο την 
αναδιαμόρφωση του εκπαιδευτικού υλικού.  

 Το έργο υλοποιείται στο πλαίσιο του Επιχειρησιακού 
Προγράμματος «Εκπαίδευση και Δια Βίου Μάθηση» και 
συγχρηματοδοτείται από την Ευρωπαϊκή Ένωση (Ευρωπαϊκό 
Κοινωνικό Ταμείο) και από εθνικούς πόρους. 

Χρηματοδότηση 

3 



 

Αριστοτέλειο    
Πανεπιστήμιο    
Θεσσαλονίκης  

Κλασσική Θεωρία Ελέγχου 
Τμήμα Μαθηματικών 

Περιεχόμενα Ενότητας 

 Σήματα συνεχούς χρόνου. 

• Βηματική συνάρτηση. 

• Ορθογώνιος παλμός. 

• Συνάρτηση ανωφέρειας. 

• Τριγωνικός παλμός. 

• Ημιτονοειδής συνάρτηση. 

• Εκθετική συνάρτηση. 

• Κρουστική συνάρτηση. 

• Σήματα ορισμένα σε διάστημα. 

 Η έννοια της γενικευμένης παραγώγου. 
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Σκοποί Ενότητας 

 Εξοικείωση με σήματα συνεχούς χρόνου που θα 
χρησιμοποιηθούν στη συνέχεια καθώς και την έννοια της 
χρονικής μετάθεσης σήματος. 

 Παρουσίαση της έννοιας της γενικευμένης παραγώγου. 
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Μοναδιαία βηματική συνάρτηση (unit 
step function or Heaviside step function) 

𝑢 𝑡 =  
1 𝑡 ≥ 0
0 𝑡 < 0

 

Πολλές φορές η u(0) παίρνει άλλες τιμές π.χ. ½ ή 1.  

6 



 

Αριστοτέλειο    
Πανεπιστήμιο    
Θεσσαλονίκης  

Κλασσική Θεωρία Ελέγχου 
Τμήμα Μαθηματικών 

Μοναδιαία βηματική συνάρτηση  
(unit step function) 

Σήμα συνεχούς χρόνου 
𝑥 𝑡 = 10 + 𝑡2 ∗ 𝑠𝑖𝑛. 5𝑡,  

𝑡 ∈ −5,6 . 

𝑥 𝑡 𝑢 𝑡 =  
𝑥 𝑡 𝑡 ≥ 0
0 𝑡 < 0
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Το σήμα 𝑣 𝑡 = 𝑥 𝑡 𝑢 𝑡 𝑡 ∈ −5,6 .  
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𝑢 𝑡 =  
1 𝑡 ≥ 0
0 𝑡 < 0

 𝑢 𝑡 − 2 =  
1 𝑡 − 2 ≥ 0
0 𝑡 − 2 < 0

 

↓ 

𝑢 𝑡 − 2 =  
1 𝑡 ≥ 2
0 𝑡 < 2
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𝑢 𝑡 , 𝑡 ∈ −1,5  

𝑢 𝑡 − 2 , 𝑡 ∈ −1,5  

Χρονική μετάθεση σήματος προς τα 
δεξιά 
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𝑢 𝑡 =  
1 𝑡 ≥ 0
0 𝑡 < 0

 𝑢 𝑡 + 2 =  
1 𝑡 + 2 ≥ 0
0 𝑡 + 2 < 0

 

↓ 

𝑢 𝑡 + 2 =  
1 𝑡 ≥ −2
0 𝑡 < −2
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𝑢 𝑡 , 𝑡 ∈ −1,5  

𝑢 𝑡 + 2 , 𝑡 ∈ −5,5  

Χρονική μετάθεση σήματος προς τα 
αριστερά 
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𝒖 𝒕 + 𝟐  𝒖 𝒕 − 𝟐  
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Ορθογώνιος παλμός (rectangle or rectangular or 
rect or Pi or gate or unit pulse function) 



 

Αριστοτέλειο    
Πανεπιστήμιο    
Θεσσαλονίκης  

Κλασσική Θεωρία Ελέγχου 
Τμήμα Μαθηματικών 

𝑝𝜏 𝑡 =  
1 −

𝜏

2
≤ 𝑡 ≤

𝜏

2

0 𝑡 < −
𝜏

2
 𝑜𝑟 𝑡 >

𝜏

2
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Ορθογώνιος παλμός χρονικής 
διάρκειας τ (1) 
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𝑝𝜏 𝑡 − 𝑘 =  
1 −

𝜏

2
≤ 𝑡 − 𝑘 ≤

𝜏

2

0 𝑡 − 𝑘 < −
𝜏

2
 𝑜𝑟 𝑡 − 𝑘 >

𝜏

2

 

↓ 

𝑝𝜏 𝑡 − 𝑘 =  
1 −

𝜏

2
+ 𝑘 ≤ 𝑡 ≤

𝜏

2
+ 𝑘

0 𝑡 < −
𝜏

2
+ 𝑘 𝑜𝑟 𝑡 >

𝜏

2
+ 𝑘

 

↓ 

𝑝𝜏 𝑡 − 𝑘 = 𝑢 𝑡 +
𝜏

2
− 𝑘 − 𝑢 𝑡 −

𝜏

2
− 𝑘  
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Ορθογώνιος παλμός χρονικής 
διάρκειας τ (2) 
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𝒓 𝒕 =  
𝒕 𝒕 ≥ 𝟎
𝟎 𝒕 < 𝟎

 

𝑡 ≥ 0 

 𝑢 𝜏 𝑑𝜏
𝑡

−∞

= 

=  𝑢 𝜏 𝑑𝜏
0

−∞

+  𝑢 𝜏 𝑑𝜏
𝑡

0

=  0𝑑𝜏
0

−∞

+  1𝑑𝜏
𝑡

0

= 0 + 𝑡 = 𝑡 
𝑡 < 0 

 𝑢 𝜏 𝑑𝜏
𝑡

−∞

=  0𝑑𝜏
𝑡

−∞

= 0 

 

 

𝑟 𝑡 =  𝑢 𝜏 𝑑𝜏
𝑡

−∞

 

↓ 
𝑑𝑟 𝑡

𝑑𝑡
= 𝑢 𝑡  
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Μοναδιαία συνάρτηση ανωφέρειας  
(unit ramp function) (1) 
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𝒓 𝒕 =  
𝒕 𝒕 ≥ 𝟎
𝟎 𝒕 < 𝟎

 

𝑝1 𝑡 = 𝑢 𝑡 +
1

2
− 𝑢 𝑡 −

1

2

=  
1 −

1

2
≤ 𝑡 ≤

1

2

0 𝑡 <
1

2
 𝑜𝑟 𝑡 >

1

2

 

𝑝1 𝑡 −
1

2
= 𝑢 𝑡 − 𝑢 𝑡 − 1

=  
1 0 ≤ 𝑡 ≤ 1
0 𝑡 < 0 𝑜𝑟 𝑡 > 1

 

𝑟 𝑡 𝑝1 𝑡 −
1

2
=  

𝑡 0 ≤ 𝑡 ≤ 1
0 𝑡 < 0 𝑜𝑟 𝑡 > 1
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(unit ramp function) (2) 
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𝒓 𝒕 − 𝟏 =  
𝒕 − 𝟏 𝒕 ≥ 𝟏

𝟎 𝒕 < 𝟏
 

𝑝1 𝑡 = 𝑢 𝑡 +
1

2
− 𝑢 𝑡 −

1

2

=  
1 −

1

2
≤ 𝑡 ≤

1

2

0 𝑡 <
1

2
 𝑜𝑟 𝑡 >

1

2

 

𝑝1 𝑡 −
3

2
= 𝑢 𝑡 − 1 − 𝑢 𝑡 − 2

=  
1 1 ≤ 𝑡 ≤ 2
0 𝑡 < 1 𝑜𝑟 𝑡 > 2

 

𝑟 𝑡 − 1 𝑝1 𝑡 −
3

2
=  

𝑡 1 ≤ 𝑡 ≤ 2
0 𝑡 < 1 𝑜𝑟 𝑡 > 2
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Μοναδιαία συνάρτηση ανωφέρειας  
(unit ramp function) (3) 
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𝑟 𝑡 𝑝1 𝑡 −
1

2

=  
𝑡 0 ≤ 𝑡 ≤ 1
0 𝑡 < 0 𝑜𝑟 𝑡 > 1

 

𝑟 𝑡 − 1 𝑝1 𝑡 −
3

2

=  
𝑡 1 ≤ 𝑡 ≤ 2
0 𝑡 < 1 𝑜𝑟 𝑡 > 2

 

1 − 𝑟 𝑡 − 1 𝑝1 𝑡 −
3

2

=  
1 − 𝑡 1 ≤ 𝑡 ≤ 2

0 𝑡 < 1 𝑜𝑟 𝑡 > 2
 

16 

3 2 1 0 1 2 3

0.5

1.0

1.5

2.0

3 2 1 0 1 2 3

0.5

1.0

1.5

2.0

Μοναδιαία συνάρτηση ανωφέρειας  
(unit ramp function) (4) 
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𝜑2 𝑡 − 1 = 𝑟 𝑡 𝑝1 𝑡 −
1

2
+ 1 − 𝑟 𝑡 − 1 𝑝1 𝑡 −

3

2

=  
0 𝑡 < 0 𝑜𝑟 𝑡 > 2
𝑡 0 ≤ 𝑡 ≤ 1

2 − 𝑡 1 ≤ 𝑡 ≤ 2
 

 

 

 

𝜑2 𝑡 − 1 =  
0 𝑡 − 1 > 1

1 − 𝑡 − 1 𝑡 − 1 < 1
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Τριγωνικός Παλμός  
(unit ramp function) (1) 
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 𝜑𝜏 𝑡 =

0 𝑡 < −
𝜏

2
 𝑜𝑟 𝑡 >

𝜏

2

1 +
2𝑡

𝜏
−

𝜏

2
≤ 𝑡 ≤ 0

1 −
2𝑡

𝜏
0 ≤ 𝑡 ≤

𝜏

2

 

 𝜑𝜏 𝑡 =  
0 𝑡 >

𝜏

2

1 −
2 𝑡

𝜏
𝑡 ≤

𝜏

2
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Τριγωνικός Παλμός  
(unit ramp function) (2) 
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Παράδειγμα 1 

𝑥 𝑡 =  

2𝑡 + 1 0 ≤ 𝑡 < 1
1 1 ≤ 𝑡 ≤ 2

−𝑡 + 3 2 ≤ 𝑡 ≤ 3
0 3 < 𝑡
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𝑥 𝑡 = 2𝑡 + 1 𝑢 𝑡 − 𝑢 𝑡 − 1 + 1 𝑢 𝑡 − 1 − 𝑢 𝑡 − 2 + 
+ −𝑡 + 3 𝑢 𝑡 − 2 − 𝑢 𝑡 − 3  

𝑥 𝑡 = 2𝑡 + 1 𝑢 𝑡 − 2𝑡𝑢 𝑡 − 1 + −𝑡 + 2 𝑢 𝑡 − 2 + 𝑡 − 3 𝑢 𝑡 − 3  
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Σήματα ορισμένα ανά διαστήματα (1) 

𝑥 𝑡 =  

𝑥1 𝑡 , 𝑡1 ≤ 𝑡 < 𝑡2

𝑥2 𝑡 , 𝑡2 ≤ 𝑡 < 𝑡3

𝑥3 𝑡 𝑡 ≥ 𝑡3

 

𝑥 𝑡 = 𝑥1 𝑡 𝑢 𝑡 − 𝑡1 − 𝑢 𝑡 − 𝑡2

+ 𝑥2 𝑡 𝑢 𝑡 − 𝑡2 − 𝑢 𝑡 − 𝑡3 + 𝑥3 𝑡 𝑢 𝑡 − 𝑡3

= 𝑥1 𝑡 𝑢 𝑡 − 𝑡1 + 𝑥2 𝑡 − 𝑥1 𝑡 𝑢 𝑡 − 𝑡2

+ 𝑥3 𝑡 − 𝑥2 𝑡 𝑢 𝑡 − 𝑡3  

𝑥 𝑡 = 𝑓1 𝑡 𝑢 𝑡 − 𝑡1 + 𝑓2 𝑡 𝑢 𝑡 − 𝑡2 + 𝑓3 𝑡 𝑢 𝑡 − 𝑡3  

𝑓1 𝑡 = 𝑥1 𝑡  

𝑓2 𝑡 = 𝑥2 𝑡 − 𝑥1 𝑡  

𝑓3 𝑡 = 𝑥3 𝑡 − 𝑥2 𝑡  
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Σήματα ορισμένα ανά διαστήματα (2) 

𝑥 𝑡 = 𝑓1 𝑡 𝑢 𝑡 − 𝑡1 + 𝑓2 𝑡 𝑢 𝑡 − 𝑡2 + 𝑓3 𝑡 𝑢 𝑡 − 𝑡3  

𝑥 𝑡 =  

𝑓1 𝑡 , 𝑡1 ≤ 𝑡 < 𝑡2

𝑓1 𝑡 + 𝑓2 𝑡 , 𝑡2 ≤ 𝑡 < 𝑡3

𝑓1 𝑡 + 𝑓2 𝑡 + 𝑓3 𝑡 𝑡 ≥ 𝑡3

 

𝑥 𝑡 = 𝑓1 𝑡 𝑢 𝑡 − 𝑡1 − 𝑢 𝑡 − 𝑡2

+ 𝑓1 𝑡 + 𝑓2 𝑡 𝑢 𝑡 − 𝑡2 − 𝑢 𝑡 − 𝑡3

+ 𝑓1 𝑡 + 𝑓2 𝑡 + 𝑓3 𝑡 𝑢 𝑡 − 𝑡3 , 𝑡 ≥ 𝑡1 
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Σήματα ορισμένα ανά διαστήματα (3) 

 𝑓 𝑡 = 𝑡𝑢 𝑡 − 1 + 1 − 2𝑡 𝑢 𝑡 − 2 + 3𝑢 𝑡 − 3  

𝑓 𝑡 = 𝒕 𝒖 𝒕 − 𝟏 − 𝒖 𝒕 − 𝟐 + 𝑡𝑢 𝑡 − 2 + 1 − 2𝑡 𝑢 𝑡 − 2

+ 3𝑢 𝑡 − 3 = 
= 𝑡 𝑢 𝑡 − 1 − 𝑢 𝑡 − 2 + 1 − 𝑡 𝑢 𝑡 − 2 + 3𝑢 𝑡 − 3 = 

= 𝑡 𝑢 𝑡 − 1 − 𝑢 𝑡 − 2 + 𝟏 − 𝒕 𝒖 𝒕 − 𝟐 − 𝒖 𝒕 − 𝟑

+ 1 − 𝑡 𝑢 𝑡 − 3 + 3𝑢 𝑡 − 3 = 
= 𝑡 𝑢 𝑡 − 1 − 𝑢 𝑡 − 2 + 1 − 𝑡 𝑢 𝑡 − 2 − 𝑢 𝑡 − 3

+ 𝟒 − 𝒕 𝒖 𝒕 − 𝟑  

𝑓 𝑡 =  

0 𝑡 < 1
𝑡 1 ≤ 𝑡 < 2

1 − 𝑡 2 ≤ 𝑡 < 3
4 − 𝑡 𝑡 ≥ 3
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Κλασσική Θεωρία Ελέγχου 
Τμήμα Μαθηματικών 

Ημιτονοειδής συνάρτηση (1) 

 Α : εύρος της ημιτονοειδούς 
συνάρτησης (Amplitude) 

 ω=2πf η κυκλική συχνότητα σε 
rad/sec 

 f=1/T η συχνότητα σε Hz 
 T=περίοδος σε sec 
 φ=φάση της ημιτονοειδούς 

συνάρτησης  
 Α =1 
 ω=2πf=2 rad/sec και άρα f=1/π 

Hz 
 f=1/T η συχνότητα σε Hz 
 T=π sec 
 φ=0  

𝒇 𝒕 = 𝑨𝒔𝒊𝒏 𝝎𝒕 + 𝝋  
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Ημιτονοειδής συνάρτηση (2) 

 Α: εύρος της ημιτονοειδούς 
συνάρτησης (Amplitude) 

 ω=2πf η κυκλική (γωνιακή) 
συχνότητα (angular frequency) σε 
rad/sec 

 f=1/T η συχνότητα σε Hz (κύκλους 
ανά δευτερόλεπτο) 

 T=2π/ω περίοδος σε sec 
 φ=φάση της ημιτονοειδούς 

συνάρτησης (rad) 
 Α =1 
 ω=2πf=4 rad/sec και άρα f=2/π Hz 
 f=1/T η συχνότητα σε Hz 
 T=2π/4=π/2 sec 
 φ=0  

𝒇 𝒕 = 𝑨𝒔𝒊𝒏 𝝎𝒕 + 𝝋  
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Ημιτονοειδής συνάρτηση (3) 

 Α: εύρος της ημιτονοειδούς 
συνάρτησης (Amplitude) 

 ω=2πf η κυκλική (γωνιακή) 
συχνότητα (angular frequency) σε 
rad/sec 

 f=1/T η συχνότητα σε Hz (κύκλους 
ανά δευτερόλεπτο) 

 T=2π/ω περίοδος σε sec 
 φ=φάση της ημιτονοειδούς 

συνάρτησης (rad) 
 Α =1 
 ω=2πf=2 rad/sec και άρα f=1/π Hz 
 f=1/T η συχνότητα σε Hz 
 T=2π/2=π sec 
 φ=π/6  

𝒇 𝒕 = 𝑨𝒔𝒊𝒏 𝝎𝒕 + 𝝋  
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𝒇 𝒕 = 𝒆𝟐𝒕 𝒇 𝒕 = 𝒆−𝟐𝒕 
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𝒇 𝒕 = 𝒆𝒕 sin 𝑡  𝒇 𝒕 = 𝒆𝒕 sin 4𝑡  

𝒇 𝒕 = 𝒆−𝒕 sin 𝑡  𝒇 𝒕 = 𝒆−5𝒕 sin 𝑡  
𝒇 𝒕 = 𝒆−𝒕 sin 4𝑡  

Εκθετική συνάρτηση  
Παραδείγματα 
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 𝜑 0 =  𝛿 𝑡 𝜑 𝑡 𝑑𝑡
∞

−∞
 

 Δεν υπάρχει τοπικά 
ολοκληρώσιμη συνάρτηση 
που να την ικανοποιεί! 

 Ιδιότητα μετατόπισης 
(shifting property) 

 𝛿 𝜏 − 𝑡 𝜑 𝜏 𝑑𝜏
∞

−∞

 

𝑥 = 𝜏 − 𝑡
=

 𝛿 𝑥 𝜑 𝑥 + 𝑡 𝑑𝑥
∞

−∞

= 𝜑 0 + 𝑡 = 𝜑 𝑡  
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Μοναδιαία κρουστική συνάρτηση δ(t)  
(Dirac function ή καλύτερα functional) (1) 

Εικόνα 1 
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 𝜑 0 =  𝛿 𝑡 𝜑 𝑡 𝑑𝑡
∞

−∞
 

 Προσέγγιση 

𝜁 𝑡 =  
0 𝑡 ≥ 1

𝑒
1

𝑡2−1 𝑡 < 1
 

𝜁 𝑡/𝑎 =  
0 𝑡 ≥ 𝑎

𝑒
𝑎2

𝑡2−𝑎2 𝑡 < 𝑎
 

𝛾𝑎 𝑡 =
𝜁 𝑡/𝑎

 𝜁 𝑡/𝑎 𝑑𝑡
∞

−∞

, 𝑎 > 0 

𝜑 0 = lim
𝑎→0

 𝜸𝒂 𝒕 𝜑 𝑡 𝑑𝑡
∞

−∞
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Μοναδιαία κρουστική συνάρτηση δ(t)  
(Dirac function ή καλύτερα functional) (2) 

Εικόνα 2 
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 Προσέγγιση της 𝛿(𝑡) μέσω της 𝛾𝑎 𝑡 για 𝑎 = 0.25, 0.5, 1.0. 
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Μοναδιαία κρουστική συνάρτηση δ(t) 
(Dirac function ή καλύτερα functional) (3) 
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𝑑𝑢 𝑡

𝑑𝑡
= 𝛿 𝑡  
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Μοναδιαία κρουστική συνάρτηση δ(t) 
(Dirac function ή καλύτερα functional) (4) 



 

Αριστοτέλειο    
Πανεπιστήμιο    
Θεσσαλονίκης  

Κλασσική Θεωρία Ελέγχου 
Τμήμα Μαθηματικών 

 Προσέγγιση της 𝛿(1)(𝑡) μέσω της 𝛾𝛼
(1)

𝑡 για 𝑎 =
0.25, 0.5, 1.0. 
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Μοναδιαία κρουστική συνάρτηση δ(t) 
(Dirac function ή καλύτερα functional) (5) 
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 𝛿 𝑎𝑡 =
1

𝑎
𝛿 𝑡  

  𝜹 𝒂𝒕 𝜑 𝑡 𝑑𝑡
∞

−∞

𝑥 = 𝑎𝑡
=

𝑎 > 0
 

 𝛿 𝑥 𝜑
𝑥

𝑎

1

𝑎
𝑑𝑥

∞

−∞

= 

=
1

𝑎
 𝛿 𝑥 𝜑

𝑥

𝑎
𝑑𝑥

∞

−∞

= 

=
1

𝑎
𝜑

0

𝛼
=

1

𝛼
𝜑 0 = 

=
1

𝛼
 𝛿 𝑡 𝜑 𝑡 𝑑𝑡

∞

−∞

= 

=  
𝟏

𝜶
𝜹 𝒕 𝜑 𝑡 𝑑𝑡

∞

−∞

 

 

  𝜹 𝒂𝒕 𝜑 𝑡 𝑑𝑡
∞

−∞

𝑥 = 𝑎𝑡
=

𝒂 < 𝟎
 

 𝛿 𝑥 𝜑
𝑥

𝑎

1

𝑎
𝑑𝑥

∞

−∞

= 

= −
1

𝑎
 𝛿 𝑥 𝜑

𝑥

𝑎
𝑑𝑥

∞

−∞

= 

= −
1

𝑎
𝜑

0

𝛼
=

1

𝛼
𝜑 0 = 

= −
1

𝛼
 𝛿 𝑡 𝜑 𝑡 𝑑𝑡

∞

−∞

= 

=  −
𝟏

𝜶
𝜹 𝒕 𝜑 𝑡 𝑑𝑡

∞

−∞
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Μοναδιαία κρουστική συνάρτηση δ(t)  
Ιδιότητες (1) 
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 𝛿 −𝑡 = 𝛿 𝑡  ΑΡΤΙΑ 

  𝜹 −𝒕 𝜑 𝑡 𝑑𝑡
∞

−∞

𝑥 = −𝑡
=

 

= −  𝛿 𝑥 𝜑 −𝑥 𝑑𝑥
−∞

∞

 

=  𝛿 𝑥 𝜑 −𝑥 𝑑𝑥
∞

−∞

 

= 𝜑 −0 = 𝜑 0  

=  𝜹 𝒕 𝜑 𝑡 𝑑𝑡
∞

−∞

 

 𝛿 𝑎𝑡 =
1

𝑎
𝛿 𝑡 ⇒

𝛿 −1 𝑡 =
1

−1
𝛿 𝑡 =

𝛿 𝑡  
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Μοναδιαία κρουστική συνάρτηση δ(t)  
Ιδιότητες (2) 
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 Η πρώτη παράγωγος της βηματικής συνάρτησης είναι η 
𝛿(𝑡). 

𝑢 1 𝑡 = 𝛿 𝑡  

  𝑢 1 𝑡 𝜑 𝑡 𝑑𝑡
∞

−∞
=

𝑢 𝑡 𝜑 𝑡 −∞
∞ −  𝑢 𝑡 𝜑 1 𝑡 𝑑𝑡

∞

−∞
=

−  𝑢 𝑡 𝜑 1 𝑡 𝑑𝑡
∞

−∞
= −  𝜑 1 𝑡 𝑑𝑡

∞

0
= 𝜑 0 =

 𝛿 𝑡 𝜑 𝑡 𝑑𝑡
∞

−∞
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Μοναδιαία κρουστική συνάρτηση δ(t)  
Ιδιότητες (3) 
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 Κανονική παράγωγος (ordinary derivative) (προϋποθέτει 
συνέχεια). 

• 𝑥 1 𝑡1 =
𝑑𝑥 𝑡

𝑑𝑡
 
𝑡=𝑡1

= lim
ℎ→0

𝑥 𝑡1+ℎ −𝑥 𝑡1

ℎ
 

 Γενικευμένη παράγωγος (distributional derivative) (t1 
σημείο ασυνέχειας). 

• 𝑥 1 𝑡1 = 𝑥 1 𝑡1 + 𝑥 𝑡1
+ − 𝑥 𝑡1

− 𝛿 𝑡 − 𝑡1  

• 𝑢 1 0 = 𝑢 1 0 + 𝑢 0+ − 𝑢 0− 𝛿 𝑡 =

0 + 1 − 0 𝛿 𝑡 = 𝛿 𝑡  
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Γενικευμένη παράγωγος (1) 
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• 𝑓 𝑡 = 𝑢 𝑡 − 𝑢 𝑡 − 1 𝑡 +

2𝑢 𝑡 − 1  

• 𝑓 1 𝑡 = 𝑢 𝑡 − 𝑢 𝑡 − 1  

• 𝑓 1 𝑡 = 𝑢 𝑡 − 𝑢 𝑡 − 1 +

𝑓 1+ − 𝑓 1− 𝛿 𝑡 − 1 =

𝑢 𝑡 − 𝑢 𝑡 − 1 + 𝛿 𝑡 − 1  

37 

1 1 2 3

0.5

1.0

1.5

2.0

Γενικευμένη παράγωγος (2) 



 

Αριστοτέλειο    
Πανεπιστήμιο    
Θεσσαλονίκης  

Κλασσική Θεωρία Ελέγχου 
Τμήμα Μαθηματικών 

𝑥 𝑡 =  

2𝑡 + 1 0 ≤ 𝑡 < 1
1 1 ≤ 𝑡 ≤ 2

−𝑡 + 3 2 ≤ 𝑡 ≤ 3
0 3 < 𝑡
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Γενικευμένη παράγωγος (3) 
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 𝑥 𝑡 =  

2𝑡 + 1 0 ≤ 𝑡 < 1
1 1 ≤ 𝑡 ≤ 2

−𝑡 + 3 2 ≤ 𝑡 ≤ 3
0 3 < 𝑡

 

 Η κανονική παράγωγος του 𝑥 𝑡  για κάθε 𝑡 εκτός από 
𝑡 = 0,1,2,3 είναι  

2 𝑢 𝑡 − 𝑢 𝑡 − 1 − 𝑢 𝑡 − 2 − 𝑢 𝑡 − 3  
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Γενικευμένη παράγωγος (4) 
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Γενικευμένη παράγωγος (5) 

 𝑥 𝑡 =  

2𝑡 + 1 0 ≤ 𝑡 < 1
1 1 ≤ 𝑡 ≤ 2

−𝑡 + 3 2 ≤ 𝑡 ≤ 3
0 3 < 𝑡

 

 

 Η γενικευμένη παράγωγος του 
𝑥 𝑡 είναι 

2 𝑢 𝑡 − 𝑢 𝑡 − 1 −
𝑢 𝑡 − 2 − 𝑢 𝑡 − 3 +

𝑥 0+ − 𝑥 0− 𝛿 𝑡 +

𝑥 1+ − 𝑥 1− 𝛿 𝑡 − 1  
= 2 𝑢 𝑡 − 𝑢 𝑡 − 1

− 𝑢 𝑡 − 2 − 𝑢 𝑡 − 3
+ 𝛿 𝑡 − 2𝛿 𝑡 − 1  
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Το Έργο αυτό κάνει χρήση των ακόλουθων έργων: 
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Copyright Αριστοτέλειο Πανεπιστήμιο Θεσσαλονίκης, Νικόλαος 
Καραμπετάκης. «Κλασσική Θεωρία Ελέγχου. Ενότητα 2: Σήματα Συνεχούς 
Χρόνου». Έκδοση: 1.0. Θεσσαλονίκη 2014.  
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Το παρόν υλικό διατίθεται με τους όρους της άδειας χρήσης Creative Commons 
Αναφορά - Παρόμοια Διανομή [1] ή μεταγενέστερη, Διεθνής Έκδοση. Εξαιρούνται 
τα αυτοτελή έργα τρίτων π.χ. φωτογραφίες, διαγράμματα κ.λ.π., τα οποία 
εμπεριέχονται σε αυτό και τα οποία αναφέρονται μαζί με τους όρους χρήσης 
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Ο δικαιούχος μπορεί να παρέχει στον αδειοδόχο ξεχωριστή άδεια να 

χρησιμοποιεί το έργο για εμπορική χρήση, εφόσον αυτό του ζητηθεί.                
 

[1] http://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/  

Σημείωμα Αδειοδότησης 
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Αριστοτέλειο    
Πανεπιστήμιο    
Θεσσαλονίκης  

Κλασσική Θεωρία Ελέγχου 
Τμήμα Μαθηματικών 

Διατήρηση Σημειωμάτων 

Οποιαδήποτε αναπαραγωγή ή διασκευή του υλικού θα πρέπει 
να συμπεριλαμβάνει: 

 το Σημείωμα Αναφοράς 

 το Σημείωμα Αδειοδότησης 

 τη δήλωση Διατήρησης Σημειωμάτων 

 το Σημείωμα Χρήσης Έργων Τρίτων (εφόσον υπάρχει) 

μαζί με τους συνοδευόμενους υπερσυνδέσμους. 
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