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 Το παρόν εκπαιδευτικό υλικό υπόκειται σε άδειες χρήσης 
Creative Commons.  

 Για εκπαιδευτικό υλικό, όπως εικόνες, που υπόκειται σε 
άλλου τύπου άδειας χρήσης, η άδεια χρήσης αναφέρεται 
ρητώς.  

Άδειες Χρήσης 
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 Το παρόν εκπαιδευτικό υλικό έχει αναπτυχθεί στα πλαίσια του 
εκπαιδευτικού έργου του διδάσκοντα. 

 Το έργο «Ανοικτά Ακαδημαϊκά Μαθήματα στο Αριστοτέλειο 
Πανεπιστήμιο Θεσσαλονίκης» έχει χρηματοδοτήσει μόνο την 
αναδιαμόρφωση του εκπαιδευτικού υλικού.  

 Το έργο υλοποιείται στο πλαίσιο του Επιχειρησιακού 
Προγράμματος «Εκπαίδευση και Δια Βίου Μάθηση» και 
συγχρηματοδοτείται από την Ευρωπαϊκή Ένωση (Ευρωπαϊκό 
Κοινωνικό Ταμείο) και από εθνικούς πόρους. 

Χρηματοδότηση 
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Περιεχόμενα Ενότητας 

 Ιδιότητες συστημάτων. 

• Αιτιότητα (causality). 

• Χρονικά αναλλοίωτο σύστημα (time invariant). 

• Γραμμικό (linear). 

• Χωρίς μνήμη (memoryless). 

• Πεπερασμένης διάστασης (finite dimensional). 
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Σκοποί Ενότητας 

 Σκοπός της ενότητας είναι να παρουσιάσει βασικές 
ιδιότητες συστημάτων όπως αιτιότητα (causality), 
γραμμικότητα κ.λ.π. 
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Αιτιότητα (Causality) (1) 

 Ιδιότητα 1. Ένα σύστημα είναι αιτιατό (causal), εάν 𝑢 ⇝ 𝑦 
τότε, για οποιαδήποτε είσοδο 𝑢  για την οποία ισχύει 

𝑢 𝑡 = 𝑢 𝑡 , ∀0 ≤ 𝑡 < 𝑇 

για κάποια χρονικό διάστημα 𝑇 > 0, το σύστημα έχει 
(τουλάχιστον) μία έξοδο 𝑦  για την οποία ισχύει  

𝑦 𝑡 = 𝑦 𝑡 , ∀0 ≤ 𝑡 < 𝑇. 

“Η έξοδος πριν από την χρονική στιγμή 𝑡 δεν εξαρτάται από 
την είσοδο μετά την χρονική στιγμή 𝑡.” 
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Αιτιότητα (Causality) (2) 

Ορισμός: Ένα σύστημα  
𝑦 𝑡 = 𝐹𝑥 𝑡  

λέγεται αιτιατό αν, για κάθε χρονική στιγμή 𝑡0, η έξοδος 
𝑦 𝑡0  του συστήματος την χρονική στιγμή 𝑡0, εξαρτάται μόνο 
από την είσοδο 𝑥 𝑡0  μέχρι την χρονική στιγμή 𝑡0. 
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Αιτιότητα (Causality) (3) 
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Αιτιατό σύστημα 
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Αιτιότητα (Causality) (4) 
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Χρονικά αναλλοίωτο (Time invariance) 
(1) 

 Ιδιότητα 2. Ένα σύστημα είναι χρονικά αναλλοίωτο (time 
invariant) υπό την έννοια ότι, εάν 𝑢 ⇝ 𝑦 τότε, για κάθε 
𝑇 > 0, έχουμε 𝑢 ⇝ 𝑦   όπου  

𝑢 𝑡 = 𝑢 𝑡 + 𝑇 , ∀𝑡 ≥ 0, και 𝑦 𝑡 = 𝑦 𝑡 + 𝑇 , ∀𝑡 ≥ 0. 
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Χρονικά αναλλοίωτο (Time invariance) 
(2) 

 Ιδιότητα 2. Ένα σύστημα είναι χρονικά αναλλοίωτο υπό 
την έννοια ότι, εάν 𝑢 ⇝ 𝑦 τότε, για κάθε 𝑇 > 0, έχουμε 
𝑢 ⇝ 𝑦   όπου  

𝑢 𝑡 = 𝑢 𝑡 + 𝑇 , ∀𝑡 ≥ 0, και 𝑦 𝑡 = 𝑦 𝑡 + 𝑇 , ∀𝑡 ≥ 0. 

11 

Μη χρονικά αναλλοίωτο 



 

Αριστοτέλειο    
Πανεπιστήμιο    
Θεσσαλονίκης  

Κλασσική Θεωρία Ελέγχου 
Τμήμα Μαθηματικών 

Χρονικά αναλλοίωτο (Time invariance) 
(3) 

Έστω το σύστημα  

𝑦 𝑡 = 𝐹𝑥 𝑡 𝑡 = 𝑡𝑥 𝑡  

Η έξοδος σε είσοδο 𝑥 𝑡 : = 𝑥 𝑡 − 𝑡1  είναι 

𝐹𝑥 𝑡 = 𝑡𝑥 𝑡 = 𝑡𝑥 𝑡 − 𝑡1 ≠ 𝑡 − 𝑡1 𝑥 𝑡 − 𝑡1
= 𝑦 𝑡 − 𝑡1  

Μετατόπιση της εξόδου κατά 𝑡1 ≠ εξόδου για μετατόπιση 
της εισόδου κατά 𝑡1. 
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Γραμμικότητα (Linearity)  

Ορισμός: Ένα σύστημα  
𝑦 𝑡 = 𝐹𝑥 𝑡  

λέγεται  

• Προσθετικό αν για κάθε ζεύγος εισόδων 𝑥1 𝑡 , 𝑥2 𝑡 είναι 

 𝐹 𝑥1 + 𝑥2 𝑡 = 𝐹𝑥1 𝑡 + 𝐹𝑥2 𝑡  

• Ομογενές αν για κάθε 𝑎 ∈ ℝ είναι  

𝐹 𝑎𝑥 𝑡 − 𝑎 𝐹𝑥 𝑡  

• Γραμμικό αν είναι προσθετικό και ομογενές αν για κάθε 
𝑎, 𝑏 ∈ ℝ 

𝐹 𝑎𝑥1 + 𝑏𝑥2 𝑡 = 𝑎 𝐹𝑥1 𝑡 + 𝑏 𝐹𝑥2 𝑡  

13 



 

Αριστοτέλειο    
Πανεπιστήμιο    
Θεσσαλονίκης  

Κλασσική Θεωρία Ελέγχου 
Τμήμα Μαθηματικών 

Παράδειγμα 1  

Έστω σύστημα με σχέση εισόδου-εξόδου την  

𝑦 𝑡 =  𝑥 𝜏 𝑑𝜏
𝜏=𝑡

𝜏=0

. 

Το σύστημα είναι γραμμικό, επειδή για κάθε 𝑎, 𝑏 ∈ ℝ είναι  

 𝑎𝑥1 𝜏 + 𝑏𝑥2 𝜏 𝑑𝜏
𝜏=𝑡

𝜏=0

= 𝑎 𝑥1 𝜏 𝑑𝜏
𝜏=𝑡

𝜏=0

+ 𝑏 𝑥2 𝜏 𝑑𝜏
𝜏=𝑡

𝜏=0
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Παράδειγμα 2 

Έστω σύστημα με σχέση εισόδου-εξόδου την  
𝑦 𝑡 = 𝑥 𝑡 2 

Για 𝑎 ∈ ℝ η είσοδος είναι η 𝑎𝑥 𝑡  

Η έξοδος θα είναι η 𝑦 𝑡 = 𝑎2 𝑥 𝑡 2 και όχι η 𝑎 𝑥 𝑡 2  

Άρα το σύστημα δεν είναι ομογενές και άρα δεν είναι 
γραμμικό. 
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Δίχως μνήμη (Memoryless)  

Ορισμός: Ένα αιτιατό σύστημα  

𝑦 𝑡 = 𝐹𝑥 𝑡  

δεν έχει μνήμη, αν για κάθε 𝑡1, η έξοδος 𝑦 𝑡1  την χρονική 
στιγμή 𝑡1 εξαρτάται μόνο από την τιμή της εισόδου 𝑥(𝑡1) την 
χρονική στιγμή 𝑡1. 
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Παράδειγμα 3 (Δίχως μνήμη) 

Το σύστημα  

𝑦 𝑡 = 𝐾𝑥 𝑡 , 𝐾 ∈ ℝ 

δεν έχει μνήμη. 
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Με μνήμη (With memory) 

Ορισμός: Ένα αιτιατό σύστημα έχει μνήμη αν για κάθε 𝑡1 η 
έξοδος 𝑦 𝑡1  την χρονική στιγμή 𝑡1 εξαρτάται από τις τιμές 
της εισόδου 𝑥 𝑡  για 𝑡 μέσα σε ένα διάστημα μέχρι την 
χρονική στιγμή 𝑡1: 𝑡0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑡1. 
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Παράδειγμα 4 (με μνήμη) 

Το σύστημα με σχέση εισόδου-εξόδου την  

𝑦 𝑡 =  𝑥 𝜏 𝑑𝜏
𝜏=𝑡

𝜏=0

 

έχει μνήμη, διότι η έξοδος 𝑦 𝑡  εξαρτάται από τιμές της 
εισόδου 𝑥 𝜏  για 0 ≤ 𝜏 ≤ 𝑡. 
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Σύστημα με πεπερασμένη διάσταση 
(finite dimensional) 

Ορισμός: Ένα σύστημα  

𝑦 𝑡 = 𝐹𝑥 𝑡  

έχει πεπερασμένη διάσταση n, αν για κάποιους φυσικούς 

αριθμούς 𝑛 ≠ 0,𝑚 ≠ 0 η n-οστής τάξης παράγωγος 
𝑑𝑛𝑦 𝑡

𝑑𝑡𝑛  

είναι συνάρτηση των παραγώγων:  

𝑑𝑘𝑦 𝑡

𝑑𝑡𝑘
, 𝑘 = 0,1, … , 𝑛 − 1,

𝑑𝑗𝑥 𝑡

𝑑𝑡𝑗
, 𝑗 = 0,1, … ,𝑚  

Δηλαδή αν  
𝑑𝑛𝑦 𝑡

𝑑𝑡𝑛
= 𝑓 𝑦 𝑡 ,

𝑑𝑦 𝑡

𝑑𝑡
, … ,

𝑑𝑛−1𝑦 𝑡

𝑑𝑡𝑛−1
, 𝑥 𝑡 ,

𝑑𝑥 𝑡

𝑑𝑡
, … ,

𝑑𝑚𝑥 𝑡

𝑑𝑡𝑚
 

20 



 

Αριστοτέλειο    
Πανεπιστήμιο    
Θεσσαλονίκης  

Κλασσική Θεωρία Ελέγχου 
Τμήμα Μαθηματικών 

Παράδειγμα 5 (1) 

Έστω ότι η διαφορική εξίσωση του απλού εκκρεμούς  
𝑑2𝑦 𝑡

𝑑𝑡2
= −

𝑀𝑔𝑙

𝐼
𝑠𝑖𝑛𝑦 𝑡 +

𝐿

𝐼
𝑥 𝑡  

το σύστημα έχει διάσταση 𝑛 = 2. 
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Παράδειγμα 5 (2) 

Ενώ το σύστημα με σχέση εισόδου-εξόδου τη διαφορική 
εξίσωση  

𝑑𝑦 𝑡

𝑑𝑡
= 𝑎𝑦 𝑡 − 1 + 𝑥 𝑡  

δεν έχει πεπερασμένη διάσταση. 
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Σημείωμα Αναφοράς 

Copyright Αριστοτέλειο Πανεπιστήμιο Θεσσαλονίκης, Νικόλαος 
Καραμπετάκης. «Κλασσική Θεωρία Ελέγχου. Ενότητα 4: Ιδιότητες 
συστημάτων». Έκδοση: 1.0. Θεσσαλονίκη 2014.  

Διαθέσιμο από τη δικτυακή διεύθυνση:  

http://eclass.auth.gr/courses/OCRS432/ 
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Το παρόν υλικό διατίθεται με τους όρους της άδειας χρήσης Creative Commons 
Αναφορά - Παρόμοια Διανομή [1] ή μεταγενέστερη, Διεθνής Έκδοση. Εξαιρούνται 
τα αυτοτελή έργα τρίτων π.χ. φωτογραφίες, διαγράμματα κ.λ.π., τα οποία 
εμπεριέχονται σε αυτό και τα οποία αναφέρονται μαζί με τους όρους χρήσης 
τους στο «Σημείωμα Χρήσης Έργων Τρίτων».   

 

 

Ο δικαιούχος μπορεί να παρέχει στον αδειοδόχο ξεχωριστή άδεια να 

χρησιμοποιεί το έργο για εμπορική χρήση, εφόσον αυτό του ζητηθεί.                
 

[1] http://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/  

Σημείωμα Αδειοδότησης 
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Διατήρηση Σημειωμάτων 

Οποιαδήποτε αναπαραγωγή ή διασκευή του υλικού θα πρέπει 
να συμπεριλαμβάνει: 

 το Σημείωμα Αναφοράς 

 το Σημείωμα Αδειοδότησης 

 τη δήλωση Διατήρησης Σημειωμάτων 

 το Σημείωμα Χρήσης Έργων Τρίτων (εφόσον υπάρχει) 

μαζί με τους συνοδευόμενους υπερσυνδέσμους. 
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