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Άδειες Χρήσης 

• Το παρόν εκπαιδευτικό υλικό υπόκειται σε άδειες χρήσης 
Creative Commons.  

• Για εκπαιδευτικό υλικό, όπως εικόνες, που υπόκειται σε 
άλλου τύπου άδειας χρήσης, η άδεια χρήσης αναφέρεται 
ρητώς.  
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Χρηματοδότηση 

• Το παρόν εκπαιδευτικό υλικό έχει αναπτυχθεί στα πλαίσια του 
εκπαιδευτικού έργου του διδάσκοντα. 

• Το έργο «Ανοικτά Ακαδημαϊκά Μαθήματα στο Αριστοτέλειο 
Πανεπιστήμιο Θεσσαλονίκης» έχει χρηματοδοτήσει μόνο την 
αναδιαμόρφωση του εκπαιδευτικού υλικού.  

• Το έργο υλοποιείται στο πλαίσιο του Επιχειρησιακού 
Προγράμματος «Εκπαίδευση και Δια Βίου Μάθηση» και 
συγχρηματοδοτείται από την Ευρωπαϊκή Ένωση (Ευρωπαϊκό 
Κοινωνικό Ταμείο) και από εθνικούς πόρους. 
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Περιεχόμενα ενότητας 

1. Το θεώρημα των Radon-Nikodym. 

i. Απόλυτη συνέχεια και το Θεώρημα των Radon-Nikodym. 

2. Δυικότητα των 𝐿𝑝. 
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Σκοποί  ενότητας 

Στην ενότητα αυτή εισάγονται τα μιγαδικά μέτρα και 
αποδεικνύουμε το Θεώρημα των Radon-Nikodym που 
αποσαφηνίζει πλήρως την δομή τους. 

Στη συνέχεια αναφέρουμε την δυϊκότητα των 𝐿𝑝. 
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Μιγαδικά Μέτρα 

Ας είναι 𝕏,ℳ  μετρήσιμος, 𝜇 θετικό μέτρο και ℎ ∈ 𝐿1 𝜇 .  
Αν θέσουμε 

𝑣 𝐸 =  ℎ 𝑥 𝑑𝜇 𝑥
𝐸

, 𝐸 ∈ ℳ 

τότε μπορούμε να διαπιστώσουμε ότι  
1. 𝑣 𝐸 ∈ ℂ και 𝑣 𝐸 < ∞. 
2. 𝑣 ∅ = 0. 
3. 𝛼𝜈 𝛦 = 𝑈𝑗𝐸𝑗  𝜅𝛼𝜄 𝜏𝛼 𝐸𝑗  ξένα μεταξύ τους, τότε 

𝑣 𝐸 = 𝑣 𝐸𝑗
𝑗

 

και το ως άνω άθροισμα είναι απολύτως συγκλίνον. 
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Μιγαδικό μέτρο  

Γενικά μία μιγαδική συνάρτηση  

ℳ
𝑣
 ℂ 

λέγεται μιγαδικό μέτρο αν ικανοποιεί το (3), δηλαδή αν για 
κάθε διαμέριση (𝐸𝑗) του 𝛦 (δηλαδή 𝛦 = 𝑈𝑗𝐸𝑗  και τα 𝐸𝑗 ∈ ℳ 

ξένα μεταξύ τους) 

𝑣 𝐸 = 𝑣 𝐸𝑗
𝑗

, 

και το ως άνω άθροισμα είναι απολύτως συγκλίνον. 

Θα δώσουμε γρήγορα και χωρίς αποδείξεις, τις ιδιότητες των 
μιγαδικών μέτρων.  
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Κύμανση 

Χρειαζόμαστε την κύμανση 𝑣  ενός μιγαδικού μέτρου, που 
για κάθε 𝐸 ∈ ℳ, ορίζεται από τον τύπο  

𝑣 𝐸 = 𝑠𝑢𝑝 𝑣 𝐸𝑗
𝑗

, 

όπου το 𝑠𝑢𝑝 είναι επί όλων των διαμερίσεων 𝐸𝑗  του 𝛦. 

Προφανώς  

𝑣 𝐸 ≤ 𝑣 𝐸 , ∀𝐸 ∈ ℳ    (1) 

Πρόταση 1: Η κύμανση 𝑣  ενός μγαδικού μέτρου, είναι 
θετικό και πεπερασμένο μέτρο ( 𝑣 𝕏 < ∞).  

Από την Πρόταση 1 και την (1) συμπεραίνουμε ότι κάθε 
μιγαδικό μέτρο είναι πεπερασμένο. 
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Απολύτως συνεχή μέτρα 

Θα ξεκινήσουμε με μερικούς ορισμούς που μας είναι 
απαραίτητοι. 

Αν 𝜇 είναι ένα θετικό μέτρο επί του 𝕏,ℳ  και 𝜈 ένα 
μιγαδικό μέτρο, λέμε ότι το 𝜈 είναι απολύτως συνεχές ως 
προς το 𝜇 αν  

𝜇 𝛦 = 0 ⇒ 𝜈 𝛦 = 0. 

Γράφουμε  

𝜈 ≪ 𝜇. 

Έστω 𝜆 ένα μιγαδικό μέτρο και 𝛢 ∈ ℳ τ.ω. 

𝜆 𝛦 = 𝜆 𝛦 ∩ 𝛢  για κάθε 𝐸 ∈ ℳ. 
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Αμοιβαίως ιδιάζοντα μέτρα (1)  

Π.χ. αν 𝜆 = 𝛿𝑥0, τότε 𝐴 = 𝑥0 , ενώ αν  

𝜆 𝛦 =  𝒳𝛦 𝑥 𝑑𝜇 𝑥
1

0

, 

τότε 𝐴 = [0,1].  
Λέμε ότι η μάζα του 𝜆 είναι συγκεντρωμένη επί του 𝛢. Το 
μέτρο 𝜆 ζεί ουσιαστικά επί του 𝛢, αφού αν  

𝐸 ∩ 𝐴 = ∅ ⇒ 𝜆 𝛦 = 0. 
Αν τώρα δύο μιγαδικά μέτρα 𝜆 και 𝜈 έχουν την μάζα τους 
συγκεντρωμένη επί των Α και Β αντίστοιχα και 𝛢 ∩ 𝛣 = ∅, 
τότε λέμε πως τα μέτρα είναι αμοιβαίως ιδιάζοντα και 
γράφουμε  

𝜆 ⊥ 𝜈. 
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Αμοιβαίως ιδιάζοντα μέτρα (2)  

Παρατήρηση 1: Εύκολα μπορούμε να διαπιστώσουμε ότι  

1. αν 𝜆1 ≪ 𝜇 και 𝜆2 ⊥ 𝜇, τότε 𝜆1 ⊥ 𝜆2. 

2. αν 𝜆 ≪ 𝜇 και 𝜆 ⊥ 𝜇, τότε 𝜆 = 0. 

Το Θεώρημα των Radon-Nikodym που ακολουθεί 
αποσαφηνίζει πλήρως την δομή των μιγαδικών μέτρων. 
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Θεώρημα των Radon-Nikodym 

Θεώρημα:  Έστω 𝕏,ℳ  μετρήσιμος και 𝜇 θετικό και σ-
πεπερασμένο μέτρο. Αν 𝜆 είναι μιγαδικό μέτρο επί του 
𝕏,ℳ , τότε  

1. Υπάρχει μοναδικό ζευγάρι μιγαδικών μέτρων 𝜆𝛼 και 𝜆𝑠 
τ.ω. 

𝜆 = 𝜆𝛼 + 𝜆𝑠 

και 

 𝜆𝛼 ≪ 𝜇 ενώ 𝜆𝑠 ⊥ 𝜇. 

2. Υπάρχει μοναδική ℎ ∈ 𝐿1 𝜇  τ.ω. 

𝜆𝛼 𝛦 =  ℎ 𝑥 𝑑𝜇 𝑥
𝛦

.     2  
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Παρατηρήσεις  

Πρίν περάσουμε στην απόδειξη, ας κάνουμε μερικές 
παρατηρήσεις. 

Επειδή οι απλές συναρτήσεις είναι παντού πυκνές στον 𝐶0
∞, 

από την (2) συνάγεται ότι για κάθε 𝑓 ∈ 𝐶0
∞, 

 𝑓 𝑥 𝑑𝜆𝛼 𝑥 =  𝑓 𝑥 ℎ 𝑥 𝑑𝜇 𝑥  

ή  

𝑑𝜆𝛼 = ℎ𝑑𝜇, 

το οποίο και γράφουμε συμβολικά ως 

𝑑𝜆𝛼
𝑑𝜇
= ℎ. 
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Απόδειξη του Θεωρήματος των 
Radon-Nikodym (1) 

Παλαιότερα λέγαμε ότι η ℎ είναι η παράγωγος Radon-
Nikodym του 𝜆𝛼 ως προς 𝜇. Σήμερα λέμε πως το 𝜆𝛼 έχει 
πυκνότητα ℎ ως προς το μ. 
Για την απόδειξη θα χρειαστούμε τα παρακάτω Λήμματα. 
Λήμμα 1 (Μέσος όρος συνάρτησης): Έστω 𝜇 πεπερασμένο 
και θετικό μέτρο και 𝑓 ∈ 𝐿1 𝜇 . Αν για κάθε μετρήσιμο 𝛦, ο 
μέσος όρος  

𝑀𝐸 𝑓 =
1

𝜇 𝛦
 𝑓 𝑥 𝑑𝜇 𝑥
𝛦

, 

ικανοποιεί 𝑀𝐸 𝑓 ≤ 𝑎, 
τότε και  

𝑓 𝑥 ≤ 𝑎, 𝜎. 𝜋. 
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Απόδειξη του Θεωρήματος των 
Radon-Nikodym (2) 

Λήμμα 2: Αν το 𝜇 είναι θετικό και σ-πεπερασμένο, τότε 
υπάρχει 𝑤 ∈ 𝐿1 𝜇  τ.ω. 

0 < 𝑤 𝑥 < 1 για κάθε 𝑥. 
Απόδειξη [Radon-Nikodym]: Θα ακολουθήσουμε την 
απόδειξη του von Neumann που μας δίνει το 1. και το 2. του 
Θεωρήματος συγχρόνως. Η μοναδικότητα των 𝜆𝛼 και 𝜆𝑠 είναι 
εύκολη και αφήνεται ως άσκηση. Το ουσιαστικό και δύσκολο 
κομμάτι της απόδειξης είναι η ύπαρξη της ℎ.  
• Βήμα 1: Υποθέτουμε ότι το 𝜆 είναι θετικό και 

πεπερασμένο. 
Ορίζουμε το μέτρο  

𝜑 = 𝜆 + 𝑤𝜇, 
όπου η 𝑤 είναι η συνάρτηση του Λήμματος 2. 
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Απόδειξη [Radon-Nikodym] (1) 

Το 𝜑 είναι θετικό και πεπερασμένο. Παρατηρούμε ότι για 
κάθε 𝑓 ∈ 𝐿2 𝜑  έχουμε 

 𝑓𝑑𝜆 ≤  𝑓 𝑑𝜆 =  𝑓 𝑑𝜑 − 𝑓 𝑤𝑑𝜇 ≤  𝑓 𝑑𝜑

≤  𝑓 2𝑑𝜑

1
2

 12𝑑𝜑

1
2

=  𝑓 2𝑑𝜑

1
2

𝜑 𝕏
1
2

= 𝑓 𝐿2 𝜑 𝜑 𝕏
1
2 < ∞. 

Άρα η αντιστοιχία  
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Απόδειξη [Radon-Nikodym] (2) 

𝐿2 𝜑  ℂ

𝑓 ⇝ 𝛷 𝑓 =  𝑓𝑑𝜆 , 

είναι συνεχής.  

Συνεπώς υπάρχει μοναδική 𝑔 ∈ 𝐿2 𝜑  τ.ω. 

𝛷 𝑓 = 𝑓, 𝑔 𝐿2 𝜑  

ή 

 𝑓𝑑𝜆 =  𝑓𝑔𝑑𝜑 .  3  
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Απόδειξη [Radon-Nikodym] (3) 

Τώρα, για 𝑓 = 𝒳𝐸, η (3) γράφεται ως  

 𝑑𝜆
𝐸

=  𝑔𝑑𝜑
𝐸

⇒  𝑔𝑑𝜑
𝐸

= 𝜆 𝛦 . 

Άρα 

1

𝜑 𝛦
 𝑔𝑑𝜑
𝐸

=
𝜆 𝛦

𝜑 𝛦
≤ 1, 

και από το Λήμμα του μέσου όρου έπεται ότι 

0 ≤ 𝑔 𝑥 ≤ 1, 𝜎. 𝜋. 

Θέτουμε  

𝐴 = 𝑥: 0 ≤ 𝑔 𝑥 < 1 , 𝐵 = 𝑥: 𝑔 𝑥 = 1 ,  
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Απόδειξη [Radon-Nikodym] (4) 

και ορίζουμε τα μέτρα   

𝜆𝛼 𝐸 = 𝜆 𝐸 ∩ 𝐴  𝜅𝛼𝜄 𝜆𝑠 𝐸 = 𝜆 𝐸 ∩ 𝐵  

Ξαναγράφουμε την (3) ως εξής  

 𝑓𝑑𝜆 =  𝑓𝑔𝑑𝜑 =  𝑓𝑔𝑑𝜆 +  𝑓𝑔𝑤𝑑𝜇 

ή 

 𝑓 1 − 𝑔 𝑑𝜆 =  𝑓𝑔𝑤𝑑𝜇 .  4  

Αν 𝑓 = 𝒳𝐵, τότε 𝒳𝐵 𝑥 1 − 𝑔 𝑥 = 0 αφού 𝑔 𝑥 = 1 επί 
του 𝛣, και η (4) δίνει  
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Απόδειξη [Radon-Nikodym] (5) 

 𝒳𝐵 𝑥 1 − 𝑔 𝑥 𝑑𝜆 𝑥 = 0 =  𝑤 𝑥 𝑑𝜇 𝑥
𝛣

. 

Άρα  

𝜇 𝛣 = 0 𝛼𝜑𝜊ύ 𝑤 𝑥 ∈ 0,1 . 

Έπεται λοιπόν ότι  

𝜆𝑠 ⊥ 𝜇. 

Αν τώρα στην (4) διαλέξω για  

𝑓 𝑥 = 1 + 𝑔 𝑥 +⋯+ 𝑔 𝑥 𝑛 𝒳𝐸 , 𝐸 ∈ ℳ, 

προκύπτει ότι  
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Απόδειξη [Radon-Nikodym] (6) 

 1 − 𝑔 𝑥 𝑛 𝑑𝜆(𝑥)
𝐸

=  1 + 𝑔 𝑥 +⋯+ 𝑔 𝑥 𝑛 𝑔 𝑥 𝑤 𝑥 𝑑𝜇 𝑥
𝛦

 

ή  

 1 − 𝑔 𝑥 𝑛 𝑑𝜆(𝑥)
𝐸∩𝐴

=  1 + 𝑔 𝑥 +⋯+ 𝑔 𝑥 𝑛 𝑔 𝑥 𝑤 𝑥 𝑑𝜇 𝑥
𝛦

, (5) 

αφού 𝑔 𝑥 = 1 επί του 𝛣. 
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Απόδειξη [Radon-Nikodym] (7) 

Τώρα, επί του 𝛢, 0 ≤ 𝑔 𝑥 < 1 και συνεπώς 

1 − 𝑔 𝑥 𝑛
𝑛 ∞
1. 

Από την κυριαρχούμενη σύγκλιση, έχουμε ότι  

 1 − 𝑔 𝑥 𝑛 𝑑𝜆(𝑥)
𝐸∩𝐴

𝑛 ∞
 𝑑𝜆(𝑥)
𝐸∩𝐴

= 𝜆𝛼 𝐸 .   6  

Τέλος, 

1 + 𝑔 𝑥 +⋯+ 𝑔 𝑥 𝑛 𝑔 𝑥 𝑤 𝑥 ↗ ℎ 𝑥  

και από τις (5) και (6) συμπεραίνουμε ότι  

𝜆𝛼 𝐸 =  ℎ 𝑥 𝑑𝜇 𝑥
𝛦

. 
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Απόδειξη [Radon-Nikodym] (8) 

΄Ομως ℎ 𝑥 ≥ 0 και παίρνοντας 𝐸 = 𝕏 στην παραπάνω 
σχέση έχουμε ότι 

∞ > 𝜆𝛼 𝐴 = 𝜆𝛼 𝕏 =  ℎ 𝑥 𝑑𝜇 𝑥
𝕏

 

άρα ℎ ∈ 𝐿1 𝜇 . 
• Βήμα 2. Γενική περίπτωση: 𝜆 μιγαδικό μέτρο 
Γράφουμε  

𝜆 = 𝜆1 + 𝑖𝜆2 
με 𝜆1 και 𝜆2 πραγματικά και φραγμένα μέτρα. Στην συνέχεια, 
με την βοήθεια της κύμανσης γράφουμε το 𝜆1 ως διαφορά 
θετικών μέτρων (ακριβώς όπως και στην περίπτωση των 
συναρτήσεων) 
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Απόδειξη [Radon-Nikodym] (9) 

𝜆1 = 𝜆1
+ − 𝜆1

−, 

όπου 

𝜆1
+ =
1

2
𝜆1 + 𝜆1  𝜅𝛼𝜄 𝜆1

− =
1

2
𝜆1 − 𝜆1  

και αντιστοίχως για το 𝜆2. Κατόπιν, εφαρμόζουμε το Βήμα 1. 
για τα 𝜆1

+…. 
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Δυϊκότητα των 𝑳𝒑 (1) 

Μία από τις πιο ενδιαφέρουσες εφαρμογές του Θεωρήματος 
των Radon-Nikodym στην Ανάλυση είναι η δυϊκότητα των 𝐿𝑝. 

Ας είναι 𝕏,ℳ  μετρήσιμος και 𝜇 ένα θετικό μέτρο. Αν τα 

𝑝, 𝑞 ∈ [1,∞] είναι συζυγείς, αν δηλαδή 
1

𝑝
+
1

𝑞
= 1, και 𝑔 ∈ 𝐿𝑞, 

τότε για κάθε 𝑓 ∈ 𝐿𝑝, το ολοκλήρωμα  

 𝑓 𝑥 𝑔 𝑥 𝑑𝜇 𝑥
𝕏

≔ 𝛷𝑔 𝑓  

είναι πεπερασμένο, αφού από την ανισότητα Hӧlder έχουμε  

 𝑓 𝑥 𝑔 𝑥 𝑑𝜇 𝑥
𝕏

≤ 𝑓 𝑝 𝑔 𝑞 < ∞. 
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Δυϊκότητα των 𝑳𝒑 (2) 

Συνεπώς, η 𝑓  𝛷𝑔 𝑓  είναι ένα συνεχές και γραμμικό 

συναρτησοειδές επί του 𝐿𝑝, δηλαδή ένα στοιχείο του δυϊκού 
𝐿𝑝 ′ του 𝐿𝑝. 

Στην ειδική περίπτωση 𝑝 = 𝑞 = 2, και μόνο σε αυτήν, ο 𝐿2 
είναι χώρος Hilbert, και είναι γνωστό από την Συναρτησιακή 
Ανάλυση ότι κάθε χώρος Hilbert είναι ισόμορφος με τον δυϊκό 
του. Άρα  

𝐿2 ′ = 𝐿2. 

Μάλιστα, αν 𝛷 ∈ 𝐿2 ′, τότε υπάρχει μοναδική 𝑔 ∈ 𝐿2 τ.ω. 

𝛷 𝑓 =  𝑓 𝑥 𝑔 𝑥 𝑑𝜇 𝑥
𝕏

, ∀𝑓 ∈ 𝐿2. 
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Δυϊκότητα των 𝑳𝒑 (3) 

Το ερώτημα λοιπόν είναι εύλογο: Μήπως όλα τα συνεχή 
συναρτησοειδή του 𝐿𝑝 δίδονται από ένα 𝑔 ∈ 𝐿𝑞, δηλαδή για 
κάθε 𝛷 ∈ 𝐿𝑝 ′ υπάρχει μοναδική 𝑔 ∈ 𝐿𝑞 τ.ω. 

𝛷 𝑓 = 𝛷𝑔 𝑓 =  𝑓 𝑥 𝑔 𝑥 𝑑𝜇 𝑥
𝕏

, ∀𝑓 ∈ 𝐿𝑝 ? 

Αν έτσι είναι τα πράγματα, τότε συμπεραίνουμε πως  

𝐿𝑝 ′ = 𝐿𝑞 . 

Το Θεώρημα που ακολουθεί μας λέει πως τα πράγματα είναι 
έτσι όταν 𝑝 ∈ [1,∞] και όταν το μέτρο είναι σ-πεπερασμένο. 
Χάνουμε μόνο την περίπτωση 𝑝 = ∞ όπου έχουμε τον 
𝐿1 ⊊ (𝐿∞)′. 
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Δυϊκότητα των 𝑳𝒑 (4) 

Παράδειγμα 1: Αν 𝕏 = [0,1] και 𝜇 είναι το μέτρο του 
Lebesgue, τότε η Dirac 𝛿0 ∈ (𝐿

∞)′ αλλά δεν παράγεται από 
τον 𝐿1, δηλαδή δεν υπάρχει 𝑔 ∈ 𝐿1 τ.ω. 𝛿0 = 𝛷𝑔. 

Απόδειξη: Για κάθε 𝑓 ∈ 𝐿∞, 

𝛿0 𝑓 = 𝑓 0 , 

άρα 

𝛿0 𝑓 ≤ 𝑠𝑢𝑝 𝑓 𝑥 = 𝑓 ∞ ⇒ 𝛿0 ∈ 𝐿
∞ ′. 

Έστω τώρα ότι υπάρχει 𝑔 ∈ 𝐿1 τ.ω. 𝛿0 = 𝛷𝑔 δηλαδή 

𝛿0 𝑓 = 𝑓 0 =  𝑓 𝑥 𝑔 𝑥 𝑑𝜇 𝑥
[0,1]

. 
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Δυϊκότητα των 𝑳𝒑 (5) 

Αν  

𝑓𝑛 𝑥 =  
1 − 𝑛𝑥, 𝛼𝜈 0 ≤ 𝑥 ≤

1

𝑛

0, 𝛼𝜈
1

𝑛
< 𝑥 ≤ 1,

 

τότε  

𝛿0 𝑓𝑛 = 1, ∀𝑛, 

ενώ από την Κυριαρχούμενη σύγκλιση έχουμε ότι  

 𝑓𝑛 𝑥 𝑔 𝑥 𝑑𝜇 𝑥
[0,1]

𝑛 ∞
0, 

άτοπο. 
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Δυϊκότητα των 𝑳𝒑 (6) 

Θεώρημα:  Έστω 𝕏,ℳ  μετρήσιμος και 𝜇 θετικό και σ-
πεπερασμένο μέτρο. Αν 𝛷 ∈ (𝐿𝑝)′, τότε υπάρχει μοναδική 
𝑔 ∈ 𝐿𝑞 τέτοια ώστε  

𝛷 𝑓 =  𝑓 𝑥 𝑔 𝑥 𝑑𝜇 𝑥
𝕏

, ∀𝑓 ∈ 𝐿𝑝. 

Άρα  
𝐿𝑝 ′ = 𝐿𝑞 

και επιπλέον η αντιστοιχία  
𝐿𝑝 ′  𝐿𝑞

𝛷 ⇝ 𝑔,
 

είναι ισομετρία, δηλαδή 
𝛷 = 𝑔 𝑞. 
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