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Άδειες Χρήσης 

• Το παρόν εκπαιδευτικό υλικό υπόκειται σε άδειες χρήσης 
Creative Commons.  

• Για εκπαιδευτικό υλικό, όπως εικόνες, που υπόκειται σε 
άλλου τύπου άδειας χρήσης, η άδεια χρήσης αναφέρεται 
ρητώς.  
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Χρηματοδότηση 

• Το παρόν εκπαιδευτικό υλικό έχει αναπτυχθεί στα πλαίσια του 
εκπαιδευτικού έργου του διδάσκοντα. 

• Το έργο «Ανοικτά Ακαδημαϊκά Μαθήματα στο Αριστοτέλειο 
Πανεπιστήμιο Θεσσαλονίκης» έχει χρηματοδοτήσει μόνο την 
αναδιαμόρφωση του εκπαιδευτικού υλικού.  

• Το έργο υλοποιείται στο πλαίσιο του Επιχειρησιακού 
Προγράμματος «Εκπαίδευση και Δια Βίου Μάθηση» και 
συγχρηματοδοτείται από την Ευρωπαϊκή Ένωση (Ευρωπαϊκό 
Κοινωνικό Ταμείο) και από εθνικούς πόρους. 
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Περιεχόμενα ενότητας 

1. Το θεώρημα του Green. 

i. Διανυσματική μορφή του Green. 

ii. Το θεώρημα της απόκλισης στο επίπεδο. 
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Σκοποί  ενότητας 

Αποδεικνύεται το βασικό θεώρημα Green που σε ορισμένες 
περιπτώσεις, συνδέει το επικαμπύλιο ολοκλήρωμα με το 
διπλό ολοκλήρωμα, και το πόρισμα του δηλαδή το θεώρημα 
της απόκλισης.  
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Θεώρημα του Green (1) 

Το ακόλουθο θεώρημα είναι το κεντρικό θεώρημα των 
επικαμπύλιων ολοκληρωμάτων. 

Θεώρημα 1 (Green) Αν το χωρίο 𝐴 ⊂ ℝ3είναι τύπου 3 και 
𝑃, 𝑄: 𝐴 → ℝ είναι 𝐶1, τότε  

 𝑃𝑑𝑥 + 𝑄𝑑𝑦
𝜕𝐴

= 𝜕𝑥𝑄 − 𝜕𝑦𝑃 𝑑𝑥𝑑𝑦
𝐴

. 

Απόδειξη: Αρκεί να δείξουμε ότι 

 𝑃𝑑𝑥
𝜕𝐴

= − 𝜕𝑦𝑃𝑑𝑥𝑑𝑦
𝐴

, 1  

και 
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Θεώρημα του Green (2) 

 𝑄𝑑𝑦
𝜕𝐴

= 𝜕𝑥𝑄𝑑𝑥𝑑𝑦
𝐴

,           2  

Ας δείξουμε την (1) .Η (2) είναι παρόμοια. Κοιτάζουμε το 
Σχήμα 1 και παραμετρικοποιούμε το 𝜕𝐴 ως εξής: 

𝜕𝐴 = 𝛾1 + 𝛾2 + 𝛾3 + 𝛾4, 

όπου 

𝛾1 𝑡 = 𝑡, 𝜑1 𝑡 , 𝑡 ∈ 𝑎, 𝑏 , 

αφού η 𝛾1 είναι το γράφημα της 𝜑1. 
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Θεώρημα του Green (3) 
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Θεώρημα του Green (4) 

Στην συνέχεια, 
𝛾2 𝑡 = 𝑏, 𝑡 , 𝑡 ∈ 𝜑1 𝑏 , 𝜑2 𝑏 , 

και  

𝛾3
𝑜𝑝
𝑡 = 𝑡, 𝜑2 𝑡 , 𝑡 ∈ 𝑎, 𝑏  

Τέλος,  

𝛾3
𝑜𝑝
𝑡 = 𝑎, 𝑡 , 𝑡 ∈ 𝜑1 𝑏 , 𝜑2 𝑏 . 

Με Fubini έχουμε 

 𝜕𝑦𝑃𝑑𝑥𝑑𝑦
𝐴

=  𝑑𝑥
𝑏

𝑎

 𝜕𝑦𝑃 𝑥, 𝑦 𝑑𝑦
𝜑2 𝑥

𝜑1 𝑥

 

=  𝑃 𝑥, 𝜑2 𝑥 − 𝑃 𝑥, 𝜑1 𝑥 𝑑𝑥
𝑏

𝑎

, 3  
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Θεώρημα του Green (5) 

Από την παραμετρικοποίηση του συνόρου 𝜕𝐴 συνάγεται ότι  

 𝑃𝑑𝑥
𝜕𝐴

=  𝑃𝑑𝑥
𝛾1

+ 𝑃𝑑𝑥
𝛾2

+ 𝑃𝑑𝑥
𝛾3

+ 𝑃𝑑𝑥
𝛾4

 

=  𝑃𝑑𝑥
𝛾1

+ 𝑃𝑑𝑥
𝛾3

 𝑥′ 𝑡 = 0 𝜀𝜋𝜄 𝜏𝜔𝜈 𝛾2, 𝛾4  

=  𝑃 𝛾1 𝑡 𝑥
′ 𝑡 𝑑𝑡

𝑏

𝑎

− 𝑃 𝛾3 𝑡 𝑥
′ 𝑡 𝑑𝑡

𝑏

𝑎

 

=  𝑃 𝑡, 𝜑1 𝑡 𝑥
′ 𝑡 𝑑𝑡

𝑏

𝑎

− 𝑃 𝑡, 𝜑2 𝑡 𝑥
′ 𝑡 𝑑𝑡

𝑏

𝑎

 

= − 𝜕𝑦𝑃𝑑𝑥𝑑𝑦
𝐴

. 
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Θεώρημα του Green (6) 

Παράδειγμα 1: Αν 𝑃 𝑥, 𝑦 = 𝑥, 𝑄 𝑥, 𝑦 = 𝑦, και 𝛢 = 𝐷 0,1  , 
να γίνει επαλήθευση του Green.  

Λύση: Επί της περιφέρειας 𝜕𝐷 = 𝑆 0,1 , έχουμε 𝑥 = 𝜎𝜐𝜈𝑡 
και 𝑦 = 𝜂𝜇𝑡. Άρα  

 𝑃𝑑𝑥 + 𝑄𝑑𝑦
𝜕𝐷

=  𝑥 𝑡 𝑥′ 𝑡 𝑑𝑡
2𝜋

0

+ 𝑦 𝑡 𝑦′ 𝑡 𝑑𝑡
2𝜋

0

 

= − 𝜎𝜐𝜈𝑡 𝜂𝜇𝑡𝑑𝑡
2𝜋

0

+ 𝜂𝜇𝑡𝜎𝜐𝜈𝑡𝑑𝑡
2𝜋

0

= 0. 

Επίσης, 𝜕𝑥𝑄 𝑥, 𝑦 − 𝜕𝑦𝑃 𝑥, 𝑦 = 0, άρα 

 𝜕𝑥𝑄 − 𝜕𝑦𝑃 𝑑𝑥𝑑𝑦
𝐷

= 0. 
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Θεώρημα του Green (7) 

Παρατήρηση: Ο Green εφαρμόζεται σε μια κατηγορία χωρίων 
σαφώς μεγαλύτερη από αυτή των πεδίων τύπου 3. 
Εφαρμόζεται π.χ. σε χωρία που δεν είναι τύπου 3, αλλά 
διασπώνται σε τέτοια. Το κλασικό παράδειγμα είναι ο 
δακτύλιος του Σχ. 2.  
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Θεώρημα του Green (8) 

Παράδειγμα 2 (Εμβαδόν χωρίου): Αν 𝐴 ⊂ ℝ2, και ο Green 
εφαρμόζεται, τότε το εμβαδόν του δίνεται από το επικαμπύλιο 
ολοκλήρωμα  

𝐴 =
1

2
 𝑥𝑑𝑦 − 𝑦𝑑𝑥
𝜕𝐴

. 

Πράγματι, θέτοντας 𝑃 = −𝑦 και 𝑄 = 𝑥, έχουμε 

 𝑥𝑑𝑦 − 𝑦𝑑𝑥
𝜕𝐴

=  𝑄𝑑𝑦 + 𝑃𝑑𝑥
𝜕𝐴

= 

 𝜕𝑥𝑄 − 𝜕𝑦𝑃 𝑑𝑥𝑑𝑦
𝐴

= 

 1+ 1 𝑑𝑥𝑑𝑦
𝐴

= 2 𝐴 . 
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Θεώρημα του Green (9) 

Παράδειγμα 3: Αν 𝛢 είναι το υπο-κυκλοειδές  
𝑥3/2 + 𝑦3/2 = 1, 

του Σχ.3, τότε χρησιμοποιώντας την παραμετρικοποίηση  

𝑥 = 𝜎𝜐𝜈3𝑡 και 𝑦 = 𝜂𝜇3𝑡,   𝑡 ∈ 0,2𝜋  

να υπολογιστεί το εμβαδόν του. 
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Θεώρημα του Green (10) 

Λύση: Έχουμε 

𝐴 =
1

2
 𝑥𝑑𝑦 − 𝑦𝑑𝑥𝜕𝐴

=
1

2
 𝑥 𝑡 𝑦′ 𝑡 − 𝑦 𝑡 𝑥′ 𝑡 𝑑𝑡
2𝜋

0
= 

=  𝜎𝜐𝜈3𝑡 𝜂𝜇3𝑡 ′ − 𝜂𝜇3𝑡 𝜎𝜐𝜈3𝑡 ′ 𝑑𝑡
2𝜋

0

 

= 3 𝜎𝜐𝜈4𝑡 𝜂𝜇2𝑡 − 𝜂𝜇4𝑡𝜎𝜐𝜈2𝑡 𝑑𝑡
2𝜋

0

 

= 3 𝜎𝜐𝜈2𝑡𝜂𝜇2𝑡 𝜎𝜐𝜈2𝑡 + 𝜂𝜇2𝑡 𝑑𝑡
2𝜋

0

 

= 3 𝜎𝜐𝜈2𝑡𝜂𝜇2𝑡𝑑𝑡
2𝜋

0

=
3

8
𝜋, 

όπου το τελευταίο ολοκλήρωμα υπολογίζεται περνώντας π.χ. στα 
διπλάσια τόξα. 
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Διανυσματική μορφή του Green (1) 

Αν το 𝐹 = 𝑃𝑖 + 𝑄𝑗 είναι 𝐶1 και το χωρίο Α είναι καλό, τότε  

 𝐹
𝜕𝐴

= 𝑟𝑜𝑡𝐹, 𝑘 𝑑𝑥𝑑𝑦
𝐴

= 𝛻 × 𝐹, 𝑘 𝑑𝑥𝑑𝑦
𝐴

, 

όπου η περιστροφή ή η στροφή 𝑟𝑜𝑡𝐹 = 𝛻 × 𝐹, δίνεται ως 
γνωστόν από τον τύπο: 

𝑟𝑜𝑡𝐹 = 𝛻 × 𝐹 =

𝑖 𝑗 𝑘
𝜕𝑥 𝜕𝑦 𝜕𝑧
𝑃 𝑄 0

= 𝜕𝑧𝑄𝑖 + 𝜕𝑧𝑃𝑗 + 𝜕𝑥𝑄 − 𝜕𝑦𝑃 𝑘 = 𝜕𝑥𝑄 − 𝜕𝑦𝑃 𝑘, 

αφού τα 𝑃, 𝑄 είναι ανεξάρτητα του 𝑧.  
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Διανυσματική μορφή του Green (2) 

Συνεπώς 

𝛻 × 𝐹, 𝑘 = 𝜕𝑥𝑄 − 𝜕𝑦𝑃 𝑘, 𝑘 = 𝜕𝑥𝑄 − 𝜕𝑦𝑃. 

Άρα, από τον Green, 

 𝛻 × 𝐹, 𝑘 𝑑𝑥𝑑𝑦
𝐴

= 𝜕𝑥𝑄 − 𝜕𝑦𝑃 𝑑𝑥𝑑𝑦
𝐴

=  𝐹
𝜕𝐴

. 

Παράδειγμα 4:  Έστω 𝛢 το χωρίο του πρώτου τεταρτημορίου 
που φράσσεται από τις καμπύλες 𝑦 = 𝑥2 και 𝑦 = 𝑥 (Σχ.40), 
και 𝐹 = 𝑥𝑦2, 𝑥 + 𝑦 . 
1. Χρησιμοποιώντας διπλά ολοκληρώματα, να υπολογιστεί 

το 

𝐼 =  𝛻 × 𝐹, 𝑘 𝑑𝑥𝑑𝑦
𝐴

. 

17 



Αριστοτέλειο 
Πανεπιστήμιο 
Θεσσαλονίκης 

Λογισμός 4 

Τμήμα Μαθηματικών 

Διανυσματική μορφή του Green (3) 

2. Να υπολογιστεί το 𝐼 με τη βοήθεια του Green. 
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Διανυσματική μορφή του Green (4) 

Λύση: (1) Έχουμε 

𝛻 × 𝐹, 𝑘 = 1 − 2𝑥𝑦 , 

και 

 1− 2𝑥𝑦 𝑑𝑥𝑑𝑦
𝐴

=  𝑑𝑥
1

0

 1 − 2𝑥𝑦 𝑑𝑦
𝑥

𝑥2
 

=  𝑦 − 𝑥𝑦2
𝑦=𝑥2
𝑦=𝑥
𝑑𝑥

1

0

 

=  𝑥 − 𝑥2 − 𝑥3 − 𝑥5 𝑑𝑥
1

0

=
1

12
. 

(2) Έχουμε  
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 𝑟𝑜𝑡𝐹, 𝑘 𝑑𝑥𝑑𝑦
𝐴

=  𝐹
𝜕𝐴

=  𝑄𝑑𝑦 + 𝑃𝑑𝑥
𝛾1

+ 𝑄𝑑𝑦 + 𝑃𝑑𝑥
𝛾2
𝑜𝑝

 

=  𝑄𝑑𝑦 + 𝑃𝑑𝑥
𝛾1

− 𝑄𝑑𝑦 + 𝑃𝑑𝑥
𝛾2

, 

όπου 
𝛾1 𝑡 = 𝑥1 𝑡 , 𝑦1 𝑡 = 𝑡, 𝑡

2 , 
και 

𝛾2 𝑡 = 𝑥2 𝑡 , 𝑦2 𝑡 = 𝑡, 𝑡 , 
για 𝑡 ∈ 0,1 .  
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Διανυσματική μορφή του Green (6) 

Άρα 

 𝐹
𝜕𝐴

=  𝑥1 𝑡 + 𝑦1 𝑡 𝑦1
′ 𝑡 + 𝑥1 𝑡 𝑦1

2 𝑡 𝑥1
′ 𝑡 𝑑𝑡

1

0

− 

− 𝑥2 𝑡 + 𝑦2 𝑡 𝑦2
′ 𝑡 + 𝑥2 𝑡 𝑦2

2 𝑡 𝑥2
′ 𝑡 𝑑𝑡

1

0

= 

=  𝑡 + 𝑡2 2𝑡 + 𝑡𝑡4 𝑑𝑡
1

0

− 𝑡 + 𝑡 + 𝑡𝑡2 𝑑𝑡
1

0

 

=  𝑡5 + 𝑡3 + 2𝑡2 − 2𝑡 𝑑𝑡
1

0

=
1

6
+
1

4
+
2

3
− 1 =

1

12
. 
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Το θεώρημα της απόκλισης στο 
επίπεδο (1) 

Μία επαναδιατύπωση του θεωρήματος Green είναι το 
επόμενο θεώρημα της απόκλισης. Θυμίζουμε ότι η απόκλιση 
ενός πεδίου 𝐹 = 𝑃𝑖 + 𝑄𝑗 είναι η πραγματική συνάρτηση  

𝑑𝑖𝑣𝐹 = 𝜕𝑥𝑃 + 𝜕𝑦𝑄. 

Θεώρημα 1: Αν το 𝐹 = 𝑃𝑖 + 𝑄𝑗 είναι ένα 𝐶1 διανυσματικό 
πεδίο και το χωρίο 𝛢 είναι π.χ. ανοιχτό με 𝐶1 σύνορο, τότε 

 𝐹, 𝑛
𝜕𝐴

= 𝑑𝑖𝑣𝐹𝑑𝑥𝑑𝑦
𝐴

, 

όπου 𝑛 είναι η εξωτερική μοναδιαία κάθετος στο 𝜕𝐴 (Σχ.5) 
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Το θεώρημα της απόκλισης στο 
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Το θεώρημα της απόκλισης στο 
επίπεδο (3) 

Απόδειξη: Αν 𝛾 𝑡 = 𝑥 𝑡 , 𝑦 𝑡 , 𝑡 ∈ 0,1 , είναι μια 

παραμετρικοποίηση του συνόρου 𝜕𝐴, τότε η μοναδιαία 
κάθετος 𝑛 δίνεται ως γνωστόν από τον τύπο  

𝑛 𝑡 =
𝑦′ 𝑡 𝑖 − 𝑥′ 𝑡 𝑗

𝑥′ 𝑡 2 + 𝑦′ 𝑡 2
. 

Πράγματι,  

𝑛 𝑡 2 = 𝑛 𝑡 , 𝑛 𝑡 =
𝑦′ 𝑡 2 + 𝑥′ 𝑡 2

𝑥′ 𝑡 2 + 𝑦′ 𝑡 2
= 1 

και το 𝑛 𝑡  είναι κάθετο στην εφαπτομένη 𝛾’ 𝑡  της 
καμπύλης: 
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Το θεώρημα της απόκλισης στο 
επίπεδο (4) 

𝑛 𝑡 , 𝛾’ 𝑡

=
1

𝑥′ 𝑡 2 + 𝑦′ 𝑡 2
𝑦′ 𝑡 𝑖 − 𝑥′ 𝑡 𝑗, 𝑥′ 𝑡 𝑖 + 𝑦′ 𝑡 𝑗

= 0. 

Επομένως, από τον ορισμό έχουμε 

 𝐹, 𝑛
𝜕𝐴

=  𝐹, 𝑛 𝛾 𝑡 𝛾′ 𝑡 𝑑𝑡
1

0

 

=  
𝑃𝑦′ 𝑡 − 𝑄𝑥′ 𝑡

𝑥′ 𝑡 2 + 𝑦′ 𝑡 2

1

0

𝑥′ 𝑡 2 + 𝑦′ 𝑡 2𝑑𝑡 

=  𝑃𝑦′ 𝑡 − 𝑄𝑥′ 𝑡 𝑑𝑡
1

0

=  𝑃𝑑𝑦 − 𝑄𝑑𝑥
𝜕𝐴
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Το θεώρημα της απόκλισης στο 
επίπεδο (5) 

= 𝜕𝑦𝑃 + 𝜕𝑥𝑄 𝑑𝑥𝑑𝑦
𝐴

 

= 𝑑𝑖𝑣𝐹𝑑𝑥𝑑𝑦
𝐴

, 

όπου στο προτελευταίο ολοκλήρωμα χρησιμοποιήσαμε 
Green.  
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