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Άδειες Χρήσης 

• Το παρόν εκπαιδευτικό υλικό υπόκειται σε άδειες χρήσης 
Creative Commons.  

• Για εκπαιδευτικό υλικό, όπως εικόνες, που υπόκειται σε 
άλλου τύπου άδειας χρήσης, η άδεια χρήσης αναφέρεται 
ρητώς.  

2 



Αριστοτέλειο 
Πανεπιστήμιο 
Θεσσαλονίκης 

Λογισμός 4 

Τμήμα Μαθηματικών 

Χρηματοδότηση 

• Το παρόν εκπαιδευτικό υλικό έχει αναπτυχθεί στα πλαίσια του 
εκπαιδευτικού έργου του διδάσκοντα. 

• Το έργο «Ανοικτά Ακαδημαϊκά Μαθήματα στο Αριστοτέλειο 
Πανεπιστήμιο Θεσσαλονίκης» έχει χρηματοδοτήσει μόνο την 
αναδιαμόρφωση του εκπαιδευτικού υλικού.  

• Το έργο υλοποιείται στο πλαίσιο του Επιχειρησιακού 
Προγράμματος «Εκπαίδευση και Δια Βίου Μάθηση» και 
συγχρηματοδοτείται από την Ευρωπαϊκή Ένωση (Ευρωπαϊκό 
Κοινωνικό Ταμείο) και από εθνικούς πόρους. 
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Περιεχόμενα ενότητας 

1. Θεώρημα του Stokes. 

2. Συντηρητικά πεδία. 
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Σκοποί  ενότητας 

Στην ενότητα αυτή αποδεικνύεται το θεώρημα του Stokes και 
χαρακτηρίζονται τα συντηρητικά πεδία. 
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Το θεώρημα του Stokes (1) 

Ας είναι 𝑆 μία προσανατολισμένη και λεία επιφάνεια του ℝ3, 
και ας υποθέσουμε ότι το σύνορο της 𝜕𝑆 είναι κλειστή, απλή 
και λεία καμπύλη (Σχ.1) 
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Το θεώρημα του Stokes (2) 

Το θεώρημα του Stokes, που είναι ο καμπυλομένος Green, 
συνδέει το ολοκλήρωμα επί της 𝑆 της στροφής 𝑟𝑜𝑡𝐹 = 𝛻 × 𝐹 
ενός 𝐶1 διανυσματικού πεδίου 𝐹 με το ολοκλήρωμα του 
𝐹 επί του συνόρου 𝜕𝑆. 

Θεώρημα 1 (Stokes) Ας είναι 𝑆 και 𝐹 όπως παραπάνω. Τότε  

 𝐹
𝜕𝑆

= 𝑟𝑜𝑡𝐹
𝑆

, 1  

όπου ο προσανατολισμός του συνόρου 𝜕𝑆 είναι ο 
επαγόμενος προσανατολισμός από τον προσανατολισμό της 
επιφάνειας 𝑆. 
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Το θεώρημα του Stokes (3) 

Ένας πρακτικός τρόπος που μας επιτρέπει να προσδιορίζουμε 
τον επαγόμενο προσανατολισμό του συνόρου 𝜕𝑆, είναι ο 
ακόλουθος: Αν ένας παρατηρητής προχωρά κατά μήκος του 
συνόρου, με το μοναδιαίο κάθετο διάνυσμα να έχει την 
διεύθυνση του σώματος προς τα πάνω, τότε ακολουθεί τον 
θετικό προσανατολισμό του 𝜕𝑆 αν το εσωτερικό της 𝑆 
βρίσκεται στα αριστερά του (Σχ.1) 

Παράδειγμα 1: Αν 𝐹 = 𝑦𝑖 − 𝑥𝑗 + 𝑒𝑥𝑧𝑘, και 𝑆 είναι η 
επιφάνεια του σχήματος 2, δηλαδή μια σφαίρα (ή γενικότερα 
μια κλειστή επιφάνεια) που το σύνορο της είναι ο κύκλος 

𝑥2 + 𝑦2 = 1, να υπολογιστεί το  𝑟𝑜𝑡𝐹
𝑆

. 
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Το θεώρημα του Stokes (4) 
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Το θεώρημα του Stokes (5) 

Λύση: Από τον Stokes, αρκεί να υπολογίσουμε το  𝐹
𝜕𝑆

 που 

είναι πολύ πιο εύκολο. Έχουμε 

 𝐹
𝜕𝑆

=  𝐹 𝜎𝜐𝜈𝑡, 𝜂𝜇𝑡 , −𝜂𝜇𝑡, 𝜎𝜐𝜈𝑡 𝑑𝑡
2𝜋

0

 

=  𝜂𝜇𝑡, −𝜎𝜐𝜈𝑡 , −𝜂𝜇𝑡, 𝜎𝜐𝜈𝑡 𝑑𝑡
2𝜋

0

 

= − 𝜂𝜇2𝑡 + 𝜎𝜐𝜈2𝑡 𝑑𝑡
2𝜋

0

= −2𝜋 

Ας δικαιολογήσουμε τώρα αυτό που είπαμε στην αρχή της 
παραγράφου, ότι δηλαδή ο Stokes είναι ο καμπυλομένος 
Green. 
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Το θεώρημα του Stokes (6) 

Παρατήρηση 1: Αν η επιφάνεια 𝑆 είναι δισδιάστατη (δηλαδή 
είναι ένα χωρίο του ℝ2) και το πεδίο  

𝐹 𝑥, 𝑦 = 𝑃 𝑥, 𝑦 𝑖 + 𝑄 𝑥, 𝑦 𝑗 

είναι ανεξάρτητο του 𝑧, τότε η (1) δίνει τον Green: 

 𝐹
𝜕𝑆

= 𝜕𝑥𝑄 − 𝜕𝑦𝑃
𝑆

. 

Πράγματι, 

𝑟𝑜𝑡𝐹 =

𝑖 𝑗 𝑘
𝜕𝑥 𝜕𝑦 𝜕𝑧
𝑃 𝑄 0

= 𝜕𝑥𝑄 − 𝜕𝑦𝑃 𝑘, 

και η εξωτερική κάθετος στην επίπεδη επιφάνεια 𝑆 είναι το 𝑘.  
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Το θεώρημα του Stokes (7) 

Έτσι, από τον ορισμό του επί-επιφάνειου ολοκληρώματος 
έχουμε 

 𝑟𝑜𝑡𝐹
𝑆

= 𝜕𝑥𝑄 𝑥, 𝑦 − 𝜕𝑦𝑃 𝑥, 𝑦 𝑘, 𝑘 𝑑𝑥𝑑𝑦
𝑆

 

= 𝜕𝑥𝑄 𝑥, 𝑦 − 𝜕𝑦𝑃 𝑥, 𝑦 𝑑𝑥𝑑𝑦
𝑆

. 

Παρατήρηση 2: Αν το πεδίο 𝐹 είναι αστρόβιλο, δηλαδή αν 
𝑟𝑜𝑡𝐹 = 0, τότε από τον τύπο (1) έχουμε  

 𝐹
𝜕𝑆

= 𝑟𝑜𝑡𝐹
𝑆

= 0. 
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Το θεώρημα του Stokes (8) 

Παρατήρηση 3: Δεν θα δώσουμε την απόδειξη του 
θεωρήματος του Stokes όπως και του Gauss, που θα 
μελετήσουμε παρακάτω. Όπως αναφέραμε και στην 
εισαγωγή, δεν είναι τίποτε άλλο από την κατά παράγοντες 
ολοκλήρωση. 
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Συντηρητικά πεδία (1) 

Μια ενδιαφέρουσα εφαρμογή του Stokes είναι ο 
χαρακτηρισμός των συντηρητικών πεδίων που έχουν μεγάλη 
πέραση στην Φυσική. 

Στα επικαμπύλια ολοκληρώματα, είδαμε ότι ένα πεδίο 
κλίσεων 

𝐹 = 𝛻𝑓 

ικανοποιεί 

 𝐹
𝛾

=  𝛻𝑓
𝛾

= 𝑓 𝛾 1 − 𝑓 𝛾 0 , 

δηλαδή το ολοκλήρωμα είναι ανεξάρτητο του δρόμου, αφού 
εξαρτάται μόνο από τα άκρα της καμπύλης 𝛾. 
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Συντηρητικά πεδία (2) 

Τα πεδία κλίσεων είναι σημαντικά για την Φυσική. Συνήθως, 
το πεδίο 𝐹 είναι η δύναμη και η 𝑓 το δυναμικό. Π.χ. για την 
βαρύτητα, σε ένα σώμα μάζας 𝑚, η δύναμη που ασκείται 
είναι το βάρος του 

𝐹 = 𝑔
𝑚𝑀

𝑟3
𝑟 ,  

όπου 𝑔 είναι η παγκόσμια σταθερά της βαρύτητας και 𝑀 
είναι η μάζα της γής. Το δυναμικό είναι ίσο με  

𝑓 = −𝑔
𝑚𝑀

𝑟
, 

αφού 

𝛻𝑟−1 = −
𝑟 

𝑟3
. 
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Συντηρητικά πεδία (3) 

Το επόμενο θεώρημα χαρακτηρίζει τα πεδία που γράφονται σαν 
πεδία κλίσεων. 

Θεώρημα 2 (Συντηρητικά πεδία) Έστω 𝐹 ένα 𝐶1 πεδίο 
ορισμένο στον ℝ3 εκτός ίσως από ένα πεπερασμένο πλήθος 
σημείων. Τα παρακάτω είναι ισοδύναμα: 

i. Για κάθε απλή και κλειστή καμπύλη 𝛾, 

 𝐹
𝛾

= 0. 

ii. Για οποιεσδήποτε απλές καμπύλες 𝛾1 και 𝛾2 με ίδια άκρα, 

 𝐹
𝛾1

=  𝐹
𝛾2
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Συντηρητικά πεδία (4) 

iii. Το πεδίο 𝐹 είναι η κλίση μιας συνάρτησης 𝑓, δηλαδή 
𝐹 = 𝛻𝑓. 

iv. Το πεδίο 𝐹 είναι αστρόβιλο, δηλαδή 𝛻 × 𝐹 = 0. 

Ένα πεδίο που ικανοποιεί μια από τις παρακάτω συνθήκες 
λέγεται συντηρητικό. 

Απόδειξη Θα ακολουθήσουμε την σειρά 𝑖 ⇒ 𝑖𝑖 ⇒ 𝑖𝑖𝑖 ⇒
𝑖𝑣 ⇒ 𝑖 .  

𝑖 ⇒ 𝑖𝑖  Είναι προφανής αφού η 𝛾1 + 𝛾2
𝑜𝑝

 είναι κλειστή 
καμπύλη. 

𝑖𝑖 ⇒ 𝑖𝑖𝑖  Ενώνουμε το 0 με το σημείο 𝑥, 𝑦, 𝑧  
ακολουθώντας την καμπύλη του σχήματος 3. 
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Συντηρητικά πεδία (5) 
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Συντηρητικά πεδία (6) 

Θέτουμε 

𝑓 𝑥, 𝑦, 𝑧 =  𝐹
𝛾1+𝛾2+𝛾3

=  𝐹1 𝑡, 0,0 𝑑𝑡
𝑥

0

+ 𝐹2 𝑥, 𝑡, 0 𝑑𝑡
𝑦

0

+ 𝐹3 𝑥, 𝑦, 𝑡 𝑑𝑡
𝑧

0

. 

Έχουμε αμέσως ότι 
𝜕𝑧𝑓 𝑥, 𝑦, 𝑧 = 𝐹3 𝑥, 𝑦, 𝑧 . 

Τώρα, χρησιμοποιούμε την υπόθεση και ακολουθούμε τον 
εξής δρόμο για να πάμε από το 0 στο 𝑥, 𝑦, 𝑧 : 
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Συντηρητικά πεδία (7) 

Με την 𝜎1 ανεβαίνουμε στο 𝑧, μετά πάμε στο 𝑧, 𝑦  
παράλληλα με τον άξονα 𝑦, (𝜎2), και τέλος φτάνουμε στο 
𝑥, 𝑦, 𝑧  παράλληλα με τον άξονα 𝑥 (𝜎3). 

Επειδή η 𝜎1 + 𝜎2 + 𝜎3 έχει τα ίδια άκρα με την 𝛾1 + 𝛾2 + 𝛾3, 
από το (ii) έχουμε 

 𝐹
𝜎1+𝜎2+𝜎3

=  𝐹
𝛾1+𝛾2+𝛾3

= 𝑓 𝑥, 𝑦, 𝑧 . 

Παραμετροποιώντας την 𝜎1 + 𝜎2 + 𝜎3, βρίσκουμε όπως και 
παραπάνω ότι 

𝜕𝑥𝑓 𝑥, 𝑦, 𝑧 = 𝐹1 𝑥, 𝑦, 𝑧 . 

Όμοια και για την 𝜕𝑦𝑓. 
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Συντηρητικά πεδία (8) 

𝑖𝑖𝑖 ⇒ 𝑖𝑣  Πράξεις. 

𝑖𝑣 ⇒ 𝑖  Stokes. Πράγματι, αν 𝛾 είναι κλειστή καμπύλη και 
𝑆 μια επιφάνεια με σύνορο την 𝑆, τότε από τον Stokes έχουμε 

 𝐹
𝛾

=  𝛻 × 𝐹
𝑆

= 0 
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Συντηρητικά πεδία  
Παράδειγμα (1) 

Παράδειγμα 2: Αν  
𝐹 = 𝑦𝑖 + 𝑧𝜎𝜐𝜈𝑦𝑧 + 𝑥 𝑗 + 𝑦 𝜎𝜐𝜈𝑦𝑧 𝑘, 

δείξτε, κάνοντας πράξεις ότι το 𝐹 είναι αστρόβιλο και βρείτε 
ένα δυναμικό 𝑓 του 𝐹. 

Λύση: Ένας τρόπος για να βρούμε το δυναμικό είναι να 
μιμηθούμε την απόδειξη του θεωρήματος και να θέσουμε  
𝑓 𝑥, 𝑦, 𝑧

=  𝐹1 𝑡, 0,0 𝑑𝑡
𝑥

0

+ 𝐹2 𝑥, 𝑡, 0 𝑑𝑡
𝑦

0

+ 𝐹3 𝑥, 𝑦, 𝑡 𝑑𝑡
𝑧

0

 

=  0𝑑𝑡
𝑥

0

+ 𝑥𝑑𝑡
𝑦

0

+ 𝑦𝜎𝜐𝜈𝑦𝑡𝑑𝑡
𝑧

0

 

= 𝑥𝑦 + 𝜂𝜇𝑦𝑧. 

22 



Αριστοτέλειο 
Πανεπιστήμιο 
Θεσσαλονίκης 

Λογισμός 4 

Τμήμα Μαθηματικών 

Συντηρητικά πεδία  
Παράδειγμα (2) 

Ένας δεύτερος τρόπος είναι να λύσουμε το σύστημα των 
διαφορικών εξισώσεων που προκύπτει: 

𝛻𝑓 𝑥, 𝑦, 𝑧 = 𝐹 𝑥, 𝑦, 𝑧 ⇔  

𝜕𝑥𝑓 = 𝑦,
𝜕𝑦𝑓 = 𝑥 + 𝑧𝜎𝜐𝜈𝑦𝑧,

𝜕𝑧𝑓 = 𝑦𝜎𝜐𝜈𝑦𝑧.

 

Άρα 

 

𝑓 𝑥, 𝑦, 𝑧 = 𝑦𝑥 + 𝑐1 𝑦, 𝑧 ,

𝑓 𝑥, 𝑦, 𝑧 = 𝑥𝑦 + 𝜂𝜇𝑦𝑧 + 𝑐2 𝑥, 𝑧 ,

𝑓 𝑥, 𝑦, 𝑧 = 𝜂𝜇𝑦𝑧 + 𝑐3 𝑥, 𝑦 .

 

Αν πάρουμε 
𝑐1 𝑦, 𝑧 = 𝜂𝜇𝑦𝑧, 𝑐2 𝑦, 𝑧 = 0 𝜅𝛼𝜄 𝑐3 𝑦, 𝑧 = 𝑥𝑦, 
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Το βαρυτικό πεδίο (1) 

έχουμε την λύση 
𝑓 𝑥, 𝑦, 𝑧 = 𝑥𝑦 + 𝜂𝜇𝑦𝑧 

του ως άνω συστήματος των διαφορικών εξισώσεων. 

Παράδειγμα 3 (Το βαρυτικό πεδίο) Όπως ήδη είπαμε, η μάζα 
𝛭 της γής ασκεί σε ένα σώμα μάζας 𝑚 που βρίσκεται σε 
απόσταση 𝑟 την δύναμη  

𝐹 = 𝑔
𝑚𝑀

𝑟3
𝑟 , 

όπου 𝑔 είναι η παγκόσμια σταθερά βαρύτητας. 

Εύκολα μπορούμε να δείξουμε ότι το βαρυτικό πεδίο F είναι 
αστρόβιλο, δηλαδή 

𝛻 × 𝐹 = 0. 
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Το βαρυτικό πεδίο (2) 

Κατόπιν, για να βρούμε μια συνάρτηση δυναμικού για το 
πεδίο της βαρύτητας, παρατηρούμε ότι  

𝛻𝑟−1 = −
𝑟 

𝑟3
. 

και συνεπώς το δυναμικό είναι η 

𝑓 = −𝑔
𝑚𝑀

𝑟
. 

Πράγματι 

𝛻𝑓 = −𝑔𝑚𝑀𝛻
1

𝑟
= 𝑔𝑚𝑀

𝑟 

𝑟3
= 𝐹. 
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Το βαρυτικό πεδίο (3) 

Παρατήρηση 4: Επισημαίνουμε μια σημαντική διαφορά 
μεταξύ των Stokes και του Green. Στον Stokes, το πεδίο 
μπορεί να έχει πεπερασμένο αριθμό ανώμαλων σημείων. Το 
κλασσικό παράδειγμα είναι το βαρυτικό πεδίο  

𝐹 = 𝑔
𝑚𝑀

𝑟3
𝑟 , 

που στο 0 δεν ορίζεται. Απεναντίας, στον Green τα πράγματα 
είναι πιο αυστηρά, και οι ανωμαλίες απαγορεύονται όπως 
δείχνει το παράδειγμα που ακολουθεί. 
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Παράδειγματα (1) 

Παράδειγμα 4: Αν 

𝐹 𝑥, 𝑦 = 𝑃 𝑥, 𝑦 𝑖 + 𝑄 𝑥, 𝑦 𝑗 = −
𝑦

𝑥2 + 𝑦2
𝑖 +

𝑥

𝑥2 + 𝑦2
𝑗,

𝑥, 𝑦 ≠ 0,0 , 

τότε, κάνοντας πράξεις, δείξτε ότι  
𝜕𝑥𝑄 = 𝜕𝑦𝑃, 

ενώ 

 𝑃𝑑𝑥 + 𝑄𝑑𝑦
𝑆 0,1

= 2. 

Προφανώς, αν αφαιρέσουμε την ανωμαλία από το 𝐹 𝑥, 𝑦 , ο 
Green ισχύει. Το επόμενο παράδειγμα είναι τυπικό της 
εφαρμογής του Green, αφού μας επιτρέπει να υπολογίζουμε 
επικαμπύλια αλλάζοντας την καμπύλη ολοκλήρωσης. 
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Παράδειγματα (2) 

Παραδειγμα 5: Αν 𝐹 𝑥, 𝑦  είναι το πεδίο του παραπάνω 
παραδείγματος και 𝛾 είναι το κεφάλι του γάτου του σχήματος 

4, να υπολογιστεί το  𝐹
𝛾

. 

Λύση: Παρατηρούμε ότι το 0 είναι ανώμαλο σημείο του 
πεδίου 𝐹, και βρίσκεται στο εσωτερικό της 𝛾. Συνεπώς ο 
Green δεν ισχύει. όμως, αν το 𝑅 είναι μεγάλο, ο κύκλος 
𝑆 0, 𝑅  περιέχει το κεφάλι του γάτου. Ας είναι 𝛢 το χωρίο που 
ορίζεται από τις δύο αυτές καμπύλες. Τότε το πεδίο 𝐹 είναι 
𝐶1 αφού 0 ∉ 𝐴. Συνεπώς 

 𝐹
𝛾+𝑆 0,𝑅 𝑜𝑝

= 𝜕𝑥𝑄 − 𝜕𝑦𝑃
𝐴

= 0, 
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Παράδειγματα (3) 
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Παράδειγματα (4) 

αφού όπως είδαμε 
𝜕𝑥𝑄 = 𝜕𝑦𝑃. 

Άρα 

 𝐹
𝛾

= − 𝐹
𝑆 0,𝑅 𝑜𝑝

= 𝐹
𝑆 0,𝑅

 

=  −
𝑅𝜂𝜇𝜃

𝑅2
−𝑅𝜂𝜇𝜃 𝑑𝜃

2𝜋

0

+ 
𝑅𝜎𝜐𝜈𝜃

𝑅2
𝑅𝜎𝜐𝜈𝜃 𝑑𝜃

2𝜋

0

 

=  𝑑𝜃
2𝜋

0

= 2𝜋. 
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