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� (� �%$���� ��� �� %����	
 "��� 	���� $	�	��)�	�
 ���� ���$������ ����

����� *(���
 ���$�����%
 �%$���� #��  ��	�+���, ���������� ��� ���!����� �	 ������$�	


���$�)� ��
���� �� �	�	�)���� � � ��� -	����� ��� ./00� �  ��+�	1� ��
 ������
 ��������

������� ����%��
 ���
 �	���
  ��������	�� �%�����	 ��� %�	��� ��� .2� ��� .3� ��)�	
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4 �����	 �� ��
��������	 ���

• (� �%$���� ���� � ��������� ��� !�����, ���� ������� ��	�����)� �����������

• (� �%$���� "��� � ��������� ���� ���$������ �������, ���� ������� 
�����	��)� � �
�

����������  ��+�	1�, ������� ����#��!��)� �	���%���,  ��+�	1� 	5%��5�
 !����)�

!�����%�����

���� 60� ��)��, ���
 �	��	��	
 ��� 780 ��� 790  ������	���� ���#%����� ��� �	
���)�

"��� ��� 
���� ��
 �������
 Fourier"��� :�#��  �� ���%+���� ���� ���#%����� ���� 	����;

• � 
���� 1�!���)� � ���#���)� #�� ��� � ���#���� �	���
�������)� Fourier

• � �
	����� ���������� "��� #�� ��� 	 	5	�#���� ���$�����)� �	���%���  ��  ��%��


����� � � �	�#������1�� ������� ���� � �


.
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– 1�!����� ������%
 !���


– 1�!����� ������%
 !������
�

��� �%�� ��
 �	��	���
 ��� 7/0 <<������� �	���77 � =��#���
 4	���
��������
 Fourier (Fast

Fourier Transform) FFT  ��

• 	���� ���������
 #�� � ������%
 1�!���%
 ��� ����	�


• 	������	 �� 
���� � ���#����� ����  ���%
 ��5	�
 �	#%$��
 � �O(N2) �	O(N log2 N)�

> ��
���  ���%
 ��������	
 �	 ��� ������� ����;

• ?�� � 	�����
 ��� %5���
 	��
 =����� ���������
 "��� 	�!������� ��� #��������

���������� ��#����)� 	�$	���)�, ���	 �� ����	�	��%
 ��
 ��� ��������
 ��
 	5����

� ����� �� 	�!������� �	 ���  ��� +����� ���!� ��������	� ��� ����	�	��)� ��


��� ��������
 ��
 	�������

• 4�� 	��	�� ��� 
������ ����� ������� � ��	� �� ��� ������$	� ��� �%����
 #�������


���������
�

> ��
��� ������ ��� �����%�	
 ���!��%
;

• ����$%��
  ��
 �� �	��� � 	���� ����  ��  ���� �	� ���� ��� �������� �	 �	���

Fourier  	������)� ������� ����, � ��� �������� �	���
 Fourier 	��
  	�������� ���

����
 "��� 	���� ����������	� �5�� ����� ��
 ��������
 ����
 #��	��� ���� FFT.

• @� �������	 ��� �	���
���������
 Fourier;

– �� �	���
�������� Fourier "��� (Discrete-Time Fourier Transform), FT-DT ���

– �� �������� �	���
�������� Fourier (Discrete Fourier Transform), DFT.

( �	���
��������
 Fourier "���  ���� �	� � � �� �������� �	��� Fourier � 	���'����


���  	����� �	�#������1��
, � �
 ����+)
  ��%��1	 � �	���
��������
 Fourier ����

� � �� �	��� Fourier ���� ���� � ���������� ���� ������#	� �7 %�� �	���
������

��� ���	
��
 �	��+����
,  ��#�� �+��� ���� 	 	5	�#�'�����	 ������$�	
 ���$�)��

=�� �� $	�� 	�����	 ���� �� ��������, ������	��'���	 �� �������� �	���
��������

Fourier �� � ��	�	� �	�#������1�� ��� �	���
��������� Fourier"��� �	 <<��
�����	
77

 �� ��������
��� �	 N �	�#���� <<��
������
77 �� � ���  ���� ���� � � ��������!�



�� ��������	�
� �
���������
���� A

�	�#������1�� ��� ����������
 [0, 2π)� @���$	��	 ��� �� <<��
�����	
77 ��� �������

"��� 	���� #���	
� �� ���+�������	 �	 Ω �� <<��
������77 "���, ���� ��������
	� ����

�����#��� ��
������ ω, �� #����� ��
 ������� ��
������ � �� �	���%��� �	 rad/sec�,

���!��� �	 �� �
%��

Ω = ω T �B�.�

� �� T 	���� �  	�����
 �	�#������1��
� *?
����
 ���� ��� ��� �B�.� � �����	 ��

������	 	����	�� #�� ��
�����	
 Ω 
���
 	���#�#��� 	!	5�
� &� ��������!� �	�#����

��
������
 �	� 	����  ��� �� ���%


Ωk = k
2π

N
, k = 0, 1, . . . , N − 1. �B�6�

����
 ����� ��$���	��� ��
���'�����	 ��� � ��������
 �	���
��������
 Fourier, DFT,�	�

	����  ��� ��� �
�� �
���
�� ��
�� Fourier.� �������� ��#���$��� � ���#����� ���

DFT 	���� �� ��#���$��� FFT.

��� �����	
� ��
��� 
�
������� �	���	��� ������ 
�

�	���	�� �����	��

=�� �� 	5�#���	 ��� ��� �������� �	���
 Fourier ��� "���  �% 	� �� ��� ��5���	  	�������

������ "��� ��� #��������
 ����������
 ��#����)� 	�$	���)� "��� @� �	�5���	 ��� ��

��#����� 	�$	���� "��� 	���� 
�
����������
� ��� =����� ���������� "���

> �$%��	 ��� %�� =����� ������� "��� �	 ��������� � ������ h[n] ��	#	��	��� � � 	�����

x[n] = zn. �B�A�

� %5���
 ��� =����� ���������
 "��� $� ���	��� � � �� �$������ ��
 ���%��5�


y[n] = (x ∗ h)[n] =
+∞∑

k=−∞
h[k] x[n− k] =

+∞∑
k=−∞

h[k] zn−k = zn
[ +∞∑

k=−∞
h[k] z−k

]
︸ ︷︷ ︸

H(z)

= H(z)︸ ︷︷ ︸
��������

zn �B�8�

� �� H(z) =
∑+∞

k=−∞ h[k] z−k 	���� � ��������  �� ��������
	� ���� ������������� zn� �

	5����� �B�8� ��'� �	 ��� �������� ��
 � %�$	��
 � ����)���� ��� � ��� �������� ��
 	������
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�
 #�������
 ���������
 ��#����)� 	�$	���)� ���#	� �7 %�� +����� ��� � ��� ��������


��
 	5���� �	 �� 
���� ��#����)� 	�$	���)��

@�  	����������	, ���* ��
��, �	 ��#����� 	�$	���� ��
 ���!�


zn = ejΩn �B�9�

������ �%���� �	 |z| = 1� ������ ��
 ���!�
 �B�9� 	���� !��������� 	�$	����� @� �	�	������	

• ��� 	 %����� �	 �	��� Fourier ���  	������)� ������� "��� ��������� �	��� Fourier�

• �� �	���
��������
 Fourier "��� �
 	 %����� ��
 ��������
 �	���
 Fourier.

� �	�%�� � �+�% 	� ���� ����	�5� ��� ���������� ��� ��� 	��� ���� ��� ���!��)� �	��5�

��� 	�#��	��� "��� ��� ��� ��������
�� 	�#��	��� ����

��� �	���	�� ��	�� Fourier

*?�� ���� "��� 	����  	������� ����

∃N ∈ Z
+ : x[n] = x[n + N ]. �B�/�

&� ���� ej 2π
N

n 	����  	������� ���� "��� �	  	����� N , 	 	���

ej 2π
N

(n+N) = ej 2π
N

n ej2π = ej 2π
N

n. �B�B�

&� !��������� 	�$	���� �	  	����� N �������� � � �� �
%��

φk[n] = ejk 2π
N

n. �B�2�

&� ������ ���� %
��� ��
�����	
  �� 	����  ���� ����	
 ��
 $	�	��)���
 ��
������
 2π
N

��� 	 ��%��
 	���� �������%
� ?�) ��� �� ������ ����

φk(t) = ejkω0t �B�3�

	���� ����	����%��, � ��
��� �
�� N ���!��	���� ������ ��� ������ {φk[n] = ejkΩn}, 	�
 	��� �� !��������� 	�$	����  �� ���!%���� ��� ��
������ ����  ���� ����� ��� 2π 	����

���������� *(���


ej(Ω+2πr)n = ejΩn ej2πrn = ejΩn �B�.0�



�� ��������	�
� �
���������
���� 9

�

φk+Nr[n] = ej(k+Nr) 2π
N

n = ejk 2π
N

n ej2πrn = φk[n]. �B�..�

? ��%��
 �� k  �% 	� �� �	��+���	��� �	 �������� ���)� 	����
 N ,  �
� k = 0, 1, . . . , N − 1

� k = 3, 4, . . . , N + 2, ������ *?��� �� �$������ ���� 	 %����� �	 �	��� Fourier $�  �% 	� ��

 	�������	� �	 N  ���$	�%��


x[n] =
∑

k=<N>

ak φk[n] =
∑

k=<N>

ak ejk 2π
N

n. �B�.6�

� �B�.6� ���'	� �� �
���
�� ��
�� Fourier, � �� ak 	���� �� ����	�	��%
 ��
 �	���
 Fourier.

����� ����	
��
���
 ��� ����������� ��
 	
���
��
 ��
��
 Fourier

C��+����; "�$%���
 	��
  	�������� ������
 "��� x[n] �	  	����� N ��  ������������� ��

����	�	��%
 ��
 ��������
 �	���
 Fourier ak )��	

x[n] =
∑

k=<N>

ak φk[n], φk[n] = ejk 2π
N

n. �B�.A�

&�  ��+���� ��������	� �	 	��	�� ��
 ����
 ��� ������� ��� N #������)� 	5��)�	��

x[0] =
∑

k=<N>

ak

x[1] =
∑

k=<N>

ak ej 2πk
N

��� �B�.8�

x[N − 1] =
∑

k=<N>

ak ej
2πk(N−1)

N

#�� �����
��%
 ���%
 ��� n, n = 0, 1, . . . , N − 1� &� ������� ��� 	5��)�	�� �B�.8� 	����

������� N 	5��)�	�� �	 N �#�)����
 ak, #�� k =< N >� 4 ��	� �� �	�
$	� ��� �� N

	5��)�	�
 	���� #������)
 ��	5�����	
 �� ��	�5�	 ���, ��� �� ������� %
	� ��� ��� ��������

���� �
  ��
 ak�

��� ���%
	�� $� �	�5���	 ��� � ��	� �� � ���#���	� ��� ��	���� �
%�� #�� ���
 ����	�

�	��%
 ak �	 ����
 ��� �	�#����� x[n], )��	 �� �� 
�	��'	��� �� ����!	�#���	 �	 	 �����

���������
 	5��)�	��� C��
 ����� +��$� � ���������;

N−1∑
n=0

ejk 2π
N

n =

{
N k = 0,±N,±2N, . . .

0 �����
�B�.9�
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����

������, �� �$������ ��� ���)� 	��
 !���������� 	�$	����� �	 �������� ���
  	������ 	����

���%�, 	���
 �� �� !��������� 	�$	���� 	���� ���$	���

�
  ��� �$�����	 �� 	����	�����	 #	��	����� ��� �B�.9� #�� N = 6 �	 �� +��$	�� ���

�
�����
 B�.� ?����� #��	��� ������ �� ��� �� �$������ ���� ��� !����)� ����������� 	����

���%� 	���
 �� k = 0, 6, 12, . . . =�� ��$	 n � #�������
 ���������
 ��� !����)� �����������

�%�� � � ��$	 #��!���� �	 ���
 ����	�	��%
 ak ���	� �� x[n], ������ x[n] =
∑

k=<N> ake
jk 2π

N
n�

C���������	 ��� � ��#�


ejk 2π
N

(n+1)

ejk 2π
N

n
= ejk 2π

N �B�./�

�	� 	5������� � � �� n, � ��	 %
���	 �$������ ���� #	��	�����
  ������� =����'���	 ���

�� �$������ ���� #	��	�����
  ������ �	 ��#� a ���	��� � � ���

N−1∑
n=0

an =

{
N aD.

1−aN

1−a
a �= 1�

�B�.B�

=�� k = 0,±N,±2N . . . %
���	

ej 2π
N

k n = 1 �B�.2�

	�) 	� #%�	�
N−1∑
n=0

ejk 2π
N

n =

⎧⎨
⎩

N k = 0,±N,±2N, . . .

1− ejk 2π
N

N

1− ejk 2π
N

= 0 ����)
�
�B�.3�

�
  ���� ���������	 ��� �� ��� �%�� ��
 �B�.A� �	 e−jr 2π
N

n ��� �
 �$�������	 #�� n =<

N > ∑
n=<N>

x[n] e−jr 2π
N

n =
∑

n=<N>

e−jr 2π
N

n
∑

k=<N>

ak ejk 2π
N

n =

∑
k=<N>

ak

∑
n=<N>

ej(k−r) 2π
N

n =

{
Nar k − r = λN, λ ∈ Z

0 ����)
�
�B�60�

"���%#���	 �� k �� �	��+���	��� �	 �������� ���)� 	����
 N  ��  	��%
	� �� r� "�����,

0 ≤ k − r < N

k − r = λN

⎫⎬
⎭⇒ λ = 0. �B�6.�

���� λ = 0 ���	 �#	��� k = r� ? ��%��
 �� �	5� �%��
 ��
 �B�60� 	���� ������	���� #��

k = r, 	�) ���	��'	��� #�� k �= r� ( ��	 �������
 �
  ��
 ak  �������	

ak =
1

N

∑
n=<N>

x[n] e−j k 2π
N

n k = 0, . . . , N − 1. �B�66�
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n=0

n=1n=2

n=3

n=4 n=5

Im

Re
60o n=0,3

n=1,4

n=2,5

Im

Re

120o

��� ejk( 2π
6

)n
∣∣∣
k=1

= ej( 2π
6

n) �+� ejk( 2π
6

)n
∣∣∣
k=2

= ej 2π
3

n

n=0,2,4n=1,3,5

Im

Re

180o

n=0,3

n=2,5

n=1,4

Im

Re

240o

�#� ejk( 2π
6

)n
∣∣∣
k=3

= ejπn ��� ejk( 2π
6

)n
∣∣∣
k=4

= ej 4π
3

n

n=0

n=5n=4

n=3

n=2 n=1

Im

Re

−60o

n=0,1,2,...,5

Im

Re

360o

�	� ejk( 2π
6

)n
∣∣∣
k=5

= ej5 2π
6

n ���� ejk( 2π
6

)n
∣∣∣
k=6

= ej2πn

�
��� B�.; =�� �� � ���#���	� �� �	�#�� x[n] ���	� �� �
���������	 �� #������� ���������

��� !����)� ����������� φk[n] = ejk 2π
6

n �	 ����	�	��%
 ak, #�� k =< 6 >= 1, 2, . . . , 6�



2 �� ��������	�
� �
���������
����

����1�'���	 ��� � � 	5����� ���$	��
 ��
 ��������
 �	���
 Fourier 	����

x[n]
�
=

∑
k=<N>

ak ej k 2π
N

n �B�6A�

	�) � 	5����� �������
 ���	��� � � ���

ak
�
=

1

N

∑
n=<N>

x[n] e−j k 2π
N

n �B�68�

� �� ak 	���� �� ������
��� ����������� ��
 ������$��
 x[n]�

�	����
�� �������	�	; *?��� k ∈ {0, 1, . . . , N − 1} ���� 	5����� ���$	��
� &��	

x[n] = a0φ0[n] + a1φ1[n] + · · ·+ aN−1φN−1[n]. �B�69�

�� �)�� ����%#��	 k ∈ {1, 2, ..., N} ���	 	���� 	5���� %#���� � 	 %�����

x[n] = a1φ1[n] + · · ·+ aN−1φN−1[n] + aNφN [n] �B�6/�

� ��	  �% 	� ��� ���	�

a0φ0[n] = aNφN [n]. �B�6B�

����

φ0[n] = φN [n] �B�62�

� ��	

a0 = aN ��� #	�����	�� ak = ak+N . �B�63�

"�����, �� ����	�	��%
 ak 	 ������+������� ���
��
�� �	  	����� N � ���	 )


.� � ��� �������� �	���
 Fourier "��� 	����  	 	����%�� ��� � ��	�	���� � � N ����
�

6� � �B�6A� ���'	��� �
 �$������ �	 � ����� ��	 ��$���	�� 	 ��	#�%�� ������ N �����
��

�)� ���)� ��� k�

������
��� ���� *?���

x[n] = sin Ω0n. �B�A0�

> ��
��� ��	�
 ���!��	���%
  	�� �)�	�
  �� 	5���)���� � � �� �� � ��#�
 2π
Ω0

	����

• ��%����


• ��#�
 ��	�����



�� ��������	�
� �
���������
���� 3

• ������
 ���$��
�

� ��� �������� �	���
 Fourier����� ��� ������
 ���'	��� ���� ���
  �)�	
 ���  	�� �)�	�
�

=�� ���  	�� ����  �� � ��#�
 2π
Ω0

	���� ��%����
 N , ������ ����

Ω0 =
2π

N
�B�A.�

�� x[n] 	����  	������� ���� �	  	����� N � &��	

x[n] =
1

2j
(ej 2π

N
n − e−j 2π

N
n) �B�A6�

��� a1 = −a−1 = 1
2j

��� �� � ���� �� ����	�	��%
 	���� ���	������ � � ��
 �������	
 ���

����	�	��)�  ���� �	� ��� aN+1 = 1
2j

��� aN−1 = − 1
2j

� ��	 ����  	�� ���� ��
 �� ����	�	�

��%
 $� 	���� � �
 ��� �
��� B�6� 4��� ���  	�����
 a0, a1, . . . , aN−1 
������ ��	���� ����

	5����� ���$%�	�
�

k

a
k

�6 0 6 8 / N − 1 N + 1

− 1
2j

0

1
2j

�
��� B�6; ����	�	��%
 ��������
 �	���
 Fourier ��� ������
 x[n] = sin 2πn
N

�

=�� ���  	�� ����  ��
2π

Ω0

=
N

m
⇔ Ω0 =

2πm

N
�B�AA�

� �� N ��� m �	� %
��� ������
  ���#���	
, �� ���� 	����  ���  	������� �	  	����� N ,

� ��	 	 	��	��	��� �	 �	��� Fourier;

x[n] =
1

2j
ejm 2π

N
n − 1

2j
e−jm 2π

N
n. �B�A8�

*��� am = 1
2j
, a−m = − 1

2j
��� �� � ���� �� ����	�	��%
 �	 �������� ���
  	������ 	���� ���%��

:�
� #�� N = 5 ��� m = 3 %
���	 a0 = a1 = 0, a5−3 = a2 = − 1
2j
, a3 = 1

2j
, a4 = 0�



.0 �� ��������	�
� �
���������
����

������
��� ���� *?���  	������� ���� �	  	����� N

x[n] = 1 + sin
2π

N
n + 3 cos

2π

N
n + cos (

4π

N
n +

π

2
). �B�A9�

=�� �� � ���#���	� � �������� �	��� Fourier ���	� �� 	!������	� � ��������� ��� Euler

x[n] = 1 +
1

2j

[
ej 2π

N
n − e−j 2π

N
n
]

+ 3
1

2

[
ej 2π

N
n + e−j 2π

N
n
]

+
1

2

[
ej(2 2π

N
n+π

2
) + e−j(2 2π

N
n+π

2
)
]

= 1 + (
3

2
+

1

2j
)ej 2π

N
n + (

3

2
− 1

2j
)e−j 2π

N
n + j

1

2
ej2 2π

N
n − j

1

2
e−j2 2π

N
n. �B�A/�

���#����'���	 ���

a0 = 1

a1 = 3
2
− j 1

2
a−1 = a∗

1

a2 = j 1
2

a−2 = a∗
2

⎫⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎭ �B�AB�

	�) �� � ���� �� ����	�	��%
 	���� ���	������ =	�����	�� #�� ��$	 �������
�� ������$��

x[n] ��
�	�

a−k = a∗
k. �B�A2�

� �������� �	��� Fourier %
	� ��
 �������	
  ��  ��������'�����  ��
 ��
 ��������
	
 �����

���	
 ��
 �	���
 Fourier ���	
��
 
����� ��� ����1�'����� ���� C����� B�.�

������
��� ���� *?��� �  	������� �	���#�����  �����	��� "��� �����	��
 2N1 + 1 �	�#�

����� ��� �
�����
 B�A�

−N 0 N−N1 N1

0

.

�
��� B�A; C	������� �	���#�����  �����	��� �����	��
 2N1 + 1 �	�#����� ���  	������ N �

(� ����	�	��%
 ��
 ��������
 �	���
 Fourier �������� � � ���

ak =
1

N

N1∑
n=−N1

e−jk 2π
N

n. �B�A3�



�� ��������	�
� �
���������
���� ..

C�����
 B�.; E������	
 ��
 ��������
 �	���
 Fourier.

E������� C	������� ���� ����	�	��%
 �	���


Fourier

x[n]

y[n]

⎫⎬
⎭

 	������� �	  	����� N

��� $	�	��)�� ��
������

Ω0 = 2π
N

ak

bk

=����������� A x[n] + B y[n] A ak + B bk

������� �	���� ��� x[n− n0] ak e−j k 2π
N

n0

4	���� ��� ��
������
 ej M 2π
N

n x[n] ak−M

��'�#�� x∗[n] a∗
−k

������� �������!� x[−n] a−k

������� ��������� x(m)[n] 1
m

ak � 	������� �	  	�

����� mN�

C	������� ���%��5�
∑

r=<N> x[r]y[n− r] N ak bk

C���� ��������
 x[n] y[n]
∑

l=<N> al bk−l

C�)�� "��!��� x[n]− x[n− 1] 1− e−jk 2π
N ak

&�%
�� *�$������
∑n

k=−∞ x[k] � 	 	���

��%��
 ����
 ���  	������

�� ���� �� a0 = 0�

( 1
1− e−jk 2π

N

) ak

��'�#�
 ����	���� #��

 ��#������ ������ x[n] ∈ R

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

ak = a∗
−k

Re{ak} = Re{a−k}
Im{ak} = −Im{a−k}
|ak| = |a−k|
∠ak = −∠a−k

C��#������ ������ �����


����	����


x[n] ∈ R; x[n] = x[−n] ak  ��#������� ��� ���

���
 ����	����


C��#������ ������  	����

��
 ����	����


x[n] ∈ R; x[n] = −x[−n] ak ��$��)
 !��������

��� ���  	�����
 ����	�

����


� ����$	�� �	 ����� ���

 	����� �%��
  ��#�����

��� ������


⎧⎨
⎩ xe[n] = 1

2
(x[n] + x[−n])

xo[n] = 1
2
(x[n]− x[−n])

Re{ak}
jIm{ak}

&�������� Parseval #��  	������� ������

1
N

∑
n=<N> |x[n]|2 =

∑
k=<N> |ak|2
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F�����	 ��� ����#� �	��+����
 m = n + N1, � ��	 �� k �= 0,±N,±2N, . . .

ak =
1

N

2N1∑
m=0

e−jk 2π
N

(m−N1) =
1

N
ejk 2π

N
N1

2N1∑
m=0

e−jk 2π
N

m

=
1

N
ejk 2π

N
N1

1− e−jk 2π
N

(2N1+1)

1− e−jk 2π
N

=
1

N
ejk 2π

N
N1

e−jk2π
2N1+1

2N

(
ejk2π

2N1+1
2N − e−jk2π

2N1+1
2N

)
e−jk 2π

2N

(
ejk 2π

2N − e−jk 2π
2N

)
=

1

N
exp

{
jk2π[

N1

N
− 2N1 + 1

2N
+

1

2N
]

}
2j sin(2πk 2N1+1

2N
)

2j sin(2π k
2N

)

=
1

N

sin(2πk 2N1+1
2N

)

sin(2πk
2N

)
. �B�80�

�� k = 0,±N,±2N, . . . ���	

ak =
2N1 + 1

N
. �B�8.�

� %�!���� �B�80� #�� ���
 ����	�	��%
 ��
 �	���
 Fourier #��!	���  �� ���� ����

Nak =
sin (2N1 + 1)Ω

2

sin Ω
2

|Ω= 2π
N

k �B�86�

� ��	 �� ����	�	��%
 ��
 �	���
 Fourier ���#����'����� �
 N �	�#���� ��
  	��+�������


��
 ���������
 ���	
��
 �	��+����
 Ω

1

N

sin(2N1 + 1)Ω
2

sin Ω
2

�B�8A�

 �� ���+������� �	 ��������!� �	�#������1�� ��� ����������
 ���)� [0, 2π) ��
 �	��+����


Ω� &� �
��� B�8 �	�
�	�  ���������� ���
 ����	�	��%
 ��
 �	���
 Fourier #��  	������� �	�

���#�����  ���� 9 ������	���)� �	�#����� ���  	������ .0� �� �  	�����
 ��� �	���#������

 ����� ��5�$	� �	 N = 20, ���	 $�  ����1	�  ��  ���� �	�#������1�� ��
  	��+�������


�B�8A�, � �
 !���	��� ��� �
��� B�9� �  	��+������� ��� �
�����
 B�9 %
	� ��� ���� ���!�

�7 ���� ��� �
�����
 B�8, ���� �� ���� �1�
 	�	���
� �
 ��#�������	 �� �	��� Fourier ���

 	�������� �	���#������  ����� ��������� 
����� �	 ��� ��������
� �	��� Fourier ���  	����

����� �	���#������  ����� ���	
��
 
������ (� ����	�	��%
 ��
 �	���
 Fourier ���	
��



����� ����

ak =
sin kω0T1

kπ
=

ω0T1

π
sinc(kω0T1), sinc(x) =

sin x

x
. �B�88�

C���������	 ���;



�� ��������	�
� �
���������
���� .A

ak

2N1+1
N

2π
10

π 2π

Ω

0

�
��� B�8; ����	�	��%
 ak � � �� �	�#������1�� ��
  	��+�������
 �B�8A� #�� N = 10 ���

2N1 + 1 = 5�

2π
20

2π
10

π 2π

2N1+1
N

Ω

ak

�
��� B�9; ����	�	��%
 ak � � �� �	�#������1�� ��
  	��+�������
 �B�8A� #�� N = 20�

• ��� �������� �	��� Fourier� ������������ ���!� ��
  	��+�������
 	����, �	 ��� 	��	��

%�����,  ��� �� �� sinc, ���� �	 �� �
 ���!��	���� �����%�� �� ��������� sinc(x)

���� �� !���� � � ������ #��  	������� �	��� ����	�	��)� ���#	� ���� ��� � �����

��� ������� ��
 ���������
 sinc(x) �	

sinc(x) =
sin βx

sin x
. �B�89�

• � �	��� Fourier���� 	##����� �� +%������ ���������	�� ���  	�������� ������
 ����

��  �����	 � 	����
 ����
 ���� 	 %������ =�� �� �	�)����	 �� ��$� ���������	��
,

��� 	 ��%��
 �� ��#����	� � �	���, ������	 ��  �������	 ���%�� ���  	������	���


����
 ���� 	 %������ ���� �	 ��� ��5��� ��� ���$��� ��� ����  �����������	 ��

!�����	�� Gibbs ���
 ����%
	�	
� � �	�%�� ��
 ��������
�
  	�� ����
 ��� ������

"��� �����	����	� ��� �	� � ��
���  ��+������ ��#�����
 ���	 !�����	�� Gibbs.
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C��#����G #��  	������� ���� "��� x[n] �	  	����� N %��� �� ���������	����%��  	�������

���� "���

x̂[n] =
M∑

k=−M

ake
jk 2π

N
n �B�8/�

#�� ���	�%
 ���%
 ��� M �

• �
 $	���$	� ��� N 	����  	�����
 ���$��
, ��
� N = 9� &��	 � ��	� �� �	�
�	� ���

#�� M = 4 � ���������	�� 	���� ����
�� *��� ��� � ��
���  ��+������ ��#�����


� �� !�����	�� Gibbs. &���� �!	��	��� ��� #	#���
 ��� �  	������� ������$�� "���

 ��������'	��� � �  	 	����%�� ���$��, N  ����%����, ��
 ���%
 ��
 ������$��
 ���

�������� ���
  	������� � 	5����� �������
 ��
 �	���
 Fourier�	���
�����'	� ���� ��

������ ��� N  ����%���� �	 %�� 
��� ���� ������, ��
 ���%
 ��� N ����	�	��)�

Fourier ��� � 	5����� ���$	��
 ��
 �%	� �!� �� ���������	������	 �� ��
��� ����

��������� 
������ ? ��%��
 #�� N  	�����, ��  �����	 M = N−1
2

����
, ���	 ��

�$������  	��%
	� ����+)
 N ����
 ��� x̂[n] = x[n]�

• �� N 	���� �����
, ���	� �� � ���#�����	 �� ���������	����%��  	������� ���� "���

�%�� ��


x̂[n] =
M∑

k=−M+1

ak ejk 2π
N

n �B�8B�

#�� M = N
2
, � ��	  ��� x̂[n] = x[n]�

������
��� ��"� *?��� � ������$�  ����!���� #�� ��� ������$�� x[n];

.� � x[n] 	����  	������� �	  	����� N = 6�

6�
∑5

n=0 x[n] = 2�

A�
∑7

n=2(−1)nx[n] = 1�

8� � x[n] %
	� ��� 	��
���� ��
� �	�%�#	�� ���  	������, ���� ����� �������� �� �
%�	�


.�A�

-�  ���������	�	 ��� ������$�� x[n]�

� � ��� ��������� ��� Parseval � ��
�
 ��
 ������$��
 	����

P =
5∑

k=0

|ak|2. �B�82�



�� ��������	�
� �
���������
���� .9

� � ���  ����!���� 6 %
���	

5∑
n=0

x[n] = 2⇒ a0 =
1

N

N−1∑
n=0

x[n]e−jk 2π
N

n |N=6,k=0=
1

6

5∑
n=0

x[n] =
2

6
=

1

3
. �B�83�

� � ���  ����!���� A �������	 ���

7∑
n=2

(−1)nx[n] =
5∑

n=0

(−1)nx[n]

� ��	

a3 =
1

6

5∑
n=0

x[n]e−j3 2π
6

n =
1

6

5∑
n=0

x[n](e−jπ)n =
1

6

5∑
n=0

(−1)nx[n] =
1

6
. �B�90�

*��� � � ��
 �
%�	�
 �B�83� ��� �B�90�  �������������� �� ����	�	��%
 a0 ��� a3� � ��
�


��$������� 	��
���� ���� ���� �� � ���� �� ����	�	��%
 	���� ���	�����, ������ a1 = a2 =

a4 = a5 = 0� ( ��	

x[n] = a0 + a3e
jπn =

1

3
+

1

6
(−1)n. �B�9.�

����� ��
�� Fourier ��
 ������ ���������

�� ��  	������� ���� "���  �� ��	#	��	� %�� =����� ������� �����$	� �	 �	��� Fourier"���

���	

x[n] =
∑

k=<N>

ak ejk 2π
N

n �B�96�

���	 � %5���
 ��� ���������
 $� 	����;

y[n] = (x ∗ h)[n] =
∞∑

ξ=−∞
h[ξ]

∑
k=<N>

ak ejk 2π
N

(n−ξ)

=
∑

k=<N>

{
ak

∞∑
ξ=−∞

h[ξ] e−jk 2π
N

ξ

︸ ︷︷ ︸
H(Ω)|

Ω=2π
N

k
=H( 2πk

N
)

}
ejk 2π

N
n

=
∑

k=<N>

ak H(
2πk

N
) ejk 2π

N
n �B�9A�

� ��

H(
2πk

N
) =

∞∑
ξ=−∞

h[ξ] e−j k 2π
N

ξ �B�98�

	���� � ���� ��
 ��
��
�	� ��#�
�	��� #�� Ω = 2π
N

k� H
 � ������ ��
������
 	��
 =�����

���������
 "��� ���'���	 �� ���������

H(Ω) =
∞∑

n=−∞
h[n] e−jΩn. �B�99�



./ �� ��������	�
� �
���������
����

? ��%��
 � %5���
 ��� =����� ���������
 	���� 	 ���
  	������� �	  	����� ����� ��
 ��	�

#%��	�
 x[n]� � � ��� �B�9A� ����#	��� ��� �� ����	�	��%
 ��
 ��������
 �	���
 Fourier ��


	5���� 	����

bk = ak H(
2πk

N
). �B�9/�

� %�!���� �B�9A� %
	� ����� ���� � � ������ ��
������
 	���� ���� �����%�� ��� !��#�%���

&%���	
 ���)
 ��� 	��!	���	�	
 � �����	�
 ��
������
 %
��� �� ������� ���������  �
�

h[n] = an u[n] �	 |a| < 1� �� |a| > 1, ���	 �� ������� ��$������� ����$%
 ��� �	� ���'	���

� ������ ��
������
�

������
��� ��$� *?���

h[n] = an u[n] − 1 < a < 1 �B�9B�

x[n] = cos
2πn

N
=

1

2
ej 2π

N
n +

1

2
e−j 2π

N
n �B�92�

���	

H(
2πk

N
) =

∞∑
n=0

an e−jk 2π
N

n =
∞∑

n=0

(a e−jk 2π
N )n =

1

1− a e−jk 2π
N

. �B�93�

� %5���
 ��� =����� ���������
 	����

y[n] =
1

2
H(

2π

N
) ej 2π

N
n +

1

2
H(−2π

N
) e−j 2π

N
n

=
1

2

1

1− a e−j 2π
N

ej 2π
N

n +
1

2

1

1− a ej 2π
N

e−j 2π
N

n. �B�/0�

�� 	�!������	 ���  ���#���� 1

1−a e−j 2π
N

�	  ����%
 ����	��#�%�	
, ������

1

1− a e−j 2π
N

= r ejθ �B�/.�

���	  ���� �	� ���

y[n] = r cos (
2π

N
n + θ). �B�/6�

����� �
�����
���

�	  ���%
 	!����#%
 ��
 	����!%�	� �� �	��+������	 	������
 �� �
	����  ���� ��� ��
���

���)� ��������)� 	��
 ������
, ������ ��  ���� ��� !�������)� ����	�	��)� ��
 �������

��
 �	���
 Fourier ��� ������
, � ��	�!����
 �� ��	
 ��
�����%
 ������)�	
 � 	���
�����


�� ��	
 ���	
� &� =����� ���������  �� ����'��� �� ���!� ��� !������
 	��
 ������


��������� =����� ������� ��� "���, �� =����� !����� +������� 	��	�	
 	!����#%
� ����$�




�� ��������	�
� �
���������
���� .B

��� �������� �	 	 	5	�#���%
 #	����� � 	������ ��� �� #�� �� 	 	5	�#������ ������ ����

 �� %
��� � ���	� �	�#������1�� � �
�, ������� � 
�����	��%
, � �
 ����#��!��� �	���%��,

���%
 
�������������)� �	���)� ������

&� � �����	�� !����� "��� 	���� �� =����� �������  �� � ���#�'	� ��� ���������	 �
��

��� N �	�#����� ��
 	������

y[n] =
1

N

N−1∑
k=0

x[n− k]. �B�/A�

"	� 	���� ������� �� 	5�#���	 ��� ��������� � ������ ��� ���$������� �%���

h[n] =
1

N

N−1∑
k=0

δ[n− k]. �B�/8�

� � ������ ��
������
 ��� ���$������� �%��� � ��	� �� �	�
$	� ��� 	����

H(Ω) =
1

N
e−jΩ N−1

2
sin N Ω

2

sin Ω
2

. �B�/9�

�� �������
��
� ��!���	��	�"� 
������# $ ����!


�����	
��% Fourier �	���	��� ������

(� ����	�	��%
 ��
 �	���
 Fourier #��  	������� ������ 	���� �	�#���� ���
  	��+�������


��� ��$)
 �  	�����
 ��
 ������$��
 ��5��	�, ���	 �� �	�#����  ���)���� ��� �� ��������

�	��5� ���
 �������	���� =�� �� ������ ���� � �	���
��������
 Fourier 	��
 ��� 	��������

������
 x(t)  ��%��1	 � � ��  	������� ���� x̃(t)  �� %
	� �
  �)��  	����� �� ����%��

����� ��� ���� ��$)
 T →∞  ���� �	� ��� x̃(t)→ x(t), 	�) � �	��� Fourier���� �	��	� ���

�	���
�������� Fourier ����

@� ������$�����	 �����#�  ���%##���� I	������	 � � ��� ��� 	������� ������$�� x[n]

 	 	����%��
 �����	��
, ������

∃N1, N2 : x[n] = 0, n /∈ [−N1, N2] �B�//�

� �
 #�� �� ���� ��� �
��� B�/� F�����	��'���	 �� ���� x̃[n]  �� %
	� �
  �)��  	�����

�� ���� x[n] ��� ���������  	����� N � =�� N →∞,  ���������	 ��� x̃[n]→ x[n] #�� ��$	

 	 	����%�� n� ���� �� x̃[n] �
  	������� ���� 	 	��	��	��� �	 �	��� Fourier "���;

x̃[n] =
∑

k=<N>

ak ejk 2π
N

n �B�/B�



.2 �� ��������	�
� �
���������
����

��

��

��

��

��

��

��

��

��

�� �� �� ��

−N1 0

x[n]

N2

n

�
��� B�/; 4�� 	������� ���� "��� x[n]�

� �� �� ����	�	��%
 ��
 �	���
 Fourier �������� � � ���

ak =
1

N

∑
n=<N>

x̃[n] e−jk 2π
N

n. �B�/2�

? 	��� x̃[n] = x[n] #�� n ∈ [−N1, N2] ��� ��#� ��
 �B�//� � �B�/2� 5���#��!	��� �


ak =
1

N

N2∑
n=−N1

x[n] e−jk 2π
N

n =
1

N

+∞∑
n=−∞

x[n] e−jk 2π
N

n. �B�/3�

(��'���	 ���  	��+�������

X(Ω)
�
= X(ejΩ) =

+∞∑
n=−∞

x[n] e−jΩn �B�B0�

���	 �� ����	�	��%
 ak �������� � � ��

ak =
1

N
X(Ω)|Ω= 2π

N
k =

1

N
X(kΩ0), �	 Ω0 =

2π

N
��� k =< N > . �B�B.�

? ��%��
, �� ����	�	��%
 ak 	���� �����#��  ��
 ��� %
���� �	�#���� ��
  	��+�������
�

������$���)���
 ���� �B�/B� ��� �������
 
���� ��
 �
%��


1

N
=

Ω0

2π
�B�B6�

 �������	

x̃[n] =
∑

k=<N>

1

N
X(kΩ0)e

jkΩ0n =
1

2π

∑
k=<N>

X(kΩ0) ejkΩ0n Ω0. �B�BA�

*(��� N →∞, ���	

x̃[n] → x[n] #�� n ∈ [−N1, N2] �B�B8�

Ω0 → dΩ �B�B9�

kΩ0 → Ω ���	
�
 �	��+���� �B�B/�∑
k=<N>

→
∫

2π

dΩ �B�BB�



�� ��������	�
� �
���������
���� .3

��� � �B�BA� 	����	�	��� �
 ���$������
 � ���#����
 ��� �������)����
 ���� %�!����

x[n] =
1

2π

∫
2π

X(Ω) ejΩn dΩ �B�B2�

�	 
���� ��� ������ ��� ��� 	'���� 4%�	� �� �
��������	 #���� � ���������� ���� �B�B2�

 �% 	� �� 	��	��	��� �	 �������� 	����
 2π� C��!��)
 �  	��+������� X(Ω) �
 #�������


���������
 !��������)� 	�$	���)� 	���� ���#����	����� ���������, ��� 	����  	������� �	

 	����� 2π� &� #����	�� X(Ω) ejΩn $� 	���� 	 ���
  	������� ��������� �	  	����� 2π�

? ��%��
 ��$)
 �� ���������� � ���#�'	��� �	 � ����� ��	 �������� 	����
 2π�

&� '	�#�
 ��� 	5��)�	��  �� ���'	� �� �	���
�������� Fourier "��� 	����

X(Ω)
�
=

∞∑
n=−∞

x[n] e−jΩn �B�B3�

x[n]
�
=

1

2π

∫
2π

X(Ω) ejΩn dΩ �B�20�

� ��	 ���	�)����	 x[n]
FT −DT←→ X(Ω)� ���	 )
 �� ��� 	������� ������ � ����� �� 	��

!������� ��� #�������
 ���������
 !��������)� 	�$	���)�  �� 	���� � 	������ ����� ���

��
������ ��� %
���  ���� X(Ω) dΩ
2π
� � ��������� X(Ω) �%#	��� ����� ��� ������
 "���

x[n] ��� ��
 �%	�  )
 �� ���� x[n] � ������$	��� ���
 ���!��	
 ��
�����	
 Ω� (  	��������


#�� ������  	�������%��
 �����	��
 � ��	� �� ��$	� ��� �� 	5��)�	�
 ��� �	���
��������� ��

��
����� (� ���$��	
 ��#�����
 ��� �$��������
 �B�B3� 	����

∞∑
n=−∞

|x[n]| <∞ �
∞∑

n=−∞
|x[n]|2 <∞. �B�2.�

4�� ����)��
 ���!��� �	 �� �	���
�������� Fourier ���� 	���� ��� � �	���
��������


Fourier"��� 	���� ���
��
�� ��������� �	  	����� 2π� C���������	 ��� 	���� ��������� ��


����#� � ��	5������
 �	��+����
 Ω� ��� �������� Ω ∈ [0, 2π), �� 
����%
 ��
�����	
 ���

��

��

��

��

��

0 n

x[n]

0 2π Ω

X(Ω)

�������+���

�
��� B�B; ?��� ����
 
����)� ��
������� ��� �������� Ω ∈ [0, 2π)�
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��

��

��

��

��

��

��

0 n

x[n]

0 π 2π Ω

X(Ω)������+���

�
��� B�2; ?��� ����
 �1��)� ��
������� ��� �������� Ω ∈ [0, 2π)�

�	���
�������� Fourier "��� 	�!���'�����  	�� �� 0 ��
��� B�B�, 	�) �� �1��%
 ��
�����	


 	�� �� π ��
��� B�2��

������
��� ��%� =�� �� ���� "���

x[n] = an u[n], |a| < 1 �B�26�

� �	���
��������
 Fourier "��� 	����

X(Ω) =
∞∑

n=−∞
anu[n] e−jΩn =

∞∑
n=0

(ae−jΩ)n =
1

1− a e−jΩ
. �B�2A�

&� �%��� ��� �	���
��������� Fourier �
	���'	��� ��� �
��� B�3���, 	�) � !��� ��� �	���

�
��������� Fourier  �����$	��� ��� �
��� B�3�+� #�� 0 < a < 1� �� −1 < a < 0 ���	 ��

1
1+a

1
1−a

Ω

|X
(Ω

)|

0 π 2 π

Ω

∠X
(Ω

)

arctan( a√
1−a2 )

− arctan( a√
1−a2 )

0 π 2 π
−π

4

0

π
4

��� 4%��� �+� J���

�
��� B�3; 4	���
��������
 Fourier "��� ��� ������
 x[n] = anu[n] #�� 0 < a < 1�

�%��� ��� � !��� ��� �	���
��������� Fourier 	���� � �
 ��� �
��� B�.0�



�� ��������	�
� �
���������
���� 6.

1
1−a

1
1+a

Ω

|X
(Ω

)|

0 π 2 π

Ω

∠X
(Ω

)

arctan( |a|√
1−a2 )

− arctan( |a|√
1−a2 )

0 π 2 π
−π

4

0

π
4

��� 4%��� �+� J���

�
��� B�.0; 4	���
��������
 Fourier "��� ��� ������
 x[n] = anu[n] #�� −1 < a < 0�

������
��� ���� *?��� �� ���� "���

x[n] = a|n|, |a| < 1. �B�28�

X(Ω) =
+∞∑

n=−∞
a|n| e−jΩn =

+∞∑
n=0

an e−jΩn +
−1∑

n=−∞
a−n e−jΩn

m=−n
=

+∞∑
n=0

an e−jΩn +
1∑

m=+∞
am ejΩm =

+∞∑
n=0

an e−jΩn +
+∞∑
m=1

am ejΩm

=
1

1− ae−jΩ
+

(
1

1− aejΩ
− 1

)
=

1− a2

1− 2a cos Ω + a2
. �B�29�

C���������	 ���

lim
Ω→0

X(Ω) =
1− a2

(1− a)2
=

1 + a

1− a
�B�2/�

lim
Ω→π

X(Ω) =
1− a2

(1 + a)2
=

1− a

1 + a
. �B�2B�

? ��%��
 #�� 0 < a < 1 �� ���� x[n] 	���� �������+���� ����  	�� ���� ���� �� �%��� ���

�	���
��������� Fourier "��� 	���� � �
 ���� ��� �
�����
 B�..�

������
��� ��&� *?��� �	���#�����
  ����
 �����	��
 2N1 + 1 �	�#�����

x[n] =

⎧⎨
⎩ 1 |n| ≤ N1

0 |n| > N1.
�B�22�
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1−a
1+a

1+a
1−a

Ω
|X

(Ω
)|

0 π 2 π
0

�
��� B�..; 4%��� �	���
��������� Fourier "�� ��� ������
 x[n] = a|n|, #�� 0 < a < 1�

( �	���
��������
 Fourier "�� ���	��� � � ���

X(Ω) =

N1∑
n=−N1

e−jΩn =
sin Ω(N1 + 1

2
)

sin Ω
2

�B�23�

 �� � ��	�	� �� �������� �����#� ��
 sinc� &� �%��� ��� �	���
��������� Fourier "���

�
	���'	��� ��� �
��� B�.6��� #�� N1 = 1 ��� ��� �
��� B�.6�+� #�� N1 = 2�

2 N1 + 1

2 π
2 N1+1

4 π
2 N1+1

Ω

|X
(Ω

)|

0 π 2 π
0

2 N1 + 1

Ω

|X
(Ω

)|

0 2 π
2 N1+1

4 π
2 N1+1

π 2 π
0

��� N1 = 1 �+� N1 = 2

�
��� B�.6; 4%��� �	���
��������� Fourier"�� ��� �	���#������  ����� �����	��
 2N1+1

�	�#������

"	� � ��
	�  ��+���� ��#�����
 ���� 	5����� ���$	��
 ��� �	���
��������� Fourier ����

������ 
�����, #���� � ���������� #��	��� �	  	 	����%�� ��������� C�������
 �	� � ��
	�

!�����	�� Gibbs.
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������
��� ��'� =�� �� ���� x[n] = δ[n] � �	���
��������
 Fourier "��� 	����

X(Ω) =
∞∑

n=−∞
δ[n] e−jΩn = 1. �B�30�

�� �������	 �


x̂[n] =
1

2π

∫ W

−W

ejΩn dΩ =
sin Wn

πn
�B�3.�

���	 #�� W → π  �������	;

sin πn

πn
→

⎧⎨
⎩ 1 n = 0

0 n �= 0
= δ[n]. �B�36�

��& '��	��	�� 
����� ��	 ����
�����	
��% Fourier��
�

4 ����� �� ��$�	��$��� ��������%
 �
%�	�
 �	��5� ��
 ��� ��������
 �	 �	��� Fourier 	�

������)� ������� ��� ��� �	���
��������� Fourier ��� 	������)� �������  �� � �+�% ���

���� �����	�) ��� ��� ������$�� 	���������;

.� �!� � 	 %����� �	 �	��� Fourier  	������)� ������� � ��	� �� � ����$	� � � ��

�	���
�������� Fourier ��
  �)��
  	������ ��
 ������$��
K

6� �!� � 	 %����� �	 �	��� Fourier  	������)� ������� � ��	� �� ��� 	����!$	� ���

 ������ ��� �	���
��������� Fourier 	����	�����
 �� �	���
�������� Fourier 	��


 	�������� ������
 ��� ��%�� )�	�� ���  	��� ��
 ��
������
K

�� �� !����"����
���
 Fourier #��� ��
 $����
 $��
�	��

*?��� x̃[n]  	������� ���� �	  	����� N � �
 $	�������	 ��� �� ���� x[n] ��� ������ ���

 	����� ��� x̃[n]� &��	 #�� ��$���	�� M

x[n] =

⎧⎨
⎩ x̃[n] �� M ≤ n ≤M + N − 1

0 ������
�B�3A�

(� ����	�	��%
 ��
 ��������
 �	���
 Fourier ��� x̃[n] 	����

ak =
1

N

∑
n=<N>

x̃[n] e−jk 2π
N

n =
1

N
X(

2πk

N
) �B�38�

� �� x[n]
FT −DT←→ X(Ω)� ( �	���
��������
 Fourier "��� X(Ω) 	5������� � � ��� 	 ���#�

��� M ��� �B�3A�, 	�) �� �	�#���� ���, X(2πk
N

), �	� 	5���)���� � � �� M � &���� !���	���

��� C����	�#�� B�.0�
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n

x
1
[n

]

�. 0 N − 1 N
0

.

n

x
2
[n

]

�. 0 M N M + N
0

.

��� x1[n] �+� x2[n]

�
��� B�.A; ������ x1[n] #�� ND/ ��� x2[n] #�� ND/ ��� MD6 ��� C����	�#�� B�.0�

������
��� ���(� *?��� %��  	������� ��%�� )�	�� "��� �	  	����� N

x̃[n] =
+∞∑

k=−∞
δ[n− kN ]. �B�39�

&��	

ak =
1

N

∑
n=<N>

x̃[n] e−jk 2π
N

n =
1

N

M+N−1∑
n=M

x[n] e−jk 2π
N

n

=
1

N

N−1∑
n=0

δ[n] e−jk 2π
N

n n=0
=

1

N
. �B�3/�

�� 	 ��	
$	� M = 0, ���	 �� ���� ��
  �)��
  	������ %
	� �	���
�������� Fourier "���

x1[n] = δ[n]
FT −DT←→ X1(Ω) = 1 �B�3B�

	�) �� 0 < M < N  �������	

x2[n] = δ[n−N ]
FT −DT←→ X2(Ω) = e−jΩN . �B�32�

��� �	�#���� ��
������
 Ω = 2πk/N %
���	;

X1(
2πk

N
) = 1 �B�33�

X2(
2πk

N
) = e−j 2πk

N
N = 1 �B�.00�

������ �� ��� �	���
���������  ������� ��
 ���	
 ���%
 ��� �	�#���� ��
������
 ��	5������


��
 	 ���#�
 ��� M �
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�� �� !����"����
���
 Fourier #��� $��
�	
��� �������

)������
�� �����
��

*?��� x[n] = ejΩ0n� ��� ���� %
���	

ejω0t F←→ 2π δ(ω − ω0). �B�.0.�

��� "���  	���%����	 �����#� � ��%�	���, ���� 	 	���

ejΩ0n = ej(Ω0+2πr)n, ∀r ∈ Z �B�.06�

 ���� �	� ��� � �	���
��������
 Fourier "��� ��� x[n] = ejΩ0n ���	��� � � ���

X(Ω) =
+∞∑

�=−∞
2π δ(Ω− Ω0 − 2π
). �B�.0A�

&� �
��� B�.8 �	�
�	� �� �	���
�������� Fourier "��� 	��
 !���������� 	�$	������ @�

	 ���$	�����	 ��� ��$����� ��
 �B�.0A�� *?
���	

1

2π

∫
2π

X(Ω) ejΩn dΩ =
1

2π

∫
2π

+∞∑
�=−∞

2π δ(Ω− Ω0 − 2π
)ejΩn dΩ

=

∫
2π

[ +∞∑
�=−∞

ej(Ω0+2π �)n δ(Ω− Ω0 − 2π
)
]
dΩ

= ejΩ0n
[∫ 2π

0

δ(Ω− Ω0) dΩ︸ ︷︷ ︸
1

+
+∞∑

l=−∞
l �=0

∫ 2π

0

δ(Ω− Ω0 − 2π
) dΩ︸ ︷︷ ︸
0

]

= ejΩ0n. �B�.08�

X(Ω)

Ω0−2π Ω0 Ω0+2π2π0
Ω

. . .

�
��� B�.8; 4	���
��������
 Fourier "��� ��� !���������� 	�$	����� ejΩ0n�
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����

*�������� ���
��
�
 ����

=	�����	�� %��  	������� ���� � ��	� �� �����$	� �


x[n] = b1e
jΩ1n + b2e

jΩ2n + · · ·+ bMejΩMn �B�.09�

� ��	 � �	���
��������
 Fourier "��� ���  	�������� ������
 x[n]  ���� �	� �


X(Ω) = b1

+∞∑
�=−∞

2πδ(Ω− Ω1 − 2π
) + b2

∞∑
�=−∞

2πδ(Ω− Ω2 − 2π
) + · · ·+

+bM

∞∑
�=−∞

2πδ(Ω− ΩM − 2π
). �B�.0/�

C���������	 ���;

• ( X(Ω) 	���� %��  	������� ��%��  ���)� �	  �)��  	�����  �� ��#����	���� � � �����

������
  �����
 ��� Ω1, Ω2, . . . , ΩM �

• ( X(Ω) �	�  ���� �	� � � ��� 	5����� ������� ��� �	���
��������� �$���$	��	 ��� ��

 	������� ������ �	� 	���� � �����
 �$��������, ���� 	���� ��
���	 �	���
���������

Fourier "��� �
 ���% 	�� ��� ��������� ��� �	���
����������

• ( X(Ω) 	���� %#����
 �	���
��������
 Fourier "��� ����� ��� �� Ω0 �	� 	���� ��


���!�
 2πm
N

�

• ( ��������!�
 �	���
��������
 Fourier "��� �B�.09� 	���� %#����
 ���� ���� Ωm =

2πm
N

�

*?���

x[n] =
∑

k=<N>

ak ejk 2π
N

n �B�.0B�

 	������� ���� �	  	����� N � =�� �� � ���#�����	 �� �	���
�������� Fourier"��� ���	� ��

	��	�%����	 �� ������$� +�����;

.� ? %�	5	 k = 0, 1, . . . , N − 1�

6� @%�	 Ω1 = 0, Ω2 = 2π
N
, Ω3 = 2(2π

N
),� � � , ΩN = (N − 1)2π

N
���� �B�.0/�

A� &��	 � �	���
��������
 Fourier "��� 	����

X(Ω) =
+∞∑

k=−∞
2π ak δ(Ω− 2πk

N
). �B�.02�



�� ��������	�
� �
���������
���� 6B

������
��� ����� *?���

x[n] =
+∞∑

k=−∞
δ[n− kN ] �B�.03�

���	

X(Ω) =
2π

N

+∞∑
k=−∞

δ(Ω− 2πk

N
) �B�..0�

	 	��� ak = 1
N
� C���������	 ��� 	�) ��� �����
����  ����� ��� 
���� � %
��� N �	�#����,

��� ��
������ � %
��� 2π
N
�

�� �� #
���
��
 �����"����
���
 Fourier%
� ������ $�$�����&��


	
����
�


( �	���
��������
 Fourier "��� 	����  	������� ��������� ��
 ���	
��
 �	��+����
 Ω #	�

#���
  �� ��� ��$���� ���
����� ����
 ���$�������
 � ���#�����
� =�� �� $	�� 	�����	

���� ��� 	##	�� �������� ��� �	���
��������� Fourier"��� ���'���	 	� ������	��
 �� ����

����� �	���
�������� Fourier (Discrete Fourier Transform) DFT #�� ������  	 	����%��


�����	��
 �
 	5�
;

�� *?��� N1 �%����
 )��	 x[n] = 0 #�� n > N1�

+� F�����	��'���	 %��  	������� ���� x̃[n] �	  	����� N ≥ N1� &��	

x̃[n] = x[n] 0 ≤ n ≤ N − 1. �B�...�

#� (� ����	�	��%
 ��
 �	���
 Fourier ���  	�������� ������
 x̃[n] 	����

X[k] =
1

N

N−1∑
n=0

x[n] e−jk 2π
N

n k = 0, 1, . . . , N − 1 �B�..6�

� ��	 � 	5����� ���$	��
 ��
 �	���
 Fourier 	����

x[n] =
N−1∑
k=0

X[k] ejk 2π
N

n n = 0, 1, . . . , N − 1. �B�..A�

&� '	�#�
 ��� 	5��)�	�� �B�..6� ��� �B�..A� ��#����	� �� �
���
�
 �����#	���
��


Fourier (DFT)�

(� #��#���� �	���
��������� Fourier (FFT) 	���� � �������� ��#���$��� � ���#����� ���

DFT� ( DFT ��������	�  ���%
 � � ��
 �������	
 ��� �	���
��������� Fourier ���������


������ ?5������� � � ��� 	 ���#� ��� N � @� �	�	��$	� �	 +�$�
 ���� L�!���� ? 	5	�#����

��������
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����

��� �����	�
� ��
 �
����	�������� Fourier ���������

�����


������	
 �����
 ���������
 ��� ������
 �������
 �� ��
 ��������� �	
����
 ���
�	� ����


� ��� � ! ��� � ����
��� ���
 ��������
 ��
�� ��	������ �� ��
 ��������� �	
����
 ���
�	"

����#���	�� ���$
 ��
 ���������

%������#���
 � ��������������
 Fourier&�'� �������� ���
! ����� �� �� �������! �����

Fourier. (����
 ��� ��
 ��������
 ��	 ��������������� �
� �
��� ���
 ��������
 ��
 �����


Fourier.

)��
 �
����� �	�! �������������� ��	
 �	�*�������
+

X(Ω) = X(ejΩ) = F{x[n]}
x[n] = F−1{X(Ω)}
x[n]

F←→ X(Ω) �
�� x[n]
FT −DT←→ X(Ω). ,-�../0

����� ����	
���
�
�

� ��������������
 Fourier&�' ��
�� ��������� 	
���
�	� �
 ���
 Ω �� ������� 2π� 1����

��� ������ ���
 �������������� Fourier )�'�

����� ��������
�
�

x1[n]
F←→ X1(Ω)

x2[n]
F←→ X2(Ω)

⎫⎬
⎭⇔ a x1[n] + b x2[n]

F←→ a X1(Ω) + b X2(Ω) ,-�..20

����� ����
��� �������

x[n]
F←→ X(Ω)⇔ x∗[n]

F←→ X∗(−Ω) ,-�..30

4�������

5���
$
��
 ��� ��
 ������

F
{

x∗[n]
}

=
+∞∑

n=−∞
x∗[n] e−jΩn =

{ +∞∑
n=−∞

x[n] ejΩn

︸ ︷︷ ︸
X(−Ω)

}∗
= X∗(−Ω).
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����� ��	���� ����
�	��

x[n]
F←→ X(Ω)⇔ x[−n]

F←→ X(−Ω). ,-�..-0

4�������

F
{

x[−n]
}

=
+∞∑

n=−∞
x[−n] e−jΩn n=−m

=
+∞∑

m=−∞
x[m] ejΩm

=
+∞∑

m=−∞
x[m] e−j(−Ω)m = X(−Ω).

����� �
��
�
� �����
��� 

4
 x[n] ��
�� ��� �����! �����	#��" ����

X(Ω) = X∗(−Ω)⇔
{

Re{X(Ω)} = Re{X(−Ω)}
Im{X(Ω)} = −Im{X(−Ω)}.

,-�..�0

7����� �����
 ��� |X(Ω)| ��
�� ����� �	
������ �
 ���
 Ω" �
$ ∠X(Ω) ��
�� ������! �	
������

�
 ���
 Ω ���

xe[n]
F←→ Re{X(Ω)} ,-�..60

xo[n]
F←→ jIm{X(Ω)}. ,-�.�80

4�������

%����! x[n] ��
�� ��� �����! �����	#�� ������

x[n] = x∗[n]
(7.116)⇒ X(Ω) = X∗(−Ω). ,-�.�.0

4
 X(Ω) = Re{X(Ω)}+ jIm{X(Ω)} �
����
��
 ��
 ,-�.�.0 ����
�	��

Re{X(Ω)}+ jIm{X(Ω)} = Re{X(−Ω)} − jIm{X(−Ω)} ,-�.��0

����� ��������� � ����� ,-�..�0�

'���������$
��
 ��
 ,-�..-0 ��� ,-�..�0 � ��������������
 Fourier&�'� ��
 �����
 �	
�9

��$��
 ��	 x[n]" xe[n]" ��������� �


xe[n] =
x[n] + x[−n]

2

F←→ F{xe[n]} =
1

2

[
X(Ω) + X(−Ω)

]
=

1

2

[
Re{X(Ω)}+ jIm{X(Ω)}+ Re{X(−Ω)}+ jIm{X(−Ω)}

]
(7.118)

= Re{X(Ω)}. ,-�.�:0
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�����
 �������
����� � ,-�.�80�

����! ��	���� ��
�
�"��� ��� ��
�
�"��� ��#��
�
� 

x[n]
F←→ X(Ω)⇒ x[n− n0]

F←→ e−jΩn0 X(Ω) ,-�.�/0

ejΩ0n x[n]
F←→ X(Ω− Ω0). ,-�.�20

����� $�������� ��� %&'�	���

;�� �� �!�� ��
 ��$��
 �������
 x[n] − x[n − 1] ��������� �� ������ ! ��
 ��������
 ��


���
��!
 ����������
 ���

x[n]− x[n− 1]
F←→ (1− e−jΩ) X(Ω). ,-�.�30

�%��� y[n] =
∑n

m=−∞ x[m]� (���������� ���

y[n]− y[n− 1] = x[n]⇒ Y (Ω)− e−jΩ Y (Ω) = X(Ω)⇒ Y (Ω) =
1

1− e−jΩ
X(Ω). ,-�.�-0

< ,-�.�-0 ��� ��
�� ����*!
"  ���� ��
 �  	���� ��
 ������������� ��	 Y (Ω)� (����� 
�

������#�� �
�
 ���
 ��	 �
����������=�� �� ���� ���! ��	 ��������� ��� �� �#������" ���


���
 ��������� �	
����
 ���
�	∫ t

−∞
x(τ)dτ

F←→ 1

jω
X(ω) + πX(0)δ(ω).

< ����*!
 ����� ��
��

n∑
m=−∞

x[m]
F←→ 1

1− e−jΩ
X(Ω) + πX(0)

∞∑
k=−∞

δ(Ω− 2πk). ,-�.��0

���������� ����� 4
 ��������	�� ��
 ,-�.��0  �� �� �!�� u[n] ����
�	��

u[n]
F←→ 1

1− e−jΩ
+ π

+∞∑
k=−∞

δ(Ω− 2πk). ,-�.�60

%����! �
  
����

x[n] = δ[n]
F←→ X(Ω) = 1 ,-�.:80
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#� �����#����	�� ��� �
��
 �����! �	�� ���
 ,-�.:80 �
 ����
!��	�� ��� ��
 ,-�.�60 ���

��������	�� ��
 ��������
 ��	 ��������������� Fourier &�'� (�� ����

x[n] = δ[n] = u[n]− u[n− 1]
F←→

X(Ω) =
1

1− e−jΩ
+ π

+∞∑
k=−∞

δ(Ω− 2πk)

− e−jΩ

1− e−jΩ
− πe−jΩ

+∞∑
k=−∞

δ(Ω− 2πk)⇒

X(Ω) = 1 + π
+∞∑

k=−∞
δ(Ω− 2πk)− π

+∞∑
k=−∞

e−j2πkδ(Ω− 2πk) = 1. ,-�.:.0

����( )*��+�,�� �
	 #���	 ��� �
� ��#��
�
�

�%���

x[n]
F←→ X(Ω). ,-�.:�0

4
 y[n] = x[−n]" ���� �����
� �� ��
 �������� ��
 ���
��!
 �
������!
 Y (Ω) = X(−Ω)�

%
$ ��� �	
��! ���
� ������

x(at)
F←→ 1

|a|X(
ω

a
) ,-�.::0

���
 �����	#��
 ��
 ���=�
��� ��� ���� x[an] �
 a < 1" �����!"  �� ��9�������
 ����
 ��	 a�

>��� �� �!�� x[2n] 	��
��� ��� ����
�	�� 	��?� ��#� ������� ��� �� ��	 x[n]" �����! ��

����� ��� ���� ��	 x[n]� �%��� k #�����
 �������
" ���� ���=�	�� �� �!��

x(k)[n] =

{
x[n/k], �
 n mod k = 0

0, �
 n mod k �= 0
,-�.:/0

���	 n mod k = 0 	������� ��� �� n ��
�� ����������� ��	 k" �
$ n mod k �= 0 	������� ���

�� n ��
 ��
�� ����������� ��	 k. �%��� k = 3 ��� x[n] �	�� ��	 )�!����
 -�.2,�0� 1� �!��

x(3)[n] ������=���� ��� )�!�� -�.2,*0� � ��������������
 Fourier&�'� ��	 x(k)[n] ���������

�


X(k)(Ω) =
∞∑

n=−∞
x(k)[n] e−jΩn n=rk

=
∞∑

r=−∞
x(k)[rk] e−jΩrk

=
∞∑

r=−∞
x[r] e−j(kΩ)r = X(kΩ). ,-�.:20

�4��

x(k)[n]
F←→ X(kΩ). ,-�.:30
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n

x
[n

]

9/ 9: 9� 9. 8 . � : /
8

8�2

.

.�2

�

��2

:

:�2

/

n

x
(3

)[
n
]

9.8 9� 93 9/ 9� 8 � / 3 � .8
8

8�2

.

.�2

�

��2

:

:�2

/

,�0 ,*0

)�!�� -�.2+ ,�0 )!�� x[n] ,*0 )!�� x(3)[n]�

(���������� ��� � �
�������� ����� ������ ��������
 ��� ���
� ��� ����	
 ��� �	�
�����

������ ��� ����� 4
 ���$
�� �
� �!�� ��� @@ ���*����
���� ��� ���
�AA" ���� � ��������������


Fourier &�'� �	����=����� � ��������������
 Fourier &�' X(kΩ) ��
�� ��������� �!�� �


���
 Ω �� ������� 2π
|k| �

1� )�!���� -�.3 ��� -�.- ����
�	
 ����������� �� =�� � x(2)[n]
F←→ X(2)(kΩ) ���

x(3)[n]
F←→ X(3)(kΩ)  �� �
� ����� �
��� ����� ��������
 ��
�� ��� ����
�

n

x
[n

]

Ω

X
(Ω

)

9� π 9 π 8 π � π

9.8 9� 93 9/ 9� 8 � / 3 � .8

9�

8

�

/

3

8

8�2

.

.�2

n

x
(2

)[
n
]

Ω

X
(2

)(
Ω

)

9π 9π/2 8 π/2 π

9.8 9� 93 9/ 9� 8 � / 3 � .8

9�

8

�

/

3

8

8�2

.

.�2

,�0 ,*0

)�!�� -�.3+ B�� �+ ,�0 x[n]
F←→ X(Ω) ��� ,*0 x(2)[n]

F←→ X(2)(Ω)�



�� ��������	�
� �
���������
���� ::

n

x
(3

)[
n
]

Ω

X
(3

)(
Ω

)

9 2
3
π 9 1

3
π 8 1

3
π 2

3
π

9.8 9� 93 9/ 9� 8 � / 3 � .8

9�

8

�

/

3

8

8�2

.

.�2

)�!�� -�.-+ B�� �
 x(3)[n]
F←→ X(3)(Ω)�

����- $�������� �
� ��#��
�
�

4
 x[n]
F←→ X(Ω)" ����

dX(Ω)

dΩ
=

d

dΩ

∞∑
n=−∞

x[n] e−jΩn = −
∞∑

n=−∞
x[n] jn e−jΩn = F{−jnx[n]}. ,-�.:-0

����� ���������

nx[n]
F←→ j

dX(Ω)

dΩ
. ,-�.:�0

�����. /��
�
�
� 
	� Parseval

∞∑
n=−∞

|x[n]|2 =
1

2π

∫
2π

|X(Ω)|2 dΩ. ,-�.:60

1� �������� ����
 ��
 �����
 ,-�.:60 ��
�� � �
�� ��� ��	 �!����
 x[n]� < �	
������ |X(Ω)|2

�������� �
���
�
� ��	��
�� ���������� ;�� ��������� �!���� ��
 �
�������� � ����


,�
�� ��� �� ��� �������0� 1��� �������������� ��	
 �	
�������
 ��
 �����
 Fourier

1

N

∑
n=<N>

|x[n]|2 =
∑

k=<N>

|ak|2. ,-�./80

������ �
��
�
� 
� ���0*�1� 

%�
 y[n] = (x ∗ h)[n]" ����

Y (Ω) = X(Ω)H(Ω) ,-�./.0

���	 X(Ω) = F{x[n]} ��� H(Ω) = F{h[n]}�



:/ �� ��������	�
� �
���������
����

���������� ����� �%��� h[n] = δ[n− n0]" ����

H(Ω) =
+∞∑

n=−∞
δ[n− n0] e

−jΩn = e−jΩn0 . ,-�./�0

4
 x[n]
F←→ X(Ω)" ����

y[n] = (x ∗ h)[n] = x(n− n0)
F←→ e−jΩn0 X(Ω) = F{x[n− n0]}. ,-�./:0

���������� ����� �%���

h[n] = anu[n]
F←→ H(Ω) =

1

1− a e−jΩ
,-�.//0

x[n] = bnu[n]
F←→ X(Ω) =

1

1− b e−jΩ
,-�./20

����  �� y[n] = (h ∗ x)[n] ����
�	��

Y (Ω) = H(Ω)X(Ω) =
1

(1− a e−Ω)(1− b e−jΩ)
. ,-�./30

;�� 
� 	���� ���	�� ��
 �
�������� �������������� �
�������	�� �� ������ ���������

&�����
�	�� ��� ������$���


• 4
 a �= b" ����

Y (Ω) =
A

1− a e−Ω
+

B

1− b e−jΩ
,-�./-0

���	 A = a
a− b

��� B = −b
a− b

� �4��

y[n] =
a

a− b
an u[n]− b

a− b
bn u[n] =

1

a− b

[
an+1 u[n]− bn+1 u[n]

]
. ,-�./�0

• 4
 a = b" ����

Y (Ω) =
1

(1− a e−jΩ)2
=

j

a
ejΩ d

dΩ

(
1

1− a e−jΩ

)
. ,-�./60

;
���=�	�� ���

an u[n]
F←→ 1

1− a e−Ω
. ,-�.280

����� ��� ��
 �������� ���������
 ��� �	�
�����

nanu[n]
F←→ j

d

dΩ

(
1

1− ae−jΩ

)
,-�.2.0

��� ��
 �������� ����������
 ��� ���
� ���������

(n + 1)
1

a
an+1 u[n + 1]

F←→ j
1

a
ejΩ d

dΩ

(
1

1− a e−jΩ

)
. ,-�.2�0



�� ��������	�
� �
���������
���� :2

�4�� � =������
�
 �
��������
 ��������������
 ��
��

y[n] = (n + 1)anu[n] ,-�.2:0

�����  �� n = −1⇔ n + 1 = 0" ����
��� u[n + 1] �= 0�

< �������� �	�
�����
 �
�
 ;�'�4� �	��!����
 &�'�" H(Ω)" ���=�� ��
 ���� ���� �� ����9


� ��	 �	��!����
 )�'� 4��=�� 
� ������#�� ��� ��� ���� �������� �	�
�����
 ������!����

;�'�4� ������� &�'� 1� ������� �� ���	����! �������� h[n] = 2nu[n] ��
 ���� ������9

�� �	�
�����
� �%
� ������� ��
�� �
	
���� ��� ��
�
 ������	9��� ��
�
 �����	 �
 �

���	����! �������� ��
�� �������
 �#�������" �����!

∞∑
n=−∞

|h[n]| <∞ ,-�.2/0

 � �
�
 ��	 �  	���� �� ����� ��	 F{h[n]}� %����
�
 �� �	���#! ;�'�4� �	��!���� &�'�
���	
 ���$
 ������
� H(Ω)�

������ ����	
��� 2��0*�1�

;�� ���������
 �����	#��
 �� �#������ ��
 �	
�����
 ��
 �	 ���
��� �%��� ���=���� �
�
 
��


������!
 � ��������� 	
������ ��� �����	#�$
 ��	 ��
�� ���������
 �� ���
! ������� N

ỹ[n] = (x̃1 ⊗ x̃2)[n] =
∑

m=<N>

x̃1[m] x̃2[n−m]. ,-�.220

(���������� ���� �� �!���� ��	 )�!����
 -�.�� 1� ���
��$
 �
���������
� �!�� x̃2[−m]

��� �� ���
��$
 �
���������
� ��� �����������
� �!���� x̃2[1−m] ��� x̃2[2−m] ������=�
���

��� )�!�� -�.6� (���������� ��� �� �!���� x̃2[1−m] ��� x̃2[2−m] ��������	
 ��� �
������

��
�
�� 	��� ��� ����
 ��
 ��$��
 �������	 ��	 �!����
 x̃2[−m]� 7����� ỹ[n + N ] = ỹ[n]"

�����! ���������  �� ��������! �����	#�� �� ������� N � ;�� ��
 ��������! �	
����� ������

�
��� � ��������" ���
 ���  �� ��
 ��9��������!" �����!" �
 {ak}" {bk}" ��� {ck} ��
�� ��

�	
�������
 ��
 �������!
 �����
 Fourier ��
 x̃1[n]" x̃2[n] ��� ỹ[n] �
��������
" ����

ck = N ak bk. ,-�.230

< ��� ����
���! ��!�� ��
 ��������
 �	�!
  �� ��	
 �	
�������
 ��
 �����
 Fourier ��
��

� ������ ! ��
 ��=� �� �� �������� �������������� Fourier (DFT) ���
 	���� ���� ��




:3 �� ��������	�
� �
���������
����

m

x̃
2
[m

]

−N 8 N 2N

m

x̃
1
[m

]

−N 8 N

,�0 x̃2[m] ,*0 x̃1[m]

)�!�� -�.�+ (�������� �!���� x̃2[m] ��� x̃1[m]�

��9��������!
 ,�����!"  ������!
0 �	
�����
 �	� �����	#�$
 ���������
�
 ��������
� �%���

x1[n] = 0 ����
 ��	 �����!����
 0 ≤ n ≤ N1 − 1"

x2[n] = 0 ����
 ��	 �����!����
 0 ≤ n ≤ N2 − 1� ,-�.2-0

�%��� y[n] � ��9��������! �	
����� ��
 x1[n] ��� x2[n]� 1���+

y[n] = (x1 ∗ x2)[n] = 0 ����
 ��	 �����!����
 0 ≤ n ≤ N1 + N2 − 1� ,-�.2�0

4
 �������	�� �
�
 ������!���� ������� N ≥ N1 + N2 − 1" �������	���	�� �	� �!���� ��

������� N �
 ��!


x̃1[n] = x1[n] 0 ≤ n < N

x̃2[n] = x2[n] 0 ≤ n < N ,-�.260

��� 	���� ���	�� ��
 ��������! �	
����� ��
 x̃1[n] ��� x̃2[n]

ỹ[n] =
∑

m=<N>

x̃1[m] x̃2[n−m] ,-�.380

����

y[n] = ỹ[n] 0 ≤ n ≤ N − 1. ,-�.3.0

)	
��$
 �����! �	�� ���
 ��!
 ��������� 	���� ����� ��
 ��9��������!
 , ������!
0 �	9


�����
�

• (��� ���=�	�� ��
 �����	#��
 x1[n] ��� x2[n] �� ����
���  �� 
� �������	���	�� ��


���������
 �����	#��
 x̃1[n] ��� x̃2[n] ����� �
��
 ��
 ������� N " $��� N ≥ N1+N2−1�



�� ��������	�
� �
���������
���� :-

m

x̃
2
[−

m
]

−N 8 N 2N

m

x̃
2
[1
−

m
]

−N 8 N

,�0 x̃2[−m] ,*0 x̃2[1−m]

m

x̃
2
[2
−

m
]

. . . . . .

8 N

, 0 x̃2[2−m]

)�!�� -�.6+ 1� ���
��$
 �
��������
� �!�� x̃2[−m] ��� �	�����
 �����������
 ��
 ��� ����


��
 ��$��
 �������	 ��	�

• ;�� N ≥ N1+N2−1 � ��9��������! �	
����� ��
 x1[n] ��� x2[n] ������� �� ��
 ��������!

�	
����� ��
 x̃1[n] ��� x̃2[n]� ����� �����+

.� ����� ����
 ��
 DFTs X̃1[k] ��� X̃2[k] ��
 x1[n] ��� x2[n]�

�� (�������������
 ��
 DFTs  �� ��
 	���� ���� ��	 DFT ��
 y[n]

Ỹ [k] = X̃1[k] X̃2[k]. ,-�.3�0

:� ����� ����
 ��	 �
��������	 DFT ��
 Ỹ [k]� 1� ���������� ��
�� � ���#	���!

�	
����� y[n]�



:� �� ��������	�
� �
���������
����

������ �
��
�
� 
� 
������,�� 

�%��� y[n] = x1[n]x2[n]� 4
 x1[n]
F←→ X1(Ω) ��� x2[n]

F←→ X2(Ω)" ���� � ��������������


Fourier &�'� ��	 �!����
 y[n] ��
���� ��� ��


Y (Ω) =
∞∑

n=−∞
y[n] e−jΩn =

∞∑
n=−∞

x1[n] x2[n] e−jΩn =
∞∑

n=−∞
x2[n]

{
1

2π

∫
2π

X1(θ) ejθn dθ

}
e−jΩn

=
1

2π

∫
2π

X1(θ)

[ ∞∑
n=−∞

x2[n] e−j(Ω−θ)n

]
dθ =

1

2π

∫
2π

X1(θ) X2(Ω− θ) dθ. ,-�.3:0

���������� ���!� �%���

x1[n] = ejπn = (−1)n. ,-�.3/0

1���

X1(Ω) = 2π
+∞∑

r=−∞
δ(Ω− (2r + 1)π). ,-�.320

� ��������������
 Fourier X1(Ω) ������=���� ��� )�!�� -��8� )�� �������� Ω ∈ [0, 2π)

X1(Ω)

−3π −π π 3π

2π 2π 2π 2π

Ω

. . . . . .

)�!�� -��8+ C�������������
 Fourier X1(Ω)�

���	��

X1(θ)X2(Ω− θ) = 2π X2(Ω− θ) δ(θ − π) = 2πX2(Ω− π) δ(θ − π) ,-�.330

�����

Y (Ω) =

∫ 2π

0

X2(Ω− π) δ(θ − π) dθ = X2(Ω− π). ,-�.3-0

(�������������
 ��� (−1)n ���� �
 ���������� ��
 �������� �����$
 ��� 	?��$
 �����9

���$
 ������$
 ��� ����� ��
 �����	#��
 ������	� (�� ���� �
 X2(Ω) ��
�� � ���������9

�����
 Fourier ��	 )�!����
 -��." ���� � ��������������
 Fourier Y (Ω) ���� �� ����! ��	

)�!����
 -����

� (�
���
 -�� �	
�?�=�� ��
 ��������
 ��	 ��������������� Fourier &�'�



�� ��������	�
� �
���������
���� :6

(�
���
 -��+ 7�������
 ��	 ��������������� Fourier &�'�

7������� C�9��������� )!�� C�������������


Fourier

x[n] X(Ω) = X(ejΩ)

y[n] Y (Ω) = Y (ejΩ)

;����������� A x[n] + B y[n] A X(ejΩ) + B Y (ejΩ)

'��
��! ���������� x[n− n0] e−jΩn0 X(ejΩ)

C��������� �	�
�����
 ej Ω0 n x[n] X(ej(Ω−Ω0))

)	=	 �� x∗[n] X∗(e−jΩ)

'��
��! �
������! x[−n] X(e−jΩ)

&������! ��� ���
� x(k)[n] X(ejkΩ)

)	
����� x[n] ∗ y[n] X(ejΩ) Y (ejΩ)

(�������������
 x[n] y[n] 1
2π

∫
2π

X(ejθ)Y (ej(Ω−θ))dθ

(�$�� ������� x[n]− x[n− 1] (1− e−jΩ)Q(ejΩ)

)	��$��	��
∑n

k=−∞ x[k] 1
1− e−jΩ X(ejΩ) +

πX(ej0)
∑+∞

k=−∞ δ(Ω−
2πk)

&�������� ��� �	�
����� nx[n] j
dX(ejΩ)

dΩ

)	=	 !
 �	�������  ��

��� ������ �!���� x[n] ∈ R

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

X(ejΩ) = X∗(e−jΩ)

Re{X(ejΩ)} = Re{X(e−jΩ)}
Im{X(ejΩ)} = −Im{X(e−jΩ)}
|X(ejΩ)| = |X(e−jΩ)|
∠X(ejΩ) = −∠X(e−jΩ)

(�� ������ �!���� �����


�	�������


x[n] ∈ R+ x[n] = x[−n] X(ejΩ) ��� �����! ���

�����
 �	�������


(�� ������ �!���� �����9

�!
 �	�������


x[n] ∈ R+ x[n] = −x[−n] X(ejΩ) ��#��$
 ��9


������! ��� ������!


�	�������


4����
#��� �� ����� ���

������� ����
 ��� ����9

��� �!����


⎧⎨
⎩ xe[n] = 1

2
(x[n] + x[−n])

xo[n] = 1
2
(x[n]− x[−n])

Re{X(ejΩ)}
j Im{X(ejΩ)}

1�	������ Parseval  �� ��9��������� �!����

1
N

∑+∞
n=−∞ |x[n]|2 = 1

2π

∫
2π
|X(ejΩ)|2 dΩ



/8 �� ��������	�
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����

X2(Ω)

−π π
Ω

)�!�� -��.+ C�������������
 Fourier X2(Ω)�

Y (Ω)

−π π
Ω

)�!�� -���+ C�������������
 Fourier Y (Ω)�

��� �
������ �����	�
�

��!�� $�����
� ����+ Fourier

(���������� ��� ��
 	������ �	������� ������ ��
 �������
 �
��	��
 ��� ��
 �������


��
#���
 ��	 ��������������� Fourier &�'� D����� 	������ ������ �	������� ���
 ������

��
 �������!
 �����
 Fourier.(�� ����" ���� ��� ��	������ ������ ��� ��������$
 �����	#�$


f [m] ��� g[m] ��
 ����
 �������	 N

f [m] =
1

N

∑
r=<N>

g[r] e−jr 2π
N

m. ,-�.3�0

4
 �
��������!��	�� k = m ��� r = n ����

f [k] =
1

N

∑
n=<N>

g[n] e−jk 2π
N

n ,-�.360



�� ��������	�
� �
���������
���� /.

����� �	
� �	�� ��� �� ���������
 �����	#��
 g[n] ��� f [k] ��������
 �
� =�� �
 �������!


�����
 Fourier

g[n]
DFS←→ f [k]. ,-�.-80

4
 #���	�� ���
 ,-�.3�0 m = n ��� r = −k ����
�	��

f [n] =
∑

k=<N>

1

N
g[−k] ejk 2π

N
n ,-�.-.0

�����

f [n]
DFS←→ 1

N
g[−k]. ,-�.-�0

4
 ������#!��	�� 
� ����
����	�� �� ������������ ��
 �
��	��
�

• �� �	
�������
 �����
 Fourier �
�
 ���������� �!����
 x[n]" ak" ��
�� ��������! �����	9

#���

• D
 ��������! �����	#�� ������
 
� ������#��
 �� ����� Fourier.

• < �	����! �������� ��������� �� �	
�������
 ��
 �����
 Fourier ��
 ��������!
 �����	9

#��
 ak ������ 
� ��
�� �� ����

1
N

x[−n]" �
��� �
 ��
 �����$
 ���$
 ��	 �!����
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