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Μαθηµατική περιγραφή σηµάτων

Είδη σηµάτων

Συνεχούς χρόνου (Σ.Χ.): x(t), όπου t ∈ R ο συνεχής χρόνος.

∆ιακριτού χρόνου (∆.Χ.): x[n], όπου n ∈ N ένας ακέραιος δείκτης.

∆ηλαδή, τα σήµατα ∆.Χ. είναι ακολουθίες.

Μαθηµατική αναπαράσταση σηµάτων-συστηµάτων 3/40



Μαθηµατική περιγραφή σηµάτων

Είδη σηµάτων

Συνεχούς χρόνου (Σ.Χ.): x(t), όπου t ∈ R ο συνεχής χρόνος.

∆ιακριτού χρόνου (∆.Χ.): x[n], όπου n ∈ N ένας ακέραιος δείκτης.

∆ηλαδή, τα σήµατα ∆.Χ. είναι ακολουθίες.

Μαθηµατική αναπαράσταση σηµάτων-συστηµάτων 3/40



Μετασχηµατισµοί ανεξάρτητης µεταβλητής (1)

Ανάκλαση περί την αρχή

x(t) ⇒ x(−t)

x[n] ⇒ x[−n].

Σχήµα 2.2

Φυσική σηµασία : Αναστροφή (reverse.)
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Μετασχηµατισµοί ανεξάρτητης µεταβλητής (2)

Γραµµική αλλαγή κλίµακας

x(t) ⇒ x(t/2) ή x(2t).

Αν x(t) 6= 0 για |t| < t0 ⇒ x(
t

2
) 6= 0 εάν | t

2
| < t0

∆ηλαδή x( t

2
) 6= 0 εάν |t| < 2 t0.

Σχήµα 2.3

Φυσική ερµηνεία x(at): Αν a > 1 η διάρκεια του σήµατος µικραίνει

χρόνο, π.χ. όταν ένα pick up παίζει µε µεγαλύτερη ταχύτητα στροφών. Αν

0 < a < 1 η διάρκεια του σήµατος µεγαλώνει, π.χ. όταν ένα pick up παίζει

µε µικρότερη ταχύτητα στροφών.
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Μετασχηµατισµοί ανεξάρτητης µεταβλητής (3)

Μετατόπιση

x(t) → x(t − t0)

x[n] → x[n− n0].

Σχήµα 2.4

Φυσική ερµηνεία x(t − t0): Αν t0 > 0, συµβαίνει µετατόπιση προς τα

῾῾δεξιά᾿᾿, δηλαδή προώθηση (advance). Αν t0 < 0, συµβαίνει µετατόπιση

προς τα ῾ἁριστερά᾿᾿, δηλαδή, καθυστέρηση (delay).
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Μετασχηµατισµοί ανεξάρτητης µεταβλητής (4)

Γενίκευση

x(t)→ x(at + b).

|a| > 1

a > 1 σµίκρυνση, µετατόπιση

a < −1 χρονική αναστροφή, σµίκρυνση και µετατόπιση

|a| < 1

0 < a < 1 µεγένθυση, µετατόπιση

−1 < a < 0 χρονική αναστροφή, µεγένθυση και µετατόπιση
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Ιδιότητες συµµετρίας των σηµάτων

Σήµα άρτιας συµµετρίας : x(−t) = x(t) ∀t .

Σήµα περιττής συµµετρίας : x(−t) = −x(t) ∀t .

Συνιστώσα άρτιας συµµετρίας σήµατος : xe(t)
4
= 1

2
[x(t) + x(−t)].

Συνιστώσα περιττής συµµετρίας σήµατος : xo(t)
4
= 1

2
[x(t)− x(−t)].

Αποσύνθεση σήµατος στις συνιστώσες του : x(t) = xe(t) + xo(t).
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Περιοδικά σήµατα

΄Ενα σήµα x(t) είναι περιοδικό αν

∃T 6= 0 : x(t) = x(t + T) ∀t. (1)

Εάν x(t) είναι περιοδικό σήµα µε περίοδο T , τότε

∃m ∈ Z : x(t) = x(t + mT) ∀t. (2)

Θεµελιώδης περίοδος T0 είναι η µικρότερη τιµή της παραµέτρου T για την

οποία ισχύει η (1).

΄Ενα σταθερό σήµα είναι περιοδικό µε απροσδιόριστη περίοδο.
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Πραγµατικό εκθετικό

x(t) = C e
a t

a,C ∈ R

Σχήµα 2.5

Η παράµετρος a έχει τη ϕυσική ερµηνεία ϱυθµού αύξησης πληθυσµού,

ϱυθµού εξασθένισης της ϱαδιενέργειας. Σε ένα ηλεκτρικό κύκλωµα RC η

παράµετρος a ισούται µε
1

RC
. Η ποσότητα RC είναι γνωστή και ως

σταθερά χρόνου.

Για a > 0 το εκθετικό σήµα αυξάνει.

Για a < 0 το εκθετικό σήµα αποσβέννυται.
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Φανταστικό εκθετικό

Από την ταυτότητα του Euler έχουµε

x(t) = e
jω0 t = cosω0t + j sinω0t.

΄Αρα το ϕανταστικό εκθετικό αποτελείται από δύο συνηµιτονοειδή σήµατα

που έχουν διαφορά ϕάσης 90◦.

Το ϕανταστικό εκθετικό είναι περιοδικό σήµα, διότι

∃T : e
j ω0 t = e

j ω0 (t + T) ⇔ ∃T : e
j ω0 T = 1 ⇔

T = ρ
2π

|ω0|
, ρ ∈ Z.

Για ρ = 1 παίρνουµε τη ϑεµελιώδη περίοδο :

T0 =
2π

|ω0|
.
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Μιγαδικό εκθετικό

Είναι χρήσιµο για την περιγραφή ηµιτονοειδών σηµάτων µε διαφορά

ϕάσης.

x(t) = A cos (ω0 t + ϕ) = A Re
{

e
j (ω0 t + ϕ)}.

Ορίζεται ως x(t) = C ea t a,C ∈ C.

Αν C = |C| ej ϕ και a = r + j ω0, τότε

C e
a t = |C|ert

e
j (ω0 t + ϕ) =

|C|ert
cos (ω0t + ϕ) + j|C|ert

cos (ω0t + ϕ− π

2
). (3)

Καθένας όρος στο δεξί µέρος της (3) είναι ένα αποσβεννύµενο για r < 0

ή αυξανόµενο για r > 0 ηµιτονοειδές σήµα. ΄Οπως στο Σχήµα 2.6
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Βηµατική Συνάρτηση-Συνάρτηση µοναδιαίας ώσης

Η ϐηµατική συνάρτηση ή συνάρτηση Heaviside ορίζεται ως εξής :

u(t) =

{
0 t < 0

1 t > 0.

Παρατηρούµε ότι η u(t) είναι ασυνεχής για t = 0. Ισχύει :

u(t) =

∫
t

−∞
δ(λ) dλ⇔ δ(t) =

du(t)

dt

όπου δ(t) η συνάρτηση µοναδιαίας ώσης ή συνάρτηση δέλτα-Dirac. Η δ(t)
είναι µια συνάρτηση κατανοµής (distribution function).
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∆εύτερος ορισµός της συνάρτησης δ(t)

δ(t) = lim
∆→0

δ∆(t)

όπου

δ∆(t) =

{
1

∆ |t| < ∆
2

0 αλλού.

∆ύο µέλη από τη σειρά συναρτήσεων δ∆(t) σχεδιάζονται στο επόµενο σχήµα :
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Ολοκλήρωση όταν η δ(t) παρίσταται στην υπό-ολοκλήρωση

συνάρτηση (1)

Ας ξεκινήσουµε από τον ορισµό της συνάρτησης u(t):

u(t) =

∫
t

−∞
δ(τ) dτ (4)

Ανάλυση της (4):
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Ολοκλήρωση όταν η δ(t) παρίσταται στην υπό-ολοκλήρωση

συνάρτηση (2)

Αν γίνει η αλλαγή µεταβλητής σ = t − τ στην (4) παίρνουµε

u(t) = −
∫

0

∞
δ(t − σ) dσ =

∫ ∞
0

δ(t − σ) dσ. (5)

Ανάλυση της (5):
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Πράξεις µε τη δ(t)

Ολοκλήρωµα παρουσία της δ(t)∫ ∞
−∞

f(τ)δ(t − τ)dτ = f(t)

όπου t είναι η τιµή του τ για την οποία µηδενίζεται το όρισµα της συνάρτησης

δ(t − τ).

Γινόµενο συναρτήσεων όταν παράγοντας είναι η δ(t)

x(t) δ(t) = x(0) δ(t)

x(t) δ(t − t0) = x(t0) δ(t − t0).
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Συνάρτηση ϐήµατος u[n]

Ορίζεται ως εξής :

u[n] =

{
0 n < 0

1 n ≥ 0.

Σχήµα 2.11
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Συνάρτηση µοναδιαίας ώσης ή µοναδιαίου δείγµατος δ[n]

Ορίζεται ως εξής :

δ[n] =

{
0 n 6= 0

1 n = 0.

Σχήµα 2.12

x[n] δ[n] = x[0] δ[n].

Η δ[n] υπολογίζεται ως διαφορά πρώτης τάξης από τη u[n]:

δ[n] = u[n]− u[n− 1].

u[n] =
∑

n

m=−∞ δ[m]
k=n−m

=
∑∞

k=0
δ[n− k].
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Πραγµατικό εκθετικό σήµα

Το πραγµατικό εκθετικό σήµα ∆.Χ. ορίζεται ως

x[n] = C a
n |a=eβ= C e

β n
C, a ∈ R.

Η παράσταση Can είναι πιό εύχρηστη, γι᾿ αυτό και ϑα ϐασιστούµε σ᾿ αυτήν. Ως

προς τις διάφορες τιµές της παραµέτρου a παρατηρούµε ότι :

|a| < 1 αποσβεννύµενο εκθετικό

|a| > 1 αυξανόµενο εκθετικό

a > 0 οµόσηµα δείγµατα

a < 0 ετερόσηµα δείγµατα

a = 1 σταθερό σήµα x[n] = C

a = −1 x[n] = ±C.

Σχήµα 2.13
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Φανταστικό εκθετικό σήµα ∆.Χ. (1)

Ορίζεται ως x[n] = ejΩ0n = cos Ω0n + j sin Ω0n.

Το ϕανταστικό εκθετικό ∆.Χ. συχνότητας (Ω0 + 2π):

e
j (Ω0+2π)n = e

j2π n
e

j Ω0n = e
j Ω0n

είναι το ίδιο µε εκείνο που έχει συχνότητα Ω0. ΄Αρα διαπιστώνεται διαφορά

µε τα ϕανταστικά εκθετικά Σ.Χ., όπου τα σήµατα ej ω0t είναι διαφορετικά για

διαφορετικές τιµές του ω0.

Θεωρώντας ϕανταστικά εκθετικά χρειάζεται να καθορίσουµε ένα

διάστηµα µήκους 2π στο οποίο να εκλέξουµε την Ω0: π.χ. 0 ≤ Ω0 < 2π,

−π ≤ Ω0 < π. Για 0 < Ω0 < π, ο ϱυθµός ταλάντωσης αυξάνει.

Αντιθέτως, για π < Ω0 < 2π, ο ϱυθµός ταλάντωσης ελαττώνεται.
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Φανταστικό εκθετικό σήµα ∆.Χ. (2)

΄Ελεγχος περιοδικότητας :

e
j Ω0(n+N) = e

j Ω0n ⇔ e
j Ω0N = 1⇔ Ω0 N = 2π m , m ∈ Z.

΄Αρα

Ω0

2π
=

m

N
.

Το σήµα ej Ω0n δεν είναι περιοδικό για αυθαίρετες τιµές του Ω0, αλλά µόνο αν

Ω0

2π είναι ϱητός αριθµός. Εάν x[n] είναι περιοδικό µε ϑεµελιώδη περίοδο N, η

ϑεµελιώδης συχνότητα είναι
2π
N

. Εάν x[n] = ej Ω0n, Ω0 6= 0, τότε

N = m

(
2π

Ω0

)
.
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∆ιαφορές µεταξύ των σηµάτων ej ω0 t και ej Ω0 n

ej ω0t ej Ω0n

∆ιαφορετικά σήµατα για διαφορε-

τικά ω0

Ταυτόσηµα σήµατα για εκθετικά σε

συχνότητες που απέχουν 2π

Περιοδικά για οποιαδήποτε εκλογή

ω0

Περιοδικά µόνο εάν Ω0 = 2π m
N

,

N > 0, m ∈ Z†

Θεµελιώδης συχνότητα ω0 Θεµελιώδης συχνότητα†: Ω0
m

Θεµελιώδης περίοδος :

ω0 = 0 απροσδιόριστη

ω0 6= 0
2π
ω0

Θεµελιώδης περίοδος†:

Ω0 = 0 απροσδιόριστη

Ω0 6= 0 m

(
2π
Ω0

)
† N και m δεν έχουν κοινούς παράγοντες.
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Αρµονικές

Αρµονικές Σ.Χ. ονοµάζονται τα ϕανταστικά εκθετικά που έχουν συχνότητες

ακέραια πολλαπλάσια της ϑεµελιώδους, δηλαδή

φk(t) = e
j k ( 2π

T
) t

k = 0,±1, . . .

Είναι σήµατα διαφορετικά µεταξύ τους για διαφορετικές τιµές του k . Οι

αρµονικές ∆.Χ., κατά αναλογία, είναι

φk [n] = e
j k ( 2π

N
) n.

Παρατηρούµε ότι

φk+N[n] = e
j (k+N) ( 2π

N
) n = e

j k ( 2π
N

) n = φk [n].

΄Αρα µόνο N συνολικά αρµονικές ∆.Χ. είναι διαφορετικές :

φ0[n], φ1[n], . . . , φN−1[n].
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Οµοιόµορφη δειγµατοληψία

Είναι η δειγµατοληψία που πραγµατοποιείται σε ισαπέχοντα σηµεία και παράγει

τα σήµατα ∆.Χ. από εκείνα του Σ.Χ. Ας εφαρµόσουµε τη διαδικασία της

δειγµατοληψίας στα ϕανταστικά εκθετικά :

x[n] = e
j ω0 t |t=n Ts

= e
j (ω0 Ts) n = e

j Ω0 n, Ω0 = ω0 Ts.

Το σήµα ∆.Χ. είναι περιοδικό µόνο αν
ω0 Ts

2π είναι ϱητός αριθµός.
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Λυµένο παράδειγµα 2.1

΄Εστω x(t) = cos(2π t). Αν Ts είναι η περίοδος δειγµατοληψίας, τότε προκύπτει

το σήµα ∆.Χ. x[n] = x(n Ts) = cos(2π Ts n). Για τρείς επιλογές της παραµέτρου

Ts διερευνούµε αν το σήµα ∆.Χ. που προκύπτει είναι περιοδικό.

α. Ts = 1

12
: x[n] = cos

(
2π 1

12
n
)

περιοδικό, επειδή
1

12
είναι ϱητός αριθµός.

ϐ. Ts = 4

31
: x[n] = cos

(
2π 4

31
n
)

= cos
(

8π n

31

)
περιοδικό, επειδή

4

31
είναι

ϱητός αριθµός.

γ. Ts = 1

12π : x[n] = cos
(
2π( 1

12π ) n
)

= cos
(

n

6

)
δεν είναι περιοδικό, γιατί

1

12π είναι άρρητος αριθµός. Στην περίπτωση αυτή περιοδική είναι µόνο η

περιβάλλουσα, δηλαδή το σήµα Σ.Χ. που υποβάλλεται σε δειγµατοληψία.

Σχήµα 2.14
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Ορισµός

Είναι διαδικασία που επιφέρει το µετασχηµατισµό ενός σήµατος. Συµβολικά

λέµε :

x(t) −→ y(t) x[n] −→ y[n]

y(t) = T{x(t)} y[n] = T{x[n]}.
Τα συστήµατα µπορούν να συνδεθούν σε σειρά ή παράλληλα :
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Λυµένο παράδειγµα 2.2

Να αναπαραστήσετε σχηµατικά το σύστηµα που ορίζεται από την σχέση

εισόδου-εξόδου y[n] = (2 x[n]− x2[n])2.
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Συνδεσµολογία ανάδρασης

Τα συστήµατα µπορούν επίσης να διασυνδεθούν σε συνδεσµολογία

ανάδρασης. Χαρακτηριστικό παράδειγµα συνδεσµολογίας ανάδρασης

µελετάται ακολούθως.
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Λυµένο παράδειγµα 2.3

Το παράλληλο RC κύκλωµα διεγείρεται από µιά πηγή ϱεύµατος i(t). Προφανώς

η αντίσταση R διαρρέεται από ϱεύµα i2(t) που δίνεται από τη σχέση

i2(t) =
v(t)

R

ενώ η τάση v(t) που αναπτύσσεται στα άκρα του πυκνωτή σχετίζεται µε το

ϱεύµα που τον διαρρέει δια της

v(t) =
1

C

∫
t

−∞
i1(τ)dτ.

Αλλά i1(t) = i(t)− i2(t), οπότε ενόσω αυξάνει η τάση στα άκρα του πυκνωτή,

ολοένα και ισχυρότερο ϱεύµα διαρρέει την αντίσταση και αναγκάζει τον

πυκνωτή να εκφορτιστεί. Γραφικές παραστάσεις
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Ιδιότητες συστηµάτων (1)

Σύστηµα χωρίς µνήµη

Η έξοδος σε κάθε χρονική στιγµή εξαρτάται από την τιµή της εισόδου την ίδια

στιγµή, π.χ.

y(t) = a x(t).

Σύστηµα µε µνήµη

Η έξοδος σε κάθε χρονική στιγµή εξαρτάται από τις προγενέστερες τιµές της

εισόδου, π.χ.

y[n] =
∑

n

k=−∞ x[k]
y(t) = x(t − 1)
η τάση στα άκρα του πυκνωτή.
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Ιδιότητες συστηµάτων (2)

Αντιστρέψιµο σύστηµα

∆ιακριτές είσοδοι οδηγούν σε διακριτές εξόδους, π.χ.

Ευθύ : y(t) = 2 x(t). Αντίστροφο : z(t) = 1

2
y(t).

Ευθύ : y[n] =
∑

n

k=−∞ x[k]. Αντίστροφο : z[n] = y[n]− y[n− 1].

Αντικαθιστώντας µπορούµε να δείξουµε ότι z(t) = x(t) και z[n] = x[n].
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Ιδιότητες συστηµάτων (3)

Αιτιατότητα (causality)

΄Ενα σύστηµα λέγεται αιτιατό, εάν η έξοδος σε κάθε χρονική στιγµή εξαρτάται

από την είσοδο στην παρούσα στιγµή και το παρελθόν.

Παραδείγµατα

αιτιατών συστηµάτων µη αιτιατών συστηµάτων

y(t) = x(t − 1) y[n] = x[n]− x[n + 1]

y(t) = 1

C

∫
t

−∞ x(τ)dτ y(t) = x(t + 1)

Συστήµατα χωρίς µνήµη y[n] = 1

2M+1

∑
M

k=−M
x[n− k]
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Ιδιότητες συστηµάτων (4)

Ευστάθεια (stability)

Ευσταθές καλείται το σύστηµα εκείνο για το οποίο µικρές µεταβολές της

εισόδου οδηγούν σε ϕραγµένες µεταβολές της εξόδου, π.χ. η κατακόρυφη

αποµάκρυνση y(t) της σφαίρας στο κοίλο του επόµενου Σχήµατος µπορεί να

γίνει πολύ µεγάλη, ακόµη και για µικρή µεταβολή της δύναµης x(t) που τη

διεγείρει. Τούτο δεν συµβαίνει όταν η σφαίρα είναι µέσα στην κυρτή επιφάνεια.
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Ιδιότητες συστηµάτων (5)

BIBO ευστάθεια

Εάν |x[n]| < B συνεπάγεται |y[n]| < C, τότε το σύστηµα λέγεται ευσταθές

ϕραγµένης εισόδου-ϕραγµένης εξόδου (BIBO: Bounded input-bounded

output).

Χρονοαµεταβλητότητα (time-invariance)

Χρονική µετατόπιση της εισόδου προκαλεί χρονική µετατόπιση της εξόδου κατά

το ίδιο ποσό, δηλαδή αν y[n] = T{x[n]}, τότε y[n− n0] = T{x[n− n0]}.
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Ιδιότητες συστηµάτων (6)

Γραµµικότητα

΄Ενα σύστηµα λέγεται γραµµικό αν ισχύουν οι εξής δύο ιδιότητες :

1 Προσθετικότητα: Αν x1(t)→ y1(t) και x2(t)→ y2(t), τότε

x1(t) + x2(t)→ y1(t) + y2(t) ή T{x1(t) + x2(t)} = T{x1(t)}+ T{x2(t)}

2 Οµοιογένεια: Αν x(t)→ y(t) και a 6= 0, τότε

ax(t)→ ay(t) ή T{ax(t)} = aT{x(t)}.

Παραδείγµατα µη γραµµικών συστηµάτων : y(t) = x2(t), y(t) = sin[x(t)].
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Ιδιότητες συστηµάτων (7)

Υπέρθεση

Για τα γραµµικά συστήµατα µόνο ισχύει η αρχή της υπέρθεσης (superposition),

δηλαδή αν x[n] =
∑

k
ak xk [n] τότε

y[n] = T{x[n]} = T
{∑

k

ak xk [n]
}

=
∑

k

ak T{xk [n]} =
∑

k

ak yk [n].

Σηµαντική παρατήρηση: Στα γραµµικά συστήµατα ισχύει :

µηδενική είσοδος→ µηδενική έξοδος.

Το σύστηµα y[n] = 2x[n] + 3 δεν είναι γραµµικό, µολονότι η εξίσωση είναι

γραµµική. Λέµε ότι είναι στοιχειωδώς γραµµικό σύστηµα (incrementally linear

system).
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Ενέργεια και ισχύς (1)

Ας ξεκινήσουµε από το παράδειγµα µιας ηλεκτρικής αντίστασης R που τίθεται

υπό τάση v(t) και διαρρέεται από ϱεύµα i(t). Τότε

Στιγµιαία ισχύς : p(t) = v(t)i(t) = v2(t)
R

.

Ολική ενέργεια στο διάστηµα t1 ≤ t ≤ t2:∫
t2

t1

p(t) dt =
1

R

∫
t2

t1

v
2(t) dt.

Μέση ισχύς στο διάστηµα t1 ≤ t ≤ t2:

1

t2 − t1

∫
t2

t1

p(t) dt.

Γενίκευση : ενέργεια σήµατος x(t) στο διάστηµα t1 ≤ t ≤ t2 :∫
t2

t1

|x(t)|2 dt ή

n2∑
n=n1

|x[n]|2.
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Ενέργεια και ισχύς (2)

Γενικότερα ορίζουµε ως ενέργεια :

E∞ = lim
T→∞

∫
T

−T

|x(t)|2 dt =

∫ ∞
−∞
|x(t)|2 dt

E∞ = lim
N→∞

N∑
n=−N

|x[n]|2 =
∞∑

n=−∞
|x[n]|2

και ως µέση ισχύ :

P∞ = lim
T→∞

1

2T

∫
T

−T

|x(t)|2 dt.
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Ενέργεια και ισχύς (3)

Σήµατα ενέργειας και ισχύος

Σήµατα ενέργειας: ΄Εχουν ϕραγµένη E∞.

Για περιοδικά σήµατα η E∞ είναι άπειρη, αλλά η ενέργεια ανά περίοδο

(δηλαδή, η ισχύς) είναι ϕραγµένη π.χ.

Ep =

∫
T0

0

| exp(jω0 t)|2 dt =

∫
T0

0

dt = T0

Pp =
Ep

T0

= 1

όπως και η µέση ισχύς

P∞ = lim
T→∞

1

2T

∫
T

−T

| exp(jω0 t)|2 dt = 1.

Σήµατα ισχύος: ΄Εχουν ϕραγµένη P∞.
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