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Άδειες Χρήσης

Τ ό δ ό λ ό ό

ς ρή ης

• Το παρόν εκπαιδευτικό υλικό υπόκειται σε
άδειες χρήσης Creative Commons. 

• Για εκπαιδευτικό υλικό, όπως εικόνες, που 
υπόκειται σε άλλου τύπου άδειας χρήσης ηυπόκειται σε άλλου τύπου άδειας χρήσης, η 
άδεια χρήσης αναφέρεται ρητώς. 

Αριστοτέλειο
Πανεπιστήµιο
Θεσσαλονίκης
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Χρηματοδότηση

• Το παρόν εκπαιδευτικό υλικό έχει αναπτυχθεί στα πλαίσια 

ρημ η η

Το παρόν εκπαιδευτικό υλικό έχει αναπτυχθεί στα πλαίσια 
του εκπαιδευτικού έργου του διδάσκοντα.

• Το έργο «Ανοικτά Ακαδημαϊκά Μαθήματα στο 
έλ ή λ ί έΑριστοτέλειο Πανεπιστήμιο Θεσσαλονίκης» έχει 

χρηματοδοτήσει μόνο τη αναδιαμόρφωση του 
εκπαιδευτικού υλικού. 

• Το έργο υλοποιείται στο πλαίσιο του Επιχειρησιακού 
Προγράμματος «Εκπαίδευση και Δια Βίου Μάθηση» και 

δ ί ό Ε ϊ ή Έσυγχρηματοδοτείται από την Ευρωπαϊκή Ένωση 
(Ευρωπαϊκό Κοινωνικό Ταμείο) και από εθνικούς πόρους.

Αριστοτέλειο
Πανεπιστήµιο
Θεσσαλονίκης
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3 Απόκριση Γ.Χ.Α. συστήµατος ∆.Χ.

4 Απόκριση Γ.Χ.Α. συστήµατος Σ.Χ.

5 Ιδιότητες Γ.Χ.Α. συστηµάτων
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Εισαγωγή

Βασικές ιδιότητες συστηµάτων

Γραµµικότητα

Χρονοαµετάβλητο

Αντικειµενικοί σκοποί ενότητας

Πολλές ϕυσικές διεργασίες µπορούν να µοντελοποιηθούν σαν γραµµικά

χρονοαµετάβλητα (Γ.Χ.Α.) συστήµατα.

Να αναπτύξουµε και να κατανοήσουµε τις ιδιότητες και τα εργαλεία για την

ανάλυση Γ.Χ.Α. συστηµάτων.

Να εξετάσουµε µερικές από τις πολύ σηµαντικές εφαρµογές αυτών των

εργαλείων στην αναπαράσταση των Γ.Χ.Α. συστηµάτων.
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Υπέρθεση-Βασικά σήµατα

Αρχή υπέρθεσης

Εάν

x(t) = a1x1(t) + a2x2(t) + . . . , (1)

και yi(t) = T{xi(t)}, i = 1, 2, . . ., τότε

y(t) = T{x(t)} = a1y1(t) + a2y2(t) + . . . (2)

Ποιά είναι τα ϐασικά σήµατα xi(t) στα οποία πρέπει να αναλύσουµε ένα

δοσµένο σήµα x(t) στην (1);

Συνάρτηση µοναδιαίας ώσης

∆οµικό στοιχείο για την αποσύνθεση γενικών σηµάτων τόσο στο συνεχή

όσο και στο διακριτό χρόνο.

Πλήρης χαρακτηρισµός ενός Γ.Χ.Α. συστήµατος µε όρους της απόκρισής

του σε σήµα µοναδιαίας ώσης (αλλιώς γνωστής και ως κρουστικού

παλµού). Η απόκριση αυτή είναι γνωστή ως κρουστική απόκριση.
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Κρουστική απόκριση

Σχέση εισόδου-εξόδου Γ.Χ.Α. συστήµατος

σχέση εισόδου-εξόδου Γ.Χ.Α. συστήµατος

〈
άθροισµα συνέλιξης στο ∆.Χ.

ολοκλήρωµα συνέλιξης στο Σ.Χ.

Γ.Χ.Α. συστήµατα

Με χρήση της συνέλιξης οι ιδιότητες των Γ.Χ.Α. συστηµάτων εξειδικεύονται

σε ιδιότητες που πρέπει να πληροί η κρουστική απόκριση.

Τάξη δυναµικών συστηµάτων που είναι Γ.Χ.Α.:

1 Υποσύνολο των συστηµάτων που περιγράφονται από γραµµικές διαφορικές

εξισώσεις (Γ.∆.Ε.) µε σταθερούς συντελεστές στο Σ.Χ.

2 Στο ∆.Χ. αντιστοιχούν σε υποσύνολο των συστηµάτων που περιγράφονται

από γραµµικές εξισώσεις διαφορών (Γ.Ε.∆.) µε σταθερούς συντελεστές.
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Αντίδοτα στον υπολογισµό της συνέλιξης

Μετασχηµατισµοί

1 Ο υπολογισµός της εξόδου ενός Γ.Χ.Α. δια της συνέλιξης είναι σχετικώς

πολύπλοκος.

2 Από την εµπειρία µας, η επίλυση Γ.∆.Ε. στο πεδίο του χρόνου είναι επίσης

πολύπλοκη.

3 Υπάρχουν τεχνικές που µπορούν να µας διευκολύνουν ; Τέτοιες τεχνικές

εδράζονται σε πεδία µετασχηµατισµών, όπως οι µετασχηµατισµοί Fourier

και Laplace στο Σ.Χ. και οι αντίστοιχοι µετασχηµατισµοί Fourier ∆.Χ. και Z .

Γραµµικά Χρονοαµετάβλητα Συστήµατα 6/65



Αντίδοτα στον υπολογισµό της συνέλιξης

Μετασχηµατισµοί

1 Ο υπολογισµός της εξόδου ενός Γ.Χ.Α. δια της συνέλιξης είναι σχετικώς

πολύπλοκος.

2 Από την εµπειρία µας, η επίλυση Γ.∆.Ε. στο πεδίο του χρόνου είναι επίσης

πολύπλοκη.

3 Υπάρχουν τεχνικές που µπορούν να µας διευκολύνουν ; Τέτοιες τεχνικές

εδράζονται σε πεδία µετασχηµατισµών, όπως οι µετασχηµατισµοί Fourier

και Laplace στο Σ.Χ. και οι αντίστοιχοι µετασχηµατισµοί Fourier ∆.Χ. και Z .

Γραµµικά Χρονοαµετάβλητα Συστήµατα 6/65



Αντίδοτα στον υπολογισµό της συνέλιξης

Μετασχηµατισµοί

1 Ο υπολογισµός της εξόδου ενός Γ.Χ.Α. δια της συνέλιξης είναι σχετικώς

πολύπλοκος.

2 Από την εµπειρία µας, η επίλυση Γ.∆.Ε. στο πεδίο του χρόνου είναι επίσης

πολύπλοκη.

3 Υπάρχουν τεχνικές που µπορούν να µας διευκολύνουν ; Τέτοιες τεχνικές

εδράζονται σε πεδία µετασχηµατισµών, όπως οι µετασχηµατισµοί Fourier

και Laplace στο Σ.Χ. και οι αντίστοιχοι µετασχηµατισµοί Fourier ∆.Χ. και Z .

Γραµµικά Χρονοαµετάβλητα Συστήµατα 6/65



Αναπαράσταση σηµάτων ∆.Χ. µε κρουστικούς παλµούς (1)

Ιδιότητα της ολίσθησης της δ[n]

Είναι γνωστό ότι :

x[−1]δ[n + 1] =

{
x[−1] αν n = −1

0 αλλού.

x[0]δ[n] =

{
x[0] αν n = 0

0 αλλού.

Γενικότερα :

x[n] =
+∞∑

k=−∞
x[k]δ[n− k] (3)

δηλαδή, κάθε ακολουθία x[n] µπορεί να αναπαρασταθεί σαν ένας γραµµικός

συνδυασµός µετατοπισµένων συναρτήσεων µοναδιαίας ώσης δ[n− k], όπου οι

συντελεστές του γραµµικού συνδυασµού είναι οι τιµές της ακολουθίας.

Αποσύνθεση σήµατος ∆.Χ.
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Αναπαράσταση σηµάτων ∆.Χ. µε κρουστικούς παλµούς (2)

Παράδειγµα 3.1

Μπορούµε εύκολα να επαληθεύσουµε το κύρος της (3) αν ανακαλέσουµε από

τη µνήµη µας τον ορισµό της συνάρτησης ϐήµατος u[n]. ΄Εχουµε :

u[n] =

{
0 αν n < 0

1 αν n ≥ 0

ή ισοδύναµα

u[n] =
+∞∑
k=0

δ[n− k]. (4)

Προφανώς η (4) επαληθεύει την αποσύνθεση (3).
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Αναπαράσταση σηµάτων Σ.Χ. µε κρουστικούς παλµούς (1)

Ιδιότητα της ολίσθησης της δ(t)

Ας ξαναθυµηθούµε τη συνάρτηση δ∆(t) ελαφρώς παραλλαγµένη :

δ∆(t) =

{
1

∆ αν 0 < t < ∆
0 αλλού.

Οποιοδήποτε σήµα x(t) προσεγγίζεται µε ῾῾σκαλοπάτια᾿᾿ (staircases) δια της x̂(t):

x̂(t) =
+∞∑

k=−∞
x(k∆)δ∆(t−k∆)∆. (5)
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Αναπαράσταση σηµάτων Σ.Χ. µε κρουστικούς παλµούς (2)

Στο όριο για ∆→ 0

παίρνουµε k∆→ τ , x(k∆)→ x(τ), δ∆(t − k∆)→ δ(t − τ), ∆→ dτ και το

άθροισµα (5) αντικαθίσταται µε ολοκλήρωµα, ενώ x̂(t)→ x(t). Οπότε :

x(t) = lim
∆→0

+∞∑
k=−∞

x(k∆) δ∆(t − k∆) ∆ =

∫ +∞

−∞
x(τ)δ(t − τ)dτ (6)

µπορεί να ερµηνεύσει Η (5) µπορεί να ερµηνευτεί ως αριθµητικός υπολογισµός

του ολοκληρώµατος (6) µε τη µέθοδο του τραπεζίου.
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Αναπαράσταση σηµάτων Σ.Χ. µε κρουστικούς παλµούς (3)

Υπολογισµός εµβαδών

Αξίζει να προσεχθεί είναι η µετάβα-

ση από τη συνάρτηση δ∆(t−k∆) στη

δ(t − τ). Ενώ η πρώτη συνάρτηση

πρέπει να αντιµετωπιστεί ως συνάρ-

τηση του t , η δεύτερη συνάρτηση εί-

ναι συνάρτηση του τ . Η δ∆(t − k∆)
λαµβάνει την τιµή 1 για k∆ ≤ t ≤
(k + 1)∆. Η δ(t − τ) λαµβάνει την

τιµή 1 για t −∆ ≤ τ ≤ t .
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Αναπαράσταση σηµάτων Σ.Χ. µε κρουστικούς παλµούς (4)

Παράδειγµα 3.2

Θα επαληθεύσουµε την ισχύ της (6) στην περίπτωση της συνάρτησης ϐήµατος

u(t):∫ +∞

−∞
u(τ)δ(t−τ)dτ =

∫ +∞

−∞
u(t)δ(t−τ)dτ = u(t)

∫ +∞

−∞
δ(t−τ)dτ = u(t)

όπου κάναµε χρήση των δύο ταυτοτήτων που ισχύουν για τις συναρτήσεις δέλτα,

δηλαδή:

u(τ)δ(t − τ) = u(t)δ(t − τ)∫ +∞

−∞
δ(t − τ)dτ ≡ 1.

Εναλλακτικά :∫ +∞

−∞
u(τ)δ(t − τ)dτ =

∫ +∞

0

δ(t − τ)dτ =

{
0 αν t < 0

1 αν t > 0
= u(t).
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Αναπαράσταση σηµάτων µε κρουστικούς παλµούς

Συµπέρασµα

Οποιοδήποτε σήµα µπορεί να αποσυντεθεί χρησιµοποιώντας τρένο κρουστικών

παλµών που έχουν πλάτος τις τιµές του σήµατος στις χρονικές στιγµές που

συµβαίνουν οι συναρτήσεις δέλτα, δηλαδή

x[n] =
+∞∑

k=−∞
x[k]δ[n− k] (7)

x(t) =

∫ +∞

−∞
x(τ) δ(t − τ) dτ. (8)
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΄Αθροισµα συνέλιξης (1)

Σχέση εισόδου-εξόδου Γ.Χ.Α. συστήµατος ∆.Χ.

΄Εστω hk [n] η απόκριση ενός γραµµικού συστήµατος σε είσοδο δ[n− k]. Λόγω

υπέρθεσης

y[n] =
+∞∑

k=−∞
x[k] hk [n]. (9)

Εάν γνωρίζουµε την απόκριση ενός γραµµικού συστήµατος σ΄ ένα σύνολο

µετατοπισµένων µοναδιαίων ώσεων, µπορούµε να κατασκευάσουµε την έξοδο

σε οποιαδήποτε είσοδο :

1 ∆ιέγερση (Σχήµα 3.3α).

2 Αποκρίσεις σε δ[n + 1], δ[n] και δ[n + 1] (Σχήµα 3.3β).

3 Ζεύγη µη-µηδενικών συνιστωσών της διέγερσης και αντιστοίχων

αποκρίσεων καθώς και τα αθροίσµατά τους (Σχήµα 3.3γ).

Κρουστική απόκριση:

h[n]
4
= T{δ[n]} = h0[n]. (10)
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΄Αθροισµα συνέλιξης (2)

Σχέση εισόδου-εξόδου Γ.Χ.Α. συστήµατος ∆.Χ.

Αν το σύστηµα είναι επιπλέον χρονοαµετάβλητο (hk [n] = h[n− k]), τότε η

(9) παίρνει τη µορφή του αθροίσµατος της συνέλιξης:

y[n] =
+∞∑

k=−∞
x[k]h[n− k]

4
= (x ∗ h)[n]. (11)

Η (11) προσδιορίζει ότι η απόκριση ενός Γ.Χ.Α. συστήµατος ∆.Χ. είναι

γραµµικός συνδυασµός µετατοπισµένων και ανεστραµµένων κρουστικών

αποκρίσεων µε συντελεστές τις τιµές της διεγέρσεως στις διάφορες

χρονικές στιγµές, όπως στο Σχήµα 3.4.

Ας ξαναγράψουµε µε τη χρήση της συνέλιξης την (7). ΄Εχουµε

x[n] = (x ∗ δ)[n]. ΄Αρα η συνάρτηση δ[n] είναι το ουδέτερο στοιχείο της

συνέλιξης.
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΄Αθροισµα συνέλιξης (2)
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΄Αθροισµα συνέλιξης (3)

Βασικές ιδιότητες της συνέλιξης

1 Αντιµεταθετική ιδιότητα : (x ∗ h) [n] = (h ∗ x) [n]. Πράγµατι

(x ∗ h) [n]
∆
=

+∞∑
k=−∞

x[k] h[n− k]
n−k=l

=
+∞∑

l=−∞
x[n− l] h[l]

∆
= (h ∗ x) [n].

2 Προσεταιριστική ιδιότητα : [x ∗ (h1 ∗ h2)] [n] = [(x ∗ h1) ∗ h2] [n].
Αξιοποιείται στον υπολογισµό της κρουστικής απόκρισης του Γ.Χ.Α.

συστήµατος που ισοδυναµεί µε τη σειριακή διασύνδεση ή συνδεσµολογία

αλυσίδας δύο Γ.Χ.Α. συστηµάτων. Η συνδεσµολογία αλυσίδας Γ.Χ.Α.

συστηµάτων είναι ανεξάρτητη της σειράς µε την οποία συνδέονται τα

συστήµατα.

3 Επιµεριστική ιδιότητα : [x ∗ (h1 + h2)] [n] = (x ∗ h1)[n] + (x ∗ h2)[n].
Αξιοποιείται στον υπολογισµό της κρουστικής απόκρισης του Γ.Χ.Α.

συστήµατος που ισοδυναµεί µε την παράλληλη συνδεσµολογία δύο Γ.Χ.Α.

συστηµάτων.
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΄Αθροισµα συνέλιξης (4)

Βασικές ιδιότητες της συνέλιξης

΄Ο,τι ειπώθηκε ισχύει µόνο για Γ.Χ.Α. συστήµατα. Η απόκριση µοναδιαίου

δείγµατος δεν χαρακτηρίζει πλήρως τη συµπεριφορά ενός µη γραµµικού

συστήµατος.
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΄Αθροισµα συνέλιξης (5)

Παράδειγµα 3.3

΄Εστω η απόκριση µοναδιαίου δείγµατος

h[n] =

{
1 αν n = 0, 1
0 αλλού.

Το µοναδικό Γ.Χ.Α. σύστηµα που έχει τέτοια κρουστική απόκριση είναι µόνο το :

y[n] = x[n] + x[n− 1]. (12)

Υπάρχουν πολλά µη γραµµικά συστήµατα που έχουν αυτή την απόκριση σε

είσοδο δ[n] π.χ.

y[n] = (x[n] + x[n− 1])2
(13)

y[n] = max(x[n], x[n− 1]) (14)

όπου max(a, b) ο µέγιστος των a και b.
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΄Αθροισµα συνέλιξης (6)

Λύση

Για το Γ.Χ.Α. σύστηµα (12) έχουµε

h[n] = δ[n] + δ[n− 1] =

{
1 αν n = 0, 1
0 αλλού.

Για το µη γραµµικό σύστηµα (13) προκύπτει ότι η απόκριση σε είσοδο δ[n] είναι

h1[n] = (δ[n] + δ[n− 1])2 =

{
1 αν n = 0, 1
0 αλλού.

Παροµοίως για το σύστηµα (14) ισχύει

h2[n] = max(δ[n], δ[n− 1]) =

{
1 αν n = 0, 1
0 αλλού.

Εξάλλου στα µη γραµµικά συστήµατα οι τελεστές δεν αντιµετατίθενται, όπως

εύγλωττα υποδεικνύει το Σχήµα 3.6.
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΄Αθροισµα συνέλιξης (7)

Σχήµα 3.6
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Ολοκλήρωµα συνέλιξης (1)

Απόκριση Γ.Χ.Α. συστήµατος Σ.Χ.

΄Εστω ένα Γ.Χ.Α. σύστηµα που διεγείρεται από σήµα x(t) και παράγει απόκριση

y(t). Είδαµε ότι η διέγερση µπορεί να αποσυντεθεί ως

x(t) = lim
∆→0

+∞∑
k=−∞

x(k∆) δ∆(t − k∆) ∆.

΄Εστω hk∆(t) η απόκριση ενός γραµµικού συστήµατος σε είσοδο δ∆(t − k∆)
τότε :

y(t) = lim
∆→0

+∞∑
k=−∞

x(k∆) hk∆(t) ∆ =

∫ +∞

−∞
x(τ)hτ (t)dτ (15)

όπου hτ (t) είναι η απόκριση του συστήµατος σε είσοδο δ(t − τ). Το ίδιο ϑα

µπορούσε να επιτευχθεί και µε εφαρµογή της αρχής της υπέρθεσης στην

x(t) =
∫ +∞
−∞ x(τ) δ(t − τ) dτ. Για την (15) µοναδική απαίτηση είναι το σύστηµα

να είναι γραµµικό.
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Ολοκλήρωµα συνέλιξης (2)

Απόκριση Γ.Χ.Α. συστήµατος Σ.Χ.

Αν επιπλέον είναι και χρονοαµετάβλητο τότε

y(t) =

∫ +∞

−∞
x(τ)hτ (t)dτ =

∫ +∞

−∞
x(τ)h(t − τ)dτ

4
= (x ∗ h)(t). (16)

Η (16) ορίζει ότι η απόκριση ενός Γ.Χ.Α. συστήµατος συνεχούς χρόνου δίνεται

από το ολοκλήρωµα της συνέλιξης της διέγερσης µε την κρουστική απόκριση.

Για το ολοκλήρωµα της συνέλιξης ισχύουν οι ιδιότητες που είδαµε και στην

περίπτωση ∆.Χ.:

1 Αντιµεταθετικότητα

2 Προσεταιριστικότητα

3 Επιµεριστικότητα.

Αναγνωρίζουµε πάλι ότι η συνάρτηση δ(t) είναι το ουδέτερο στοιχείο της

πράξης της συνέλιξης.

Γραµµικά Χρονοαµετάβλητα Συστήµατα 22/65



Ιδιότητες Γ.Χ.Α. συστηµάτων (1)

Γ.Χ.Α. συστήµατα µε ή χωρίς µνήµη

΄Ενα σύστηµα είναι αµνήµον, εάν η έξοδός του σε κάθε χρονική στιγµή

εξαρτάται µόνο από την τιµή της εισόδου την ίδια χρονική στιγµή. Αυτό συµβαίνει

µόνο αν :

h[n] = 0 ∀n 6= 0⇔ ∃K : h[n] = K δ[n]

όπου K = h[0]. Το σύστηµα προσδιορίζεται από την y[n] = K x[n]. Πράγµατι,

y[n] =
+∞∑

k=−∞
x[k]h[n− k] = x[n]h[0] +

∑
n 6=k

x[k]h[n− k] = Kx[n]

όπου κάναµε χρήση των

h[0] = K αν k = n

h[n− k] = 0 αν k 6= n.

Κατ᾿ αναλογία τα ίδια ισχύουν και για συστήµατα συνεχούς χρόνου.
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Ιδιότητες Γ.Χ.Α. συστηµάτων (2)

Αντιστρεψιµότητα Γ.Χ.Α. συστηµάτων

΄Εστω Γ.Χ.Α. Σ.Χ. µε κρουστική απόκριση h(t). Εάν ένα Γ.Χ.Α. σύστηµα είναι

αντιστρέψιµο, τότε έχει Γ.Χ.Α. αντίστροφο σύστηµα h−1(t) τέτοιο ώστε

(h ∗ h
−1)(t) = δ(t). (17)

Για συστήµατα ∆.Χ. έχουµε (h ∗ h−1)[n] = δ[n]. Το Σχήµα 3.7 επεξηγεί την

εξίσωση (17).
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Ιδιότητες Γ.Χ.Α. συστηµάτων (3)

Παράδειγµα 3.4

Θεωρήστε το Γ.Χ.Α. σύστηµα

y(t) = x(t − t0). (18)

Αν t0 > 0 το σύστηµα λέγεται ϐαθµίδα καθυστέρησης (delay), ενώ αν t0 < 0 το

σύστηµα λέγεται ϐαθµίδα προώθησης (advance). Βλέπε Σχήµα 3.8

Προφανώς, η κρουστική απόκριση του συστήµατος (18) είναι

h(t) = δ(t − t0), γιατί

y(t) =
∫ +∞
−∞ x(τ)δ(t − t0 − τ)dτ = x(t − t0).

Το αντίστροφο σύστηµα της ϐαθµίδας καθυστέρησης είναι η ϐαθµίδα

προώθησης, δηλαδή h−1(t) = δ(t + t0). Πράγµατι

z(t) =

∫ +∞

−∞
x(τ − t0)δ(t − τ + t0)dτ = x(τ − t0) |τ=t+t0= x(t).
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Ιδιότητες Γ.Χ.Α. συστηµάτων (4)

Παράδειγµα 3.5

Θεωρήστε το Γ.Χ.Α. σύστηµα µε κρουστική απόκριση h[n] = u[n].

Η έξοδος του συστήµατος αυτού σε αυθαίρετη είσοδο είναι

y[n] =
+∞∑

k=−∞
x[k]u[n− k]

n−k≥0
=

n∑
k=−∞

x[k].︸ ︷︷ ︸
συσσωρευτής ή αθροιστής

(19)

Το σύστηµα αυτό είναι αντιστρέψιµο και το αντίστροφό του δίνεται από την

z[n] = x[n]− x[n− 1].︸ ︷︷ ︸
διαφορά πρώτης τάξης

(20)
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Ιδιότητες Γ.Χ.Α. συστηµάτων (5)

Παράδειγµα 3.5

Αν τροφοδοτήσουµε το σύστηµα (20) µε την έξοδο του συσσωρευτή,

δηλαδή αντικαταστήσουµε στη (20) όπου x[n] το y[n] από τη (19), τότε

z[n] = x[n].

Η κρουστική απόκριση του συστήµατος (20) είναι h−1[n] = δ[n]− δ[n− 1].

∆ιαπιστώνουµε ότι

(h ∗ h
−1)[n] = u[n] ∗ (δ[n]− δ[n− 1]) = (u ∗ δ)[n]− (u ∗ δ)[n− 1]

= u[n]− u[n− 1] = δ[n]

όπου έγινε χρήση της ιδιότητας του ουδετέρου στοιχείου της συνέλιξης.
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Ιδιότητες Γ.Χ.Α. συστηµάτων (6)

Αιτιατότητα Γ.Χ.Α. συστηµάτων

Η έξοδος ενός αιτιατού συστήµατος εξαρτάται µόνο από την παρούσα και τις

περασµένες τιµές της εισόδου. Τούτο σηµαίνει ότι

h[n] = 0 για n < 0.

Οπότε :

y[n] =
+∞∑

k=−∞
x[k]h[n− k] =

+∞∑
k=−∞

h[k]x[n− k] =
+∞∑
k=0

h[k]x[n− k]

επειδή αν γίνει η αλλαγή µεταβλητής m = n− k

h[n− k] = 0 k > n⇔ h[m] = 0 m < 0.

Από τις κρουστικές αποκρίσεις του συσσωρευτή και της διαφοράς πρώτης

τάξης του Παραδείγµατος 3.5 συνάγεται ότι είναι αιτιατά συστήµατα.
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Ιδιότητες Γ.Χ.Α. συστηµάτων (7)

Ευστάθεια Γ.Χ.Α. συστηµάτων

Θα µας απασχολήσει εφεξής η ευστάθεια ϕραγµένης εισόδου-

ϕραγµένης εξόδου.

΄Ενα σύστηµα είναι ευσταθές, εάν για κάθε µια ϕραγµένη είσοδο παράγει

ϕραγµένη έξοδο. ∆ηλαδή, εάν

|x[n]| < B ∀n τότε ∃C: |y[n]| < C.

Ικανή συνθήκη για να είναι ένα σύστηµα ευσταθές :

|y[n]| =
∣∣∑+∞

k=−∞ h[k]x[n− k]
∣∣ ≤∑+∞

k=−∞ |h[k]| |x[n− k]|
αλλά |x[n− k]| < B ∀n, k

}
=⇒ |y[n]| ≤ B

+∞∑
k=−∞

|h[k]| ∀n =⇒
+∞∑

k=−∞
|h[k]| <∞. (21)
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Ιδιότητες Γ.Χ.Α. συστηµάτων (8)

Ευστάθεια Γ.Χ.Α. συστηµάτων

Μπορεί να αποδειχθεί ότι η (21) είναι και αναγκαία συνθήκη.

Στην περίπτωση συνεχούς χρόνου, η ικανή και αναγκαία συνθήκη για να

είναι ένα Γ.Χ.Α. ευσταθές δίνεται από την
∫ +∞
−∞ |h(τ)|dτ <∞.

Παράδειγµα 3.6

Η ϐαθµίδα χρονικής ολίσθησης είναι ευσταθής, γιατί

+∞∑
n=−∞

|h[n]| =
+∞∑

n=−∞
|δ[n− n0]| = 1 (22)∫ +∞

−∞
|h(τ)|dτ =

∫ +∞

−∞
|δ(τ − t0)|dτ = 1. (23)

΄Ενας αθροιστής είναι κλασική περίπτωση ασταθούς συστήµατος, γιατί∑∞
n=0
|u[n]| =∞.
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Ιδιότητες Γ.Χ.Α. συστηµάτων (9)

Βηµατική απόκριση Γ.Χ.Α. συστήµατος

Χρησιµοποιείται συχνά για να περιγράψει ένα Γ.Χ.Α. σύστηµα. Ορίζεται ως

η έξοδος του Γ.Χ.Α. συστήµατος σε διέγερση µοναδιαία συνάρτηση

ϐήµατος. Συµβολίζεται µε s(t) και s[n] στο συνεχή και διακριτό χρόνο

αντιστοίχως.

Προφανώς

s[n] = (h ∗ u)[n]. (24)

Μπορούµε να ερµηνεύσουµε τη (24) ως έξοδο ενός αθροιστή που

δέχεται ως είσοδο την h[n]:

s[n] =
n∑

k=−∞
h[k] (25)

αλλά και ότι ισχύει επίσης h[n] = s[n]− s[n− 1].
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Ιδιότητες Γ.Χ.Α. συστηµάτων (10)

Βηµατική απόκριση Γ.Χ.Α. συστήµατος

Για συστήµατα Σ.Χ. έχουµε :

s(t) =

∫
t

−∞
h(τ)dτ

h(t) =
d

dt
s(t).

Πειραµατικός προσδιορισµός της κρουστικής απόκρισης

Η ϐηµατική απόκριση µπορεί να αποκτηθεί εφαρµόζοντας µια διέγερση

που υφίσταται για ϑετικούς χρόνους π.χ. κλείνοντας ένα διακόπτη για να

ϱεύσει ϱεύµα σ᾿ ένα ηλεκτρικό κύκλωµα. Μετρούµε τη ϐηµατική απόκριση

και διαφορίζουµε.

Ως προς την ανάλυση συστηµάτων, η ϐηµατική απόκριση ϑα ϑεωρείται

παράγωγη έννοια της κρουστικής απόκρισης.
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Για συστήµατα Σ.Χ. έχουµε :

s(t) =

∫
t

−∞
h(τ)dτ

h(t) =
d

dt
s(t).

Πειραµατικός προσδιορισµός της κρουστικής απόκρισης

Η ϐηµατική απόκριση µπορεί να αποκτηθεί εφαρµόζοντας µια διέγερση

που υφίσταται για ϑετικούς χρόνους π.χ. κλείνοντας ένα διακόπτη για να

ϱεύσει ϱεύµα σ᾿ ένα ηλεκτρικό κύκλωµα. Μετρούµε τη ϐηµατική απόκριση

και διαφορίζουµε.
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Συστήµατα που περιγράφονται µε γραµµικές διαφορικές

εξισώσεις και εξισώσεις διαφορών

Γραµµικές διαφορικές εξισώσεις και εξισώσεις διαφορών

Θα δούµε πώς σχετίζονται τα Γ.Χ.Α. συστήµατα µε την τάξη των συστηµάτων

Σ.Χ. των οποίων η είσοδος και η έξοδος συσχετίζονται διαµέσου µιας

γραµµικής διαφορικής εξίσωσης (Γ.∆.Ε.) µε σταθερούς συντελεστές.

Συστήµατα που περιγράφονται µε όρους Γ.∆.Ε. περιγράφουν π.χ.

κυκλώµατα RLC.

Κατ΄ αναλογία ϑα µελετήσουµε και συστήµατα διακριτού χρόνου που

περιγράφονται από γραµµικές εξισώσεις διαφορών (Γ.Ε.∆.) µε σταθερούς

συντελεστές.

Οι Γ.Ε.∆. µπορούν να περιγράψουν :

1 τα κέρδη από µια επένδυση συναρτήσει του χρόνου

2 το τρέχον δείγµα ϕωνής σαν συνάρτηση προηγουµένων δειγµάτων ϕωνής

και της διέγερσης της ϕωνητικής κοιλότητας

3 µέσο όρο δειγµάτων εισόδου.
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Συστήµατα που περιγράφονται µε γραµµικές διαφορικές
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Συστήµατα που περιγράφονται µε γραµµικές διαφορικές
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Συστήµατα που περιγράφονται µε γραµµικές διαφορικές

εξισώσεις και εξισώσεις διαφορών

Γραµµικές διαφορικές εξισώσεις και εξισώσεις διαφορών

Θα δούµε πώς σχετίζονται τα Γ.Χ.Α. συστήµατα µε την τάξη των συστηµάτων

Σ.Χ. των οποίων η είσοδος και η έξοδος συσχετίζονται διαµέσου µιας

γραµµικής διαφορικής εξίσωσης (Γ.∆.Ε.) µε σταθερούς συντελεστές.
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2 το τρέχον δείγµα ϕωνής σαν συνάρτηση προηγουµένων δειγµάτων ϕωνής
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Συστήµατα που περιγράφονται µε γραµµικές διαφορικές

εξισώσεις και εξισώσεις διαφορών

Παράδειγµα 3.7 (1)

΄Εστω η Γ.∆.Ε. σταθερών συντελεστών
dy(t)

dt
+ 2y(t) = x(t) και

x(t) = K cosω0t u(t).

Η πλήρης λύση της Γ.∆.Ε.: y(t) = yp(t) + yh(t).

Γενική λύση της οµογενούς Γ.∆.Ε.:
dy(t)

dt
+ 2y(t) = 0.

΄Εστω λύση της µορφής yh(t) = Aest . Τότε :

A s e
st + 2A e

st = Ae
st(s + 2) = 0⇒ s = −2.

΄Αρα yh(t) = A e−2t , όπου A σταθερά που µένει να προσδιοριστεί.
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Συστήµατα που περιγράφονται µε γραµµικές διαφορικές

εξισώσεις και εξισώσεις διαφορών

Παράδειγµα 3.7 (1)

΄Εστω η Γ.∆.Ε. σταθερών συντελεστών
dy(t)

dt
+ 2y(t) = x(t) και

x(t) = K cosω0t u(t).

Η πλήρης λύση της Γ.∆.Ε.: y(t) = yp(t) + yh(t).

Γενική λύση της οµογενούς Γ.∆.Ε.:
dy(t)

dt
+ 2y(t) = 0.

΄Εστω λύση της µορφής yh(t) = Aest . Τότε :

A s e
st + 2A e

st = Ae
st(s + 2) = 0⇒ s = −2.

΄Αρα yh(t) = A e−2t , όπου A σταθερά που µένει να προσδιοριστεί.
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Συστήµατα που περιγράφονται µε γραµµικές διαφορικές

εξισώσεις και εξισώσεις διαφορών

Παράδειγµα 3.7 (1)

΄Εστω η Γ.∆.Ε. σταθερών συντελεστών
dy(t)

dt
+ 2y(t) = x(t) και

x(t) = K cosω0t u(t).

Η πλήρης λύση της Γ.∆.Ε.: y(t) = yp(t) + yh(t).

Γενική λύση της οµογενούς Γ.∆.Ε.:
dy(t)

dt
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΄Εστω λύση της µορφής yh(t) = Aest . Τότε :

A s e
st + 2A e

st = Ae
st(s + 2) = 0⇒ s = −2.

΄Αρα yh(t) = A e−2t , όπου A σταθερά που µένει να προσδιοριστεί.
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Συστήµατα που περιγράφονται µε γραµµικές διαφορικές

εξισώσεις και εξισώσεις διαφορών

Παράδειγµα 3.7 (1)

΄Εστω η Γ.∆.Ε. σταθερών συντελεστών
dy(t)

dt
+ 2y(t) = x(t) και

x(t) = K cosω0t u(t).

Η πλήρης λύση της Γ.∆.Ε.: y(t) = yp(t) + yh(t).

Γενική λύση της οµογενούς Γ.∆.Ε.:
dy(t)

dt
+ 2y(t) = 0.

΄Εστω λύση της µορφής yh(t) = Aest . Τότε :

A s e
st + 2A e

st = Ae
st(s + 2) = 0⇒ s = −2.

΄Αρα yh(t) = A e−2t , όπου A σταθερά που µένει να προσδιοριστεί.
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Συστήµατα που περιγράφονται µε γραµµικές διαφορικές

εξισώσεις και εξισώσεις διαφορών

Παράδειγµα 3.7 (2)

Εφόσον για t > 0 έχουµε x(t) = Re{Kej ω0 t}, υποθέτουµε µερική λύση

της µορφής yp(t) = Re{Yej ω0 t}.

Αντικαθιστώντας στη Γ.∆.Ε. παίρνουµε

Re
{

Y (j ω0)ej ω0 t + 2Yej ω0 t
}

= Re{Kej ω0 t}.

΄Αρα

K = Y (2 + jω0)⇔ Y =
K

2 + jω0

=
K√

4 + ω2
0

e
−jθ

(26)

όπου θ = arctan(ω0

2
).

Αντικαθιστώντας την τιµή του Y από την (26) στη µερική λύση έχουµε

yp(t) = Re{Ye
j ω0 t} =

K√
4 + ω2

0

cos
(
ω0t−θ), θ = arctan(

ω0

2
), t > 0,

(27)
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Συστήµατα που περιγράφονται µε γραµµικές διαφορικές

εξισώσεις και εξισώσεις διαφορών

Παράδειγµα 3.7 (2)

Εφόσον για t > 0 έχουµε x(t) = Re{Kej ω0 t}, υποθέτουµε µερική λύση

της µορφής yp(t) = Re{Yej ω0 t}.

Αντικαθιστώντας στη Γ.∆.Ε. παίρνουµε

Re
{

Y (j ω0)ej ω0 t + 2Yej ω0 t
}

= Re{Kej ω0 t}.

΄Αρα

K = Y (2 + jω0)⇔ Y =
K

2 + jω0

=
K√

4 + ω2
0

e
−jθ

(26)

όπου θ = arctan(ω0

2
).

Αντικαθιστώντας την τιµή του Y από την (26) στη µερική λύση έχουµε

yp(t) = Re{Ye
j ω0 t} =

K√
4 + ω2

0

cos
(
ω0t−θ), θ = arctan(

ω0

2
), t > 0,

(27)
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Συστήµατα που περιγράφονται µε γραµµικές διαφορικές

εξισώσεις και εξισώσεις διαφορών

Παράδειγµα 3.7 (2)

Εφόσον για t > 0 έχουµε x(t) = Re{Kej ω0 t}, υποθέτουµε µερική λύση

της µορφής yp(t) = Re{Yej ω0 t}.

Αντικαθιστώντας στη Γ.∆.Ε. παίρνουµε

Re
{

Y (j ω0)ej ω0 t + 2Yej ω0 t
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= Re{Kej ω0 t}.

΄Αρα

K = Y (2 + jω0)⇔ Y =
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2 + jω0

=
K√

4 + ω2
0
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−jθ

(26)

όπου θ = arctan(ω0

2
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Αντικαθιστώντας την τιµή του Y από την (26) στη µερική λύση έχουµε

yp(t) = Re{Ye
j ω0 t} =

K√
4 + ω2
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cos
(
ω0t−θ), θ = arctan(

ω0

2
), t > 0,

(27)
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Συστήµατα που περιγράφονται µε γραµµικές διαφορικές

εξισώσεις και εξισώσεις διαφορών

Παράδειγµα 3.7 (2)

Εφόσον για t > 0 έχουµε x(t) = Re{Kej ω0 t}, υποθέτουµε µερική λύση

της µορφής yp(t) = Re{Yej ω0 t}.

Αντικαθιστώντας στη Γ.∆.Ε. παίρνουµε

Re
{

Y (j ω0)ej ω0 t + 2Yej ω0 t
}

= Re{Kej ω0 t}.

΄Αρα

K = Y (2 + jω0)⇔ Y =
K

2 + jω0

=
K√

4 + ω2
0

e
−jθ

(26)

όπου θ = arctan(ω0

2
).

Αντικαθιστώντας την τιµή του Y από την (26) στη µερική λύση έχουµε

yp(t) = Re{Ye
j ω0 t} =

K√
4 + ω2

0

cos
(
ω0t−θ), θ = arctan(

ω0

2
), t > 0,

(27)
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Συστήµατα που περιγράφονται µε γραµµικές διαφορικές

εξισώσεις και εξισώσεις διαφορών

Παράδειγµα 3.7 (3)

οπότε η πλήρης λύση δίνεται από την

y(t) = A e
−2t +

K√
4 + ω2

0

cos
(
ω0t − θ), θ = arctan(

ω0

2
), t > 0.

(28)

Για να προσδιορίσουµε πλήρως την έξοδο, χρειαζόµαστε τις αρχικές

συνθήκες της ∆.Ε., (ορθότερα, ϐοηθητικές συνθήκες). Αν π.χ. y(0) = y0,

τότε A = y0 − K cos θ√
4+ω2

0

και

y(t) = y0 e
−2t +

K√
4 + ω2

0

[
cos(ω0t − θ)− e

−2t
cos θ

]
t > 0. (29)
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Συστήµατα που περιγράφονται µε γραµµικές διαφορικές

εξισώσεις και εξισώσεις διαφορών

Παράδειγµα 3.7 (3)

οπότε η πλήρης λύση δίνεται από την

y(t) = A e
−2t +

K√
4 + ω2

0

cos
(
ω0t − θ), θ = arctan(

ω0

2
), t > 0.

(28)

Για να προσδιορίσουµε πλήρως την έξοδο, χρειαζόµαστε τις αρχικές

συνθήκες της ∆.Ε., (ορθότερα, ϐοηθητικές συνθήκες). Αν π.χ. y(0) = y0,

τότε A = y0 − K cos θ√
4+ω2

0

και

y(t) = y0 e
−2t +

K√
4 + ω2

0

[
cos(ω0t − θ)− e

−2t
cos θ

]
t > 0. (29)
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Συστήµατα που περιγράφονται µε γραµµικές διαφορικές

εξισώσεις και εξισώσεις διαφορών

Παράδειγµα 3.7 (3)

οπότε η πλήρης λύση δίνεται από την

y(t) = A e
−2t +

K√
4 + ω2

0

cos
(
ω0t − θ), θ = arctan(

ω0

2
), t > 0.

(28)

Για να προσδιορίσουµε πλήρως την έξοδο, χρειαζόµαστε τις αρχικές

συνθήκες της ∆.Ε., (ορθότερα, ϐοηθητικές συνθήκες). Αν π.χ. y(0) = y0,

τότε A = y0 − K cos θ√
4+ω2

0

και

y(t) = y0 e
−2t +

K√
4 + ω2

0

[
cos(ω0t − θ)− e

−2t
cos θ

]
t > 0. (29)
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Συστήµατα που περιγράφονται µε γραµµικές διαφορικές

εξισώσεις και εξισώσεις διαφορών

Παράδειγµα 3.7 (4)

Για t < 0, δεν υπάρχει διέγερση, δηλαδή x(t) = 0, οπότε το y(t)
ικανοποιεί την οµογενή Γ.∆.Ε. ΄Αρα

y(t) = y0 e
−2t , t < 0. (30)

Συγχωνεύοντας τις (29) και (30) παίρνουµε

y(t) = y0 e
−2t +

K√
4 + ω2

0

[
cos(ω0t − θ)− e

−2t
cos θ

]
u(t). (31)
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Συστήµατα που περιγράφονται µε γραµµικές διαφορικές

εξισώσεις και εξισώσεις διαφορών

Παράδειγµα 3.7 (4)

Για t < 0, δεν υπάρχει διέγερση, δηλαδή x(t) = 0, οπότε το y(t)
ικανοποιεί την οµογενή Γ.∆.Ε. ΄Αρα
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Συστήµατα που περιγράφονται µε γραµµικές διαφορικές

εξισώσεις και εξισώσεις διαφορών

Παράδειγµα 3.7 (5)

Η λύση (31) αποτελείται από την

1 απόκριση σε µη µηδενική αρχική συνθήκη y0 = y(0) 6= 0: y0 e−2t

2 απόκριση σε µηδενική αρχική συνθήκη y0 = y(0) = 0:

K√
4 + ω2

0

[
cos(ω0t − θ)− e

−2t
cos θ

]
u(t). (32)
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Συστήµατα που περιγράφονται µε γραµµικές διαφορικές

εξισώσεις και εξισώσεις διαφορών

Παράδειγµα 3.7 (6)

Βλέποντας τη σχέση (31) αναρρωτιόµαστε : Είναι το σύστηµα που µελετάµε

γραµµικό ; Γνωρίζουµε ότι ένα γραµµικό σύστηµα έχει την ιδιότητα ότι για

µηδενική είσοδο παράγει µηδενική έξοδο. Αν K = 0, οπότε η είσοδος

είναι µηδενική για κάθε t , παρατηρούµε ότι y(t) = y0e−2t .

΄Αρα το σύστηµα ∆ΕΝ είναι γραµµικό.

Το σύστηµα γίνεται γραµµικό, αν η ϐοηθητική συνθήκη είναι µηδέν.
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Συστήµατα που περιγράφονται µε γραµµικές διαφορικές

εξισώσεις και εξισώσεις διαφορών

Παράδειγµα 3.7 (6)

Βλέποντας τη σχέση (31) αναρρωτιόµαστε : Είναι το σύστηµα που µελετάµε

γραµµικό ; Γνωρίζουµε ότι ένα γραµµικό σύστηµα έχει την ιδιότητα ότι για

µηδενική είσοδο παράγει µηδενική έξοδο. Αν K = 0, οπότε η είσοδος

είναι µηδενική για κάθε t , παρατηρούµε ότι y(t) = y0e−2t .

΄Αρα το σύστηµα ∆ΕΝ είναι γραµµικό.

Το σύστηµα γίνεται γραµµικό, αν η ϐοηθητική συνθήκη είναι µηδέν.
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Συστήµατα που περιγράφονται µε γραµµικές διαφορικές

εξισώσεις και εξισώσεις διαφορών

Παράδειγµα 3.7 (7)

Ας ϑεωρήσουµε τις αποκρίσεις y1(t) και y2(t) σε δύο διεγέρσεις x1(t) και

x2(t) µε την επιβολή των κατάλληλων ϐοηθητικών συνθηκών, δηλαδή

d y1(t)
dt

+ 2y1(t) = x1(t)
d y2(t)

dt
+ 2y2(t) = x2(t)

y1(0) = y2(0) = 0.


Αν x3(t) = αx1(t) + βx2(t), τότε για y3(t) = αy1(t) + βy2(t) ισχύει

d y3(t)

dt
+ 2y3(t) = x3(t) και y3(0) = 0

οπότε το σύστηµα είναι γραµµικό.
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Συστήµατα που περιγράφονται µε γραµµικές διαφορικές

εξισώσεις και εξισώσεις διαφορών

Παράδειγµα 3.7 (8)

Το γραµµικό σύστηµα αντιστοιχεί στην απόκριση σε µηδενική αρχική

συνθήκη, δηλαδή είναι ο δεύτερος όρος της (31) που αντιστοιχεί στη (32).

Στο µάθηµα µας ενδιαφέρουν τα γραµµικά συστήµατα άρα οι ϐοηθητικές

συνθήκες ϑα έχουν µηδενικό το δεξί µέλος.

Είναι το σύστηµα που µελετούµε αιτιατό ; Η αιτιατότητα συνεπάγεται ότι αν

x(t) = 0 για t ≤ t0, τότε y(t) = 0 για t ≤ t0. Η πρόταση αυτή λέγεται

συνθήκη αρχικής ηρεµίας (initial rest).

Πρέπει να αναθεωρήσουµε τις ϐοηθητικές συνθήκες, ώστε να

εξυπηρετήσουµε τη συνθήκη της αρχικής ηρεµίας. Τούτο ϑα το επιτύχουµε

µε τη χρήση ενός παραδείγµατος.
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Συστήµατα που περιγράφονται µε γραµµικές διαφορικές

εξισώσεις και εξισώσεις διαφορών

Παράδειγµα 3.7 (9)

΄Εστω το γραµµικό σύστηµα
dy(t)

dt
+ 2y(t) = x(t) µε y(0) = 0. Ας

εφαρµόσουµε στο σύστηµα αυτό τις εξής δύο εισόδους :

x1(t) = 0 ∀ t (33)

x2(t) =

{
0 αν t < −1

1 αν t > −1.
(34)

Το σύστηµα είναι γραµµικό, άρα η απόκριση y1(t) στην είσοδο x1(t) είναι :

y1(t) = 0 ∀ t. (35)
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Συστήµατα που περιγράφονται µε γραµµικές διαφορικές

εξισώσεις και εξισώσεις διαφορών

Παράδειγµα 3.7 (10)

΄Εστω y2(t) η απόκριση του συστήµατος στην είσοδο x2(t). Για t > −1,

έχουµε x2(t) = 1, άρα αναζητούµε µια ειδική λύση που είναι σταθερά

yp(t) = Y .

Με αντικατάσταση προκύπτει 2Y = 1⇔ Y = 1

2

οπότε η πλήρης λύση της Γ.∆.Ε. είναι

y2(t) = A e
−2t +

1

2
t > −1. (36)

Εφαρµόζοντας τη ϐοηθητική συνθήκη y2(0) = 0 προκύπτει

A + 1

2
= 0⇔ A = − 1

2
και αντικαθιστώντας στην (36) παίρνουµε

y2(t) =
1

2
− 1

2
e
−2t

t > −1. (37)
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Συστήµατα που περιγράφονται µε γραµµικές διαφορικές

εξισώσεις και εξισώσεις διαφορών

Παράδειγµα 3.7 (11)

Για t < −1 η διέγερση είναι µηδενική, άρα

y2(t) = B e
−2t

t < −1. (38)

Η λύση ϑα πρέπει να είναι συνεχής για t = −1, άρα από τις (37) και (38)

προκύπτει B e2 = 1

2
− 1

2
e2

οπότε

y2(t) =

(
1

2
− 1

2
e

2

)
e
−2(t+1)

t < −1. (39)

Επιβάλλοντας την ίδια µηδενική διέγερση για t < −1 είτε µέσω της x1(t) ή

της x2(t) πήραµε δύο διαφορετικές αποκρίσεις y1(t) = 0 και y2(t) που

δίνεται από την (39).
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Συστήµατα που περιγράφονται µε γραµµικές διαφορικές

εξισώσεις και εξισώσεις διαφορών

Παράδειγµα 3.7 (12)

Θα δείξουµε στη συνέχεια πώς η συνθήκη αρχικής ηρεµίας καθιστά το ίδιο

σύστηµα αιτιατό.

Η απόκριση y1(t) στην x1(t) είναι y1(t) = 0, ∀ t . ΄Αρα ικανοποιεί τη

συνθήκη αρχικής ηρεµίας.

Η απόκριση y2(t) στη x2(t) είναι y2(t) = 0 για t < −1, ενώ για t > −1

έχουµε

y2(t) =

{
A e−2t + 1

2

y2(−1) = 0 ⇒ A e2 = − 1

2
⇒ A = − 1

2
e−2

= −1

2
e
−2(t+1) +

1

2

Η συνθήκη αρχικής ηρεµίας δεν προσδιορίζει τη ϐοηθητική συνθήκη σε µια

σταθερή εκ των προτέρων χρονική στιγµή, αλλά προσαρµόζει τη χρονική

στιγµή κατά την οποία η απόκριση είναι µηδενική µέχρις ότου η είσοδος

καταστεί µη µηδενική.
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Η απόκριση y1(t) στην x1(t) είναι y1(t) = 0, ∀ t . ΄Αρα ικανοποιεί τη

συνθήκη αρχικής ηρεµίας.

Η απόκριση y2(t) στη x2(t) είναι y2(t) = 0 για t < −1, ενώ για t > −1

έχουµε

y2(t) =

{
A e−2t + 1

2

y2(−1) = 0 ⇒ A e2 = − 1

2
⇒ A = − 1

2
e−2

= −1

2
e
−2(t+1) +

1

2

Η συνθήκη αρχικής ηρεµίας δεν προσδιορίζει τη ϐοηθητική συνθήκη σε µια

σταθερή εκ των προτέρων χρονική στιγµή, αλλά προσαρµόζει τη χρονική

στιγµή κατά την οποία η απόκριση είναι µηδενική µέχρις ότου η είσοδος

καταστεί µη µηδενική.
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Συστήµατα που περιγράφονται µε γραµµικές διαφορικές

εξισώσεις και εξισώσεις διαφορών

Παράδειγµα 3.7 (13)

΄Ετσι αν x(t) = 0, για t < t0, τότε η αρχική συνθήκη πρέπει να επιλεχθεί ως

y(t0) = 0.

Υπολείπεται να εξετάσουµε αν το σύστηµα που µελετούµε

d y1(t)

dt
+ 2y1(t) = x1(t) µε y1(t0) = 0 (40)

όταν διεγείρεται από είσοδο x1(t) = 0 για t < t0 είναι χρονοαµετάβλητο.

΄Εστω x2(t) = x1(t − T), οπότε x2(t) = 0 για t < T + t0. Εποµένως αρκεί η

απόκριση y2(t) σε είσοδο x2(t) να ικανοποιεί την :

d y2(t)

dt
+ 2y2(t) = x2(t) µε y2(t0 + T) = 0 (41)

και επιπλέον y2(t) = y1(t − T).
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Συστήµατα που περιγράφονται µε γραµµικές διαφορικές

εξισώσεις και εξισώσεις διαφορών

Παράδειγµα 3.7 (14)

Ξεκινώντας από τη (40)

dy1(t)
dt

+ 2y1(t) = x1(t)

y1(t0) = 0

}

⇒
dy1(t − T)

dt
+ 2y1(t − T) = x1(t − T)

y1(t0) = 0

}

⇒
dy1(t − T)
d(t − T)

d(t − T)
dt

+ 2y1(t − T) = x1(t − T).

y1(t0) = 0

 (42)

Αλλά αν αντικαταστήσουµε x2(t) = x1(t − T) και y2(t) = y1(t − T),

παρατηρούµε ότι

y2(t) = y1(t − T) |t−T=t0= 0⇔ y2(t0 + T) = y1(t0) = 0. (43)
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Συστήµατα που περιγράφονται µε γραµµικές διαφορικές

εξισώσεις και εξισώσεις διαφορών

Παράδειγµα 3.7 (15)

∆ηλαδή, δείξαµε ότι ισχύει η (41) όπου η αρχική συνθήκη επιβλήθηκε τη

χρονική στιγµή t0 + T , οπότε η είσοδος γίνεται µη µηδενική.

Συνάγουµε ότι η επιβολή της συνθήκης αρχικής ηρεµίας πέρα από την

αιτιατότητα εγγυάται και το χρονοαµετάβλητο του γραµµικού συστήµατος.
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Συστήµατα που περιγράφονται µε γραµµικές διαφορικές

εξισώσεις και εξισώσεις διαφορών

Γενίκευση

N∑
k=0

ak

dk y(t)

d tk
=

M∑
k=0

bk

dk x(t)

d tk
(44)

µε ϐοηθητικές συνθήκες που εκφράζονται µε όρους των

y(t0),
dy(t0)

dt
, . . .

dN−1y(t0)

dtN−1
(45)

1 Αν οι ϐοηθητικές συνθήκες είναι µηδενικές, το σύστηµα είναι γραµµικό.

2 Αν ισχύει και η συνθήκη αρχικής ηρεµίας

y(t0) = 0,
dy(t0)

dt
= 0, . . .

dN−1y(t0)

dtN−1
= 0 (46)

το σύστηµα είναι αιτιατό, αλλά και χρονοαµετάβλητο.
Γραµµικά Χρονοαµετάβλητα Συστήµατα 49/65



Συστήµατα που περιγράφονται µε γραµµικές διαφορικές

εξισώσεις και εξισώσεις διαφορών

Συστήµατα ∆.Χ.(1)

Περιγράφονται από γραµµική εξίσωση διαφορών

N∑
k=0

ak y[n− k] =
M∑

k=0

bk x[n− k]. (47)

Η λύση της (47) δίνεται από το άθροισµα της

1 ειδικής λύσης

2 γενικής λύσης της οµογενούς εξίσωσης
∑N

k=0
ak y[n− k] = 0.

Πρέπει να επιβάλλουµε ϐοηθητικές συνθήκες που να εγγυώνται

1 γραµµικότητα

2 αιτιατότητα και το χρονοαµετάβλητο.
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Συστήµατα που περιγράφονται µε γραµµικές διαφορικές

εξισώσεις και εξισώσεις διαφορών

Συστήµατα ∆.Χ.(2)

Η (47) είναι στην ουσία µια αναδροµική εξίσωση :

y[n] =
1

a0

{
M∑

k=0

bk x[n− k]−
N∑

k=1

ak y[n− k]

}
. (48)

Αν N = 0, τότε έχουµε µια µη αναδροµική εξίσωση ή σύστηµα

πεπερασµένης κρουστικής απόκρισης (finite impulse response, FIR)

y[n] =
∑

M

k=0

bk
a0

x[n− k].

΄Αρα

h[n] =

{
bn
a0

0 ≤ n ≤ M

0 αλλού.

Αν η (47) αντιστοιχεί σε αναδροµική εξίσωση, τότε απαιτούνται και οριακές

συνθήκες.
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Συστήµατα που περιγράφονται µε γραµµικές διαφορικές

εξισώσεις και εξισώσεις διαφορών

Παράδειγµα 3.8 (1)

΄Εστω η αναδροµική εξίσωση y[n] = x[n] + 1

2
y[n− 1] µε ϐοηθητική

συνθήκη y[−1] = a και διέγερση x[n] = K δ[n].

Για n >= 0 έχουµε :

y[0] = K +
1

2
a

y[1] =
1

2
(K +

1

2
a)

y[2] =

(
1

2

)2

(K +
1

2
a)

...
...

y[n] =

(
1

2

)n

K +

(
1

2

)n+1

a n ≥ 0. (49)
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Συστήµατα που περιγράφονται µε γραµµικές διαφορικές

εξισώσεις και εξισώσεις διαφορών

Παράδειγµα 3.8 (3)

Οµοίως µπορούµε να δηµιουργήσουµε µια αναδροµή σχετίζοντας την

προηγούµενη τιµή µε την παρούσα για τιµές του n < −1,

y[n− 1] = 2
[
y[n]− x[n]

]
. Οπότε :

y[−2] = 2a

y[−3] = 2
2
a = (

1

2
)−3+1

a

...
...

y[n] =

(
1

2

)n+1

a n < 0. (50)

Από τις (49) και (50) προκύπτει

y[n] =

(
1

2

)n+1

a + K

(
1

2

)n

u[n]. (51)
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Συστήµατα που περιγράφονται µε γραµµικές διαφορικές

εξισώσεις και εξισώσεις διαφορών

Παράδειγµα 3.8 (4)

΄Αρα και πάλι απαιτούνται οριακές συνθήκες για να προσδιοριστούν τα a

και K .

Εάν K = 0, τότε y[n] =
(

1

2

)n+1
a. ΄Αρα η έξοδος ϑα είναι µηδέν, µόνο αν

a = 0, οπότε το προκύπτον σύστηµα ϑα είναι γραµµικό.

Για να είναι το σύστηµα αιτιατό, πρέπει να εφαρµοστεί η συνθήκη αρχικής

ηρεµίας. Στην περίπτωσή µας, ξεκινούµε µε µηδενική αρχική συνθήκη τη

στιγµή n = −1. ΄Αρα πρέπει y[−1] = 0 οπότε :

y[n] = K

(
1

2

)n

u[n].︸ ︷︷ ︸
h[n]

(52)

Το προκύπτον σύστηµα έχει κρουστική απόκριση απεριόριστης διάρκειας

(infinite impulse response, IIR).
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ηρεµίας. Στην περίπτωσή µας, ξεκινούµε µε µηδενική αρχική συνθήκη τη

στιγµή n = −1. ΄Αρα πρέπει y[−1] = 0 οπότε :

y[n] = K

(
1

2

)n

u[n].︸ ︷︷ ︸
h[n]

(52)

Το προκύπτον σύστηµα έχει κρουστική απόκριση απεριόριστης διάρκειας

(infinite impulse response, IIR).
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Block διαγράµµατα

Συστήµατα ∆.Χ.

∆οµικά στοιχεία των block διαγραµµάτων για συστήµατα ∆.Χ.
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Block διαγράµµατα

Παράδειγµα 3.9: IIR σύστηµα 1ης τάξης

Για το σύστηµα που περιγράφεται από την εξίσωση διαφορών

y[n] + a y[n− 1] = b x[n]⇒ y[n] = −a y[n− 1] + b x[n]

το block διάγραµµα είναι
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Block διαγράµµατα

Παράδειγµα 3.10: FIR σύστηµα 1ης τάξης

Για το σύστηµα που περιγράφεται από την εξίσωση διαφορών

y[n] = b0x[n] + b1x[n− 1]

το block διάγραµµα είναι
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Block διαγράµµατα

Παράδειγµα 3.11: Απευθείας Ι υλοποίηση IIR συστήµατος

Για το σύστηµα που περιγράφεται από την εξίσωση διαφορών

y[n] + a y[n− 1] = b0 x[n] + b1 x[n− 1]︸ ︷︷ ︸
w[n]

το block διάγραµµα είναι

Το σύστηµα υλοποιεί τις εξισώσεις

y[n] = −a y[n− 1] + w[n]

w[n] = b0x[n] + b1x[n− 1].
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Block διαγράµµατα

Παράδειγµα 3.11: Εναλλακτική απευθείας Ι υλοποίηση IIR συστήµατος

Εφόσον τα συστήµατα είναι γραµµικά µπορούµε να αλλάξουµε τη σειρά

διασύνδεσης των δύο ϐαθµίδων, οπότε προκύπτει η υλοποίηση

Το σύστηµα υλοποιεί τις εξισώσεις

x[n]− a z[n− 1] = z[n]

y[n] = b0z[n] + b1z[n− 1].
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Block διαγράµµατα

Παράδειγµα 3.11: Εναλλακτική απευθείας ΙΙ υλοποίηση IIR συστήµατος

Μια ισοδύναµη υλοποίηση, όπου αξιοποιήθηκε η αντιµεταθετική ιδιότητα στη

συνδεσµολογία αλυσίδας δύο Γ.Χ.Α. συστηµάτων, είναι :
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Block διαγράµµατα

Συστήµατα Σ.Χ. (1)

∆οµικά στοιχεία των block διαγραµµάτων για συστήµατα Σ.Χ.
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Block διαγράµµατα

Συστήµατα Σ.Χ. (2)

΄Εστω

y(0)(t) = y(t)

y(1)(t) = (y ∗ u)(t) =

∫
t

−∞
y(τ)dτ

y(2)(t) = (y(1) ∗ u)(t) (53)

...
...

΄Εστω επίσης N = M οπότε

N∑
k=0

ak

dk y(t)

d tk
=

N∑
k=0

bk

dk x(t)

d tk
. (54)
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Block διαγράµµατα

Συστήµατα Σ.Χ. (3)

Ας υποθέσουµε ότι εφαρµόζεται η συνθήκη αρχικής ηρεµίας. Αν

ολοκληρώσουµε N ϕορές την (54) και συµβολίσουµε µε y(N−k)(t) το∫ ∫
· · ·
∫

︸ ︷︷ ︸
N ϕορές

dk y(t)
d tk (dt)N προκύπτει

y(t) =
1

aN

{
N∑

k=0

bk x(N−k)(t)−
N−1∑
k=0

ak y(N−k)(t)

}
(55)

Η υλοποίηση ενός ολοκληρωτή είναι ευκολότερη από εκείνη ενός

διαφοριστή. ΄Ενας ολοκληρωτής συνήθως υλοποιείται µε τη χρήση

τελεστικού ενισχυτή.
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Block διαγράµµατα

Συστήµατα Σ.Χ. (3)

Ας υποθέσουµε ότι εφαρµόζεται η συνθήκη αρχικής ηρεµίας. Αν

ολοκληρώσουµε N ϕορές την (54) και συµβολίσουµε µε y(N−k)(t) το∫ ∫
· · ·
∫

︸ ︷︷ ︸
N ϕορές

dk y(t)
d tk (dt)N προκύπτει

y(t) =
1

aN

{
N∑

k=0

bk x(N−k)(t)−
N−1∑
k=0

ak y(N−k)(t)

}
(55)

Η υλοποίηση ενός ολοκληρωτή είναι ευκολότερη από εκείνη ενός

διαφοριστή. ΄Ενας ολοκληρωτής συνήθως υλοποιείται µε τη χρήση

τελεστικού ενισχυτή.
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Block διαγράµµατα

Παράδειγµα 3.12: Απευθείας Ι υλοποίηση συστήµατος Σ.Χ.

Για το σύστηµα που περιγράφεται από την Γ.∆.Ε.

d y(t)

d t
+ a y(t) = b0 x(t) + b1

d x(t)

d t
⇔

y(t) + a

∫
t

−∞
y(τ)dτ = b0

∫
t

−∞
x(τ)dτ + b1x(t) (56)

το block διάγραµµα είναι
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Block διαγράµµατα

Παράδειγµα 3.12: Απευθείας ΙΙ υλοποίηση συστήµατος Σ.Χ.

Στη γενικότερη περίπτωση ενός συστήµατος που περιγράφεται από την

ολοκληρωτική εξίσωση

a1 y(0)(t) + a0 y(1)(t) = b0 x(1)(t) + b1 x(0)(t)

y(0)(t) =
1

a1

[
−a0 y(1)(t) + b0 x(1)(t) + b1 x(0)(t)

]
(57)

η απευθείας ΙΙ υλοποίηση είναι
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