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Εισαγωγικά

Αναγκαιότητα µελέτης (1)

Η ανάλυση Fourier συνεχούς χρόνου (Σ.Χ.) µας δίνει την ευκαιρία να

κατανοήσουµε τις ιδιότητες σηµάτων/συστηµάτων Σ.Χ. Αντικείµενο του

παρόντος κεφαλαίου είναι η ανάλυση Fourier διακριτού χρόνου (∆.Χ.).

Η διαπραγµάτευση του ϑέµατος αναπτύσσεται παραλλήλως προς τη

µελέτη σηµάτων/συστηµάτων Σ.Χ. Τα εργαλεία που ϑα µελετήσουµε έχουν

τις δικές τους διακριτές ϱίζες. Οι µέθοδοι και οι έννοιες ∆.Χ. είναι

ϑεµελιώδεις στην αριθµητική ανάλυση. ΄Οντως αριθµητικές µέθοδοι για

παρεµβολή, ολοκλήρωση και διαφόριση σε ακολουθίες αριθµών άρχισαν

να µελετώνται από τον Νεύτωνα στα 1600. Η πρόβλεψη της κίνησης

ουρανίων σωµάτων δοσµένης µιας σειράς παρατηρήσεων κέντρισε την

έρευνα τον 18ο και 19ο αιώνες. Μπορούµε να ισχυριστούµε ότι

Οι µέθοδοι Σ.Χ. απαντούνται στη ϕυσική, στην ανάλυση ηλεκτρικών

κυκλωµάτων.

Οι µέθοδοι ∆.Χ. απαντούνται στην αριθµητική ανάλυση, στην ανάλυση

χρονοσειρών (π.χ. οικονοµική πρόβλεψη, ανάλυση δηµογραφικών

δεδοµένων, πρόβλεψη εξέλιξης ϕυσικών ϕαινοµένων).
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Εισαγωγικά

Αναγκαιότητα µελέτης (2)

Στον 20ο αιώνα, στις δεκαετίες των ᾿40 και ᾿50 παρατηρείται αναγέννηση

των τεχνικών ∆.Χ. και χρήση της ανάλυσης Fourier ∆.Χ. Λόγοι που

συνέβαλαν στην αναγέννηση αυτή είναι :

1 η χρήση ψηφιακών υπολογιστών για τον υπολογισµό µετασχηµατισµών

Fourier

2 η σχεδίαση συστηµάτων ∆.Χ. για την επεξεργασία αριθµητικών δεδοµένων

που προέρχονται από δειγµατοληψία σηµάτων Σ.Χ. όπως

ψηφιακοί αναλυτές ϕωνής

ψηφιακοί αναλυτές ϕάσµατος.

Στα µέσα της δεκαετίας του ᾿60 ῾ἁνακαλύπτεται᾿᾿ ο Γρήγορος

Μετασχηµατισµός Fourier (Fast Fourier Transform) FFT που

1 είναι κατάλληλος για αποδοτικές ψηφιακές υλοποιήσεις

2 ελάττωσε το χρόνο υπολογισµού κατά πολλές τάξεις µεγέθους από O(N2)
σε O(N log2 N).
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Εισαγωγικά

Οµοιότητες-διαφορές

Υπάρχουν πολλές οµοιότητες µε την ανάλυση Σ.Χ.:

1 Εάν η είσοδος και έξοδος ενός Γ.Χ.Α. συστήµατος ∆.Χ. εκφραστούν σαν

γραµµικοί συνδυασµοί µιγαδικών εκθετικών, τότε οι συντελεστές της

αναπαράστασης της εξόδου µπορούν να εκφραστούν σε µια πολύ ϐολική

µορφή συναρτήσει των συντελεστών της αναπαράστασης της εισόδου.

2 Μια ευρεία και χρήσιµη οµάδα σηµάτων µπορεί να αναπαρασταθεί σαν

τέτοιος γραµµικός συνδυασµός.

Υπάρχουν ωστόσο και ορισµένες διαφορές :

1 Αντιθέτως προς τη σειρά απείρων όρων που προκύπτει στην αναπαράσταση

µε σειρά Fourier περιοδικών σηµάτων Σ.Χ., η αναπαράσταση σειράς Fourier

ενός περιοδικού σήµατος ∆.Χ. είναι πεπερασµένη. Αξιοποίηση της ιδιότητας

αυτής γίνεται στον FFT.

2 Θα ορίσουµε δύο µετασχηµατισµούς Fourier:

το µετασχηµατισµό Fourier ∆.Χ. (Discrete-Time Fourier Transform), FT-DT και

το διακριτό µετασχηµατισµό Fourier (Discrete Fourier Transform), DFT.
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Εισαγωγικά

Γιατί δύο µετασχηµατισµοί Fourier; (1)

Ο µετασχηµατισµός Fourier ∆.Χ. προκύπτει από τη διακριτή σειρά Fourier

απειρίζοντας την περίοδο δειγµατοληψίας, όπως ακριβώς προέκυψε ο

µετασχηµατισµός Fourier Σ.Χ. από τη σειρά Fourier Σ.Χ. Αλλά η διαδικασία

αυτή καταλήγει σ᾿ ένα µετασχηµατισµό συνεχούς µεταβλητής, πράγµα

άβολο όταν επεξεργαζόµαστε ακολουθίες αριθµών.

Για να ϑεραπεύσουµε αυτή τη δυσκολία, κατασκευάζουµε το διακριτό

µετασχηµατισµό Fourier που αποτελεί δειγµατοληψία του µετασχηµατισµού

Fourier ∆.Χ. σε ῾῾συχνότητες᾿᾿ που αντιστοιχούν σε N δείγµατα ῾῾συχνότητας᾿᾿

τα οποία προκύπτουν από οµοιόµορφη δειγµατοληψία του διαστήµατος

[0, 2π).

Θυµηθείτε ότι οι ῾῾συχνότητες᾿᾿ των σηµάτων ∆.Χ. είναι γωνίες. Αν

συµβολίσουµε µε Ω τη ῾῾συχνότητα᾿᾿ ∆.Χ., αυτή αντιστοιχεί στην αναλογική

συχνότητα ω, τη γνωστή µας κυκλική συχνότητα (που µετριέται σε rad/sec),

σύµφωνα µε τη σχέση

Ω = ω T (1)

όπου T είναι η περίοδος δειγµατοληψίας. ΄Εχοντας κατά νου την (1)

µπορούµε να µιλούµε ευρύτερα για συχνότητες Ω χωρίς εισαγωγικά

εφεξής.
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Εισαγωγικά

Γιατί δύο µετασχηµατισµοί Fourier; (2)

Τα οµοιόµορφα δείγµατα συχνότητας δεν είναι παρά οι τιµές

Ωk = k
2π

N
, k = 0, 1, . . . ,N − 1.

Χωρίς καµιά αυθαιρεσία ισχυριζόµαστε ότι ο διακριτός µετασχηµατισµός

Fourier, DFT, δεν είναι παρά µια νόθα διακριτή σειρά Fourier.

Αποδοτικοί αλγόριθµοι υπολογισµού του DFT είναι οι αλγόριθµοι FFT.
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Απόκριση Γ.Χ.Α. συστηµάτων διακριτού χρόνου σε µιγαδικά

εκθετικά

Ιδιοσυναρτήσεις Γ.Χ.Α. συστηµάτων ∆.Χ. (1)

Θα δείξουµε ότι τα µιγαδικά εκθετικά ∆.Χ. είναι ιδιοσυναρτήσεις των Γ.Χ.Α.

συστηµάτων ∆.Χ.

Υποθέστε ότι ένα Γ.Χ.Α. σύστηµα ∆.Χ. µε κρουστική απόκριση h[n]
διεγείρεται από είσοδο x[n] = zn. Η έξοδος του Γ.Χ.Α. συστήµατος ∆.Χ. ϑα

δίνεται από το άθροισµα της συνέλιξης

y[n] = (x ∗ h)[n] =
+∞∑

k=−∞
h[k] x[n− k] =

+∞∑
k=−∞

h[k] z
n−k

= z
n

[ +∞∑
k=−∞

h[k] z
−k

]
︸ ︷︷ ︸

H(z)

= H(z)︸︷︷︸
ιδιοτιµή

z
n

(2)

όπου H(z) είναι η ιδιοτιµή που αντιστοιχεί στην ιδιοσυνάρτηση zn.
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Απόκριση Γ.Χ.Α. συστηµάτων διακριτού χρόνου σε µιγαδικά

εκθετικά

Ιδιοσυναρτήσεις Γ.Χ.Α. συστηµάτων ∆.Χ. (2)

Η εξίσωση (2) µαζί µε την ιδιότητα της υπέρθεσης υποδηλώνουν ότι η

αναπαράσταση της εισόδου ως γραµµικός συνδυασµός µιγαδικών

εκθετικών οδηγεί σ᾿ ένα ϐολικό τρόπο αναπαράστασης της εξόδου µε τη

χρήση µιγαδικών εκθετικών.

Θα περιοριστούµε, κατ΄ αρχήν, σε µιγαδικά εκθετικά της µορφής

zn = ejΩn, δηλαδή τέτοια µε |z| = 1. Σήµατα τέτοιας µορφής είναι

ϕανταστικά εκθετικά. Θα µελετήσουµε

1 την επέκταση σε σειρά Fourier των περιοδικών σηµάτων ∆.Χ. (διακριτή σειρά

Fourier)

2 το µετασχηµατισµός Fourier ∆.Χ. ως επέκταση της διακριτής σειράς Fourier.

Η µελέτη αποβλέπει στην ανάδειξη των οµοιότητων και τον εντοπισµό των

διαφορών µεταξύ των εργαλείων ∆.Χ. και των αντιστοίχων εργαλείων Σ.Χ.
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∆ιακριτή Σειρά Fourier

Αρµονικές ∆.Χ.

΄Ενα σήµα ∆.Χ. είναι περιοδικό όταν ∃N ∈ Z+: x[n] = x[n + N]. Το σήµα

e
j
2π
N

n
είναι περιοδικό σήµα ∆.Χ. µε περίοδο N, επειδή

e
j
2π
N

(n+N) = e
j
2π
N

n
ej2π = e

j
2π
N

n
.

Τα ϕανταστικά εκθετικά µε περίοδο N δίνονται από τη σχέση

φk [n] = e
jk

2π
N

n
. Τα σήµατα αυτά έχουν συχνότητες που είναι πολλαπλάσιες

της ϑεµελιώδους συχνότητας
2π
N

και εποµένως είναι αρµονικές.

Ενώ όλα τα σήµατα Σ.Χ. φk(t) = ejkω0t είναι διακεκριµένα, υπάρχουν µόνο

N διαφορετικά σήµατα στο σύνολο {φk [n] = ejkΩn}, επειδή τα ϕανταστικά

εκθετικά που διαφέρουν στη συχνότητα κατά πολλαπλάσια του 2π είναι

ταυτόσηµα. ΄Οντως ej(Ω+2πr)n = ejΩn ej2πrn = ejΩn ή

φk+Nr [n] = e
j(k+Nr) 2π

N
n = e

jk
2π
N

n
e

j2πrn = φk [n]. (3)

Εποµένως το k πρέπει να µεταβάλλεται σε διάστηµα τιµών εύρους N, π.χ.

k = 0, 1, . . . ,N − 1 ή k = 3, 4, . . . ,N + 2, κ.ο.κ.
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∆ιακριτή Σειρά Fourier

Προσδιορισµός των συντελεστών της διακριτής σειράς Fourier (1)

΄Ετσι το άθροισµα στην επέκταση σε σειρά Fourier ϑα πρέπει να περιοριστεί σε

N προσθετέους

x[n] =
∑

k=<N>

ak φk [n] =
∑

k=<N>

ak e
jk

2π
N

n. (4)

Η (4) ορίζει τη διακριτή σειρά Fourier, όπου ak είναι οι συντελεστές της σειράς

Fourier.
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∆ιακριτή Σειρά Fourier

Προσδιορισµός των συντελεστών της διακριτής σειράς Fourier (2)

Το πρόβληµα εύρεσης των συντελεστών ak ισοδυναµεί µε εύρεση της λύσης

του συνόλου των N γραµµικών εξισώσεων

x[0] =
∑

k=<N>

ak

x[1] =
∑

k=<N>

ak e
j
2πk

N

... (5)

x[N − 1] =
∑

k=<N>

ak e
j
2πk(N−1)

N

για διαδοχικές τιµές του n, n = 0, 1, . . . ,N − 1. Το σύστηµα των εξισώσεων (5)

είναι σύστηµα N εξισώσεων µε N αγνώστους ak , για k =< N >. Μπορεί να

δειχθεί ότι οι N εξισώσεις είναι γραµµικώς ανεξάρτητες, άρα το σύστηµα έχει

µία και µοναδική λύση ως προς ak .
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∆ιακριτή Σειρά Fourier

Προσδιορισµός των συντελεστών της διακριτής σειράς Fourier (3)

Θα δείξουµε ότι µπορεί να υπολογιστεί µια κλειστή σχέση για τους

συντελεστές ak µε όρους των δειγµάτων x[n], ώστε να µη χρειάζεται να

καταφεύγουµε σε επίλυση συστήµατος εξισώσεων. Προς τούτο ϐοηθά η

ταυτότητα :
N−1∑
n=0

e
jk

2π
N

n =

{
N k = 0,±N,±2N, . . .
0 αλλού

(6)

δηλαδή, το άθροισµα των τιµών ενός ϕανταστικού εκθετικού σε διάστηµα

µιας περιόδου είναι µηδέν, εκτός αν το ϕανταστικό εκθετικό είναι σταθερά.

Παρατηρήστε ότι ο λόγος

e
jk

2π
N

(n+1)

e
jk

2π
N

n
= e

jk
2π
N (7)

δεν εξαρτάται από το n, οπότε έχουµε άθροισµα όρων γεωµετρικής

προόδου.
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∆ιακριτή Σειρά Fourier

Προσδιορισµός των συντελεστών της διακριτής σειράς Fourier (4)

Γνωρίζουµε ότι το άθροισµα όρων γεωµετρικής προόδου µε λόγο a

δίνεται από την
N−1∑
n=0

a
n =

{
N a = 1

1−aN

1−a
a 6= 1.

(8)

Για k = 0,±N,±2N . . . έχουµε e
j
2π
N

k n = 1.

Εποµένως

N−1∑
n=0

e
jk

2π
N

n =

 N k = 0,±N,±2N, . . .

1− e
jk

2π
N

N

1− e
jk

2π
N

= 0 αλλιώς.
(9)
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Προσδιορισµός των συντελεστών της διακριτής σειράς Fourier (5)

Ας προσπαθήσουµε να ερµηνεύσουµε γεωµετρικά την (6) για N = 6.

Εύκολα γίνεται αντιληπτό ότι το άθροισµα όλων των ϕασικών διανυσµάτων

είναι µηδέν εκτός αν k = 0, 6, 12, . . .

Για κάθε n ο γραµµικός συνδυασµός των ϕασικών διανυσµάτων (ένα από

κάθε γράφηµα) µε τους συντελεστές ak δίνει το x[n], δηλαδή

x[n] =
∑

k=<N> ak e
jk

2π
N

n
.

Γεωµετρική ερµηνεία µε χρήση ϕασικών διανυσµάτων (Σχήµα 7.1)
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Προσδιορισµός των συντελεστών της διακριτής σειράς Fourier (6)
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−jr

2π
N

n
και ας
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n=<N>

x[n] e
−jr

2π
N

n =
∑

n=<N>

e
−jr

2π
N

n
∑

k=<N>

ak e
jk

2π
N

n =

∑
k=<N>

ak

∑
n=<N>

e
j(k−r) 2π

N
n =

{
N ar k − r = λN, λ ∈ Z
0 αλλιώς.

(10)

∆ιαλέγουµε το k να µεταβάλλεται σε διάστηµα τιµών εύρους N που

περιέχει το r . ∆ηλαδή,

0 ≤ k − r < N

k − r = λN

}
⇒ λ = 0. (11)
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Προσδιορισµός των συντελεστών της διακριτής σειράς Fourier (7)
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ak =
1

N

∑
n=<N>
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−j k

2π
N

n
k = 0, . . . ,N − 1. (12)

Η (12) αποτελεί την εξίσωση ανάλυσης της διακριτής σειράς Fourier. Οι

συντελεστές ak είναι οι ϕασµατικοί συντελεστές της ακολουθίας x[n].

Η εξίσωση σύνθεσης της διακριτής σειράς Fourier είναι

x[n]
4
=

∑
k=<N>

ak e
j k

2π
N

n. (13)
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∆ιακριτή Σειρά Fourier

Προσδιορισµός των συντελεστών της διακριτής σειράς Fourier (8)

Σηµαντική παρατήρηση: ΄Εστω k ∈ {0, 1, . . . ,N − 1} στην εξίσωση

σύνθεσης. Τότε

x[n] = a0φ0[n] + a1φ1[n] + · · ·+ aN−1φN−1[n]. (14)

Αν τώρα διαλέγαµε k ∈ {1, 2, ...,N}, τότε είναι εξίσου έγκυρη η επέκταση

x[n] = a1φ1[n] + · · ·+ aN−1φN−1[n] + aNφN[n] (15)

οπότε πρέπει και αρκεί a0φ0[n] = aNφN[n]. Αλλά φ0[n] = φN[n], οπότε

a0 = aN και γενικότερα ak = ak+N .

Οι συντελεστές ak επαναλαµβάνονται περιοδικά µε περίοδο N.

1 Η αναπαράσταση σειράς Fourier ∆.Χ. είναι πεπερασµένη και αποτελείται

από N όρους.

2 Η (13) ορίζεται ως άθροισµα σε οποιοδήποτε αυθαίρετα επιλεγµένο

σύνολο N διαδοχικών τιµών του k .
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∆ιακριτή Σειρά Fourier

Παράδειγµα 7.1 (1)

΄Εστω x[n] = sin Ω0n. Υπάρχουν τρεις διαφορετικές περιπτώσεις που

εξαρτώνται από το αν ο λόγος
2π
Ω0

είναι

1 ακέραιος

2 λόγος ακεραίων

3 άρρητος αριθµός.

Η αναπαράσταση σειράς Fourier αυτού του σήµατος ορίζεται µόνο στις

πρώτες δυο περιπτώσεις.

Για την περίπτωση που ο λόγος
2π
Ω0

είναι ακέραιος N, δηλαδή όταν

Ω0 = 2π
N

το x[n] είναι περιοδικό σήµα µε περίοδο N. Τότε

x[n] =
1

2j
(e

j
2π
N

n − e
−j

2π
N

n) (16)

άρα a1 = −a−1 = 1

2j
και οι υπόλοιποι συντελεστές είναι µηδενικοί. Από τις

ιδιότητες των συντελεστών προκύπτει ότι aN+1 = 1

2j
και aN−1 = − 1

2j
. Μόνο

µια περίοδος a0, a1, . . . , aN−1 χρησιµοποιείται στην εξίσωση συνθέσεως.
Ανάλυση Fourier για σήµατα και συστήµατα διακριτού χρόνου Ι 19/68



∆ιακριτή Σειρά Fourier

Παράδειγµα 7.1 (1)

΄Εστω x[n] = sin Ω0n. Υπάρχουν τρεις διαφορετικές περιπτώσεις που

εξαρτώνται από το αν ο λόγος
2π
Ω0

είναι

1 ακέραιος

2 λόγος ακεραίων

3 άρρητος αριθµός.

Η αναπαράσταση σειράς Fourier αυτού του σήµατος ορίζεται µόνο στις

πρώτες δυο περιπτώσεις.

Για την περίπτωση που ο λόγος
2π
Ω0

είναι ακέραιος N, δηλαδή όταν

Ω0 = 2π
N

το x[n] είναι περιοδικό σήµα µε περίοδο N. Τότε

x[n] =
1

2j
(e

j
2π
N

n − e
−j

2π
N

n) (16)

άρα a1 = −a−1 = 1

2j
και οι υπόλοιποι συντελεστές είναι µηδενικοί. Από τις

ιδιότητες των συντελεστών προκύπτει ότι aN+1 = 1

2j
και aN−1 = − 1

2j
. Μόνο

µια περίοδος a0, a1, . . . , aN−1 χρησιµοποιείται στην εξίσωση συνθέσεως.
Ανάλυση Fourier για σήµατα και συστήµατα διακριτού χρόνου Ι 19/68



∆ιακριτή Σειρά Fourier

Παράδειγµα 7.1 (1)

΄Εστω x[n] = sin Ω0n. Υπάρχουν τρεις διαφορετικές περιπτώσεις που

εξαρτώνται από το αν ο λόγος
2π
Ω0

είναι

1 ακέραιος

2 λόγος ακεραίων

3 άρρητος αριθµός.

Η αναπαράσταση σειράς Fourier αυτού του σήµατος ορίζεται µόνο στις

πρώτες δυο περιπτώσεις.

Για την περίπτωση που ο λόγος
2π
Ω0

είναι ακέραιος N, δηλαδή όταν

Ω0 = 2π
N

το x[n] είναι περιοδικό σήµα µε περίοδο N. Τότε

x[n] =
1

2j
(e

j
2π
N

n − e
−j

2π
N

n) (16)

άρα a1 = −a−1 = 1

2j
και οι υπόλοιποι συντελεστές είναι µηδενικοί. Από τις

ιδιότητες των συντελεστών προκύπτει ότι aN+1 = 1

2j
και aN−1 = − 1

2j
. Μόνο

µια περίοδος a0, a1, . . . , aN−1 χρησιµοποιείται στην εξίσωση συνθέσεως.
Ανάλυση Fourier για σήµατα και συστήµατα διακριτού χρόνου Ι 19/68



∆ιακριτή Σειρά Fourier

Παράδειγµα 7.1 (1)

΄Εστω x[n] = sin Ω0n. Υπάρχουν τρεις διαφορετικές περιπτώσεις που

εξαρτώνται από το αν ο λόγος
2π
Ω0

είναι

1 ακέραιος

2 λόγος ακεραίων

3 άρρητος αριθµός.

Η αναπαράσταση σειράς Fourier αυτού του σήµατος ορίζεται µόνο στις

πρώτες δυο περιπτώσεις.

Για την περίπτωση που ο λόγος
2π
Ω0

είναι ακέραιος N, δηλαδή όταν

Ω0 = 2π
N

το x[n] είναι περιοδικό σήµα µε περίοδο N. Τότε

x[n] =
1

2j
(e

j
2π
N

n − e
−j

2π
N

n) (16)

άρα a1 = −a−1 = 1

2j
και οι υπόλοιποι συντελεστές είναι µηδενικοί. Από τις

ιδιότητες των συντελεστών προκύπτει ότι aN+1 = 1

2j
και aN−1 = − 1

2j
. Μόνο

µια περίοδος a0, a1, . . . , aN−1 χρησιµοποιείται στην εξίσωση συνθέσεως.
Ανάλυση Fourier για σήµατα και συστήµατα διακριτού χρόνου Ι 19/68



∆ιακριτή Σειρά Fourier

Παράδειγµα 7.1 (1)

΄Εστω x[n] = sin Ω0n. Υπάρχουν τρεις διαφορετικές περιπτώσεις που

εξαρτώνται από το αν ο λόγος
2π
Ω0

είναι

1 ακέραιος

2 λόγος ακεραίων

3 άρρητος αριθµός.

Η αναπαράσταση σειράς Fourier αυτού του σήµατος ορίζεται µόνο στις

πρώτες δυο περιπτώσεις.

Για την περίπτωση που ο λόγος
2π
Ω0

είναι ακέραιος N, δηλαδή όταν

Ω0 = 2π
N

το x[n] είναι περιοδικό σήµα µε περίοδο N. Τότε

x[n] =
1

2j
(e

j
2π
N

n − e
−j

2π
N

n) (16)

άρα a1 = −a−1 = 1

2j
και οι υπόλοιποι συντελεστές είναι µηδενικοί. Από τις

ιδιότητες των συντελεστών προκύπτει ότι aN+1 = 1

2j
και aN−1 = − 1

2j
. Μόνο

µια περίοδος a0, a1, . . . , aN−1 χρησιµοποιείται στην εξίσωση συνθέσεως.
Ανάλυση Fourier για σήµατα και συστήµατα διακριτού χρόνου Ι 19/68



∆ιακριτή Σειρά Fourier

Παράδειγµα 7.1 (1)

΄Εστω x[n] = sin Ω0n. Υπάρχουν τρεις διαφορετικές περιπτώσεις που

εξαρτώνται από το αν ο λόγος
2π
Ω0

είναι

1 ακέραιος

2 λόγος ακεραίων

3 άρρητος αριθµός.

Η αναπαράσταση σειράς Fourier αυτού του σήµατος ορίζεται µόνο στις

πρώτες δυο περιπτώσεις.

Για την περίπτωση που ο λόγος
2π
Ω0

είναι ακέραιος N, δηλαδή όταν

Ω0 = 2π
N

το x[n] είναι περιοδικό σήµα µε περίοδο N. Τότε

x[n] =
1

2j
(e

j
2π
N

n − e
−j

2π
N

n) (16)

άρα a1 = −a−1 = 1

2j
και οι υπόλοιποι συντελεστές είναι µηδενικοί. Από τις

ιδιότητες των συντελεστών προκύπτει ότι aN+1 = 1

2j
και aN−1 = − 1

2j
. Μόνο

µια περίοδος a0, a1, . . . , aN−1 χρησιµοποιείται στην εξίσωση συνθέσεως.
Ανάλυση Fourier για σήµατα και συστήµατα διακριτού χρόνου Ι 19/68



∆ιακριτή Σειρά Fourier

Παράδειγµα 7.1 (2)
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Παράδειγµα 7.1 (3)

Για την περίπτωση που

2π

Ω0

=
N

m
⇔ Ω0 =

2πm

N
(17)

όπου N και m δεν έχουν κοινούς παράγοντες, το σήµα είναι πάλι

περιοδικό µε περίοδο N,

οπότε επεκτείνεται σε σειρά Fourier:

x[n] =
1

2j
e

jm
2π
N

n − 1

2j
e
−jm

2π
N

n. (18)

΄Αρα am = 1

2j
, a−m = − 1

2j
και οι υπόλοιποι συντελεστές σε διάστηµα µιας

περιόδου είναι µηδέν. Λ.χ. για N = 5 και m = 3 έχουµε a0 = a1 = 0,

a5−3 = a2 = − 1

2j
, a3 = 1

2j
, a4 = 0.
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Παράδειγµα 7.2 (1)

΄Εστω περιοδικό σήµα µε περίοδο N

x[n] = 1 + sin
2π

N
n + 3 cos

2π

N
n + cos (

4π

N
n +

π

2
). (19)

Για να υπολογιστεί η διακριτή σειρά Fourier αρκεί να εφαρµοστεί η

ταυτότητα του Euler

x[n] = 1 +
1

2j

[
e

j
2π
N

n − e
−j

2π
N

n

]
+ 3

1

2

[
e

j
2π
N

n + e
−j

2π
N

n

]
+

1

2

[
e

j(2
2π
N

n+π
2

) + e
−j(2

2π
N

n+π
2

)

]
= 1 + (

3

2
+

1

2j
)e

j
2π
N

n + (
3

2
− 1

2j
)e
−j

2π
N

n + j
1

2
e

j2
2π
N

n − j
1

2
e
−j2

2π
N

n.

(20)
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Παράδειγµα 7.2 (2)

Αναγνωρίζουµε ότι

a0 = 1

a1 = 3

2
− j

1

2
a−1 = a∗1

a2 = j
1

2
a−2 = a∗2

 (21)

ενώ οι υπόλοιποι συντελεστές είναι µηδενικοί.

Γενικότερα για κάθε πραγµατική ακολουθία x[n] ισχύει

a−k = a
∗
k . (22)

Ιδιότητες διακριτής σειράς Fourier

Παραλληλίζονται προς τις αντίστοιχες ιδιότητες της σειράς Fourier συνεχούς

χρόνου.

Ιδιότητες διακριτής σειράς Fourier
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∆ιακριτή Σειρά Fourier

Παράδειγµα 7.3 (1)

΄Εστω η περιοδική τετραγωνική παλµοσειρά ∆.Χ. διάρκειας 2N1 + 1 δειγµάτων.
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∆ιακριτή Σειρά Fourier

Παράδειγµα 7.3 (2)

Οι συντελεστές της διακριτής σειράς Fourier δίνονται από την

ak =
1

N

N1∑
n=−N1

e
−jk

2π
N

n. (23)

Αν γίνει η αλλαγή µεταβλητής m = n + N1, για k 6= 0,±N,±2N, . . .

ak =
1

N

2N1∑
m=0

e
−jk

2π
N

(m−N1) =
1

N
e

jk
2π
N

N1

2N1∑
m=0

e
−jk

2π
N

m

=
1

N
e

jk
2π
N

N1
1− e

−jk
2π
N

(2N1+1)

1− e
−jk

2π
N

=
1

N
e

jk
2π
N

N1

e
−jk2π

2N1+1

2N

(
e

jk2π
2N1+1

2N − e
−jk2π

2N1+1

2N

)
e
−jk

2π
2N

(
e

jk
2π
2N − e

−jk
2π
2N

)
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N

N1
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∆ιακριτή Σειρά Fourier

Παράδειγµα 7.3 (3)

ak =
1

N
exp

{
jk2π[

N1

N
− 2N1 + 1

2N
+

1

2N
]

}
2j sin(2πk

2N1+1

2N
)

2j sin(2π k

2N
)

=
1

N

sin(2πk
2N1+1

2N
)

sin( 2πk

2N
)

. (24)

Αν k = 0,±N,±2N, . . . τότε ak = 2N1+1

N
.
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∆ιακριτή Σειρά Fourier

Παράδειγµα 7.3 (4)

Η έκφραση (24) για τους συντελεστές της σειράς Fourier γράφεται πιο

συνοπτικά

Nak =
sin (2N1 + 1) Ω

2

sin
Ω
2

|Ω= 2π
N

k
(25)

οπότε οι συντελεστές της σειράς Fourier αναγνωρίζονται ως N δείγµατα

της περιβάλλουσας της συνάρτησης συνεχούς µεταβλητης Ω

1

N

sin(2N1 + 1) Ω
2

sin
Ω
2

(26)

που λαµβάνονται µε οµοιόµορφη δειγµατοληψία του διαστήµατος τιµών

[0, 2π) της µεταβλητής Ω.

Ανάλυση Fourier για σήµατα και συστήµατα διακριτού χρόνου Ι 27/68



∆ιακριτή Σειρά Fourier

Παράδειγµα 7.3 (4)

Η έκφραση (24) για τους συντελεστές της σειράς Fourier γράφεται πιο

συνοπτικά

Nak =
sin (2N1 + 1) Ω

2

sin
Ω
2

|Ω= 2π
N

k
(25)

οπότε οι συντελεστές της σειράς Fourier αναγνωρίζονται ως N δείγµατα

της περιβάλλουσας της συνάρτησης συνεχούς µεταβλητης Ω

1

N

sin(2N1 + 1) Ω
2

sin
Ω
2

(26)

που λαµβάνονται µε οµοιόµορφη δειγµατοληψία του διαστήµατος τιµών

[0, 2π) της µεταβλητής Ω.

Ανάλυση Fourier για σήµατα και συστήµατα διακριτού χρόνου Ι 27/68



∆ιακριτή Σειρά Fourier

Παράδειγµα 7.3 (5)

Συντελεστές της σειράς Fourier για περιοδικό τετραγωνικό παλµό 5

µη-µηδενικών δειγµάτων και περιόδου 10.
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∆ιακριτή Σειρά Fourier

Παράδειγµα 7.3 (6)

Αν η περίοδος του τετραγωνικού παλµού αυξηθεί σε N = 20, τότε ϑα προκύψει

πιό πυκνή δειγµατοληψία της περιβάλλουσας (26). Η περιβάλλουσα έχει την ίδια

µορφή όπως πριν αλλά το µισό ύψος.
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Παράδειγµα 7.3: Σύγκριση µε σειρά Fourier Σ.Χ.

Ας συγκρίνουµε τη σειρά Fourier του περιοδικού τετραγωνικού παλµού

διακριτού χρόνου µε την αντίστοιχη σειρά Fourier του περιοδικού

τετραγωνικού παλµού συνεχούς χρόνου. Οι συντελεστές της σειράς

Fourier συνεχούς χρόνου ήταν

ak =
sin kω0T1

kπ
=
ω0T1

π
sinc(kω0T1), sinc(x) =

sin x

x
. (27)

Παρατηρούµε ότι στη διακριτή σειρά Fourier η συναρτησιακή µορφή της

περιβάλλουσας είναι, µε την ευρεία έννοια, πάλι τύπου sinc, αλλά µε

κάπως διαφορετικά ορισµένη τη συνάρτηση sinc(x) αυτή τη ϕορά. Η

απαίτηση για περιοδική σειρά συντελεστών οδηγεί στην τροποποίηση του

ορισµού της συνάρτησης sinc(x) σε

sinc(x) =
sinβx

sin x
. (28)
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∆ιακριτή Σειρά Fourier

Παράδειγµα 7.3: Φαινόµενο Gibbs (1)

Η σειρά Fourier Σ.Χ. εγγυάται τη ϐέλτιστη ανακατασκευή του περιοδικού

σήµατος Σ.Χ. αν πάρουµε άπειρους όρους στην επέκταση. Για να

µειώσουµε τα λάθη ανακατασκευής, και εποµένως να συγκλίνει η σειρά,

αρκούσε να παίρνουµε ολοένα και περισσότερους όρους στην επέκταση.

Αλλά µε την αύξηση του αριθµού των όρων παρατηρούσαµε το ϕαινόµενο

Gibbs στις ασυνέχειες.

Η µελέτη της αντίστοιχης περίπτωσης στα σήµατα ∆.Χ. καταδεικνύει ότι δεν

υπάρχουν προβλήµατα σύγκλισης ούτε ϕαινόµενο Gibbs. Τούτο οφείλεται

στο γεγονός ότι η περιοδική ακολουθία ∆.Χ. προσδιορίζεται από

πεπερασµένο αριθµό, N παραµέτρων, τις τιµές της ακολουθίας στο

διάστηµα µιας περιόδου. Η εξίσωση ανάλυσης της σειράς Fourier

µετασχηµατίζει αυτό το σύνολο των N παραµέτρων σε ένα ισοδύναµο

σύνολο, τις τιµές των N συντελεστών Fourier και η εξίσωση σύνθεσης µας

λέει πώς να ανακατασκευάσουµε το αρχικό σήµα διακριτού χρόνου.
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∆ιακριτή Σειρά Fourier

Παράδειγµα 7.3: Φαινόµενο Gibbs (2)

Πράγµατι· για περιοδικό σήµα ∆.Χ. x[n] µε περίοδο N έστω το

ανακατασκευασµένο περιοδικό σήµα ∆.Χ.

x̂[n] =
M∑

k=−M

ake
jk

2π
N

n
(29)

για αρκετές τιµές του M.

1 Ας ϑεωρηθεί ότι N είναι περιττός αριθµός, λ.χ. N = 9. Τότε µπορεί να

δειχτεί ότι για M = 4 η ανακατασκευή είναι τέλεια. Εποµένως για N περιττό,

αν πάρουµε M = N−1

2
όρους, τότε το άθροισµα περιέχει ακριβώς N όρους

και x̂[n] = x[n].

2 Αν N είναι άρτιος, x̂[n] = x[n] αρκεί να υπολογίσουµε το

ανακατασκευασµένο περιοδικό σήµα ∆.Χ. για M = N

2
, µέσω της

x̂[n] =
M∑

k=−M+1

ak e
jk

2π
N

n
(30)
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δειχτεί ότι για M = 4 η ανακατασκευή είναι τέλεια. Εποµένως για N περιττό,

αν πάρουµε M = N−1

2
όρους, τότε το άθροισµα περιέχει ακριβώς N όρους

και x̂[n] = x[n].

2 Αν N είναι άρτιος, x̂[n] = x[n] αρκεί να υπολογίσουµε το

ανακατασκευασµένο περιοδικό σήµα ∆.Χ. για M = N

2
, µέσω της

x̂[n] =
M∑

k=−M+1

ak e
jk

2π
N

n
(30)
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Παράδειγµα 7.3: Φαινόµενο Gibbs (2)

Πράγµατι· για περιοδικό σήµα ∆.Χ. x[n] µε περίοδο N έστω το

ανακατασκευασµένο περιοδικό σήµα ∆.Χ.

x̂[n] =
M∑

k=−M

ake
jk

2π
N

n
(29)

για αρκετές τιµές του M.

1 Ας ϑεωρηθεί ότι N είναι περιττός αριθµός, λ.χ. N = 9. Τότε µπορεί να

δειχτεί ότι για M = 4 η ανακατασκευή είναι τέλεια. Εποµένως για N περιττό,

αν πάρουµε M = N−1

2
όρους, τότε το άθροισµα περιέχει ακριβώς N όρους

και x̂[n] = x[n].

2 Αν N είναι άρτιος, x̂[n] = x[n] αρκεί να υπολογίσουµε το

ανακατασκευασµένο περιοδικό σήµα ∆.Χ. για M = N

2
, µέσω της

x̂[n] =
M∑

k=−M+1

ak e
jk

2π
N

n
(30)
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Παράδειγµα 7.4 (1)

΄Εστω η ακόλουθη πληροφορία για την ακολουθία x[n]:

1 Η x[n] είναι περιοδική µε περίοδο N = 6.

2

∑
5

n=0
x[n] = 2.

3

∑
7

n=2
(−1)nx[n] = 1.

4 Η x[n] έχει την ελάχιστη ισχύ (ενέργεια ανά περίοδο), όταν ικανοποιούνται

οι σχέσεις 1-3.

Να προσδιορίσετε την ακολουθία x[n].
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Παράδειγµα 7.4 (2)

Από την πληροφορία 2 έχουµε

5∑
n=0

x[n] = 2⇒ a0 =
1

N

N−1∑
n=0

x[n]e−jk
2π
N

n |N=6,k=0=
1

6

5∑
n=0

x[n] =
2

6
=

1

3
.

(31)

Από την πληροφορία 3 αντλούµε ότι

7∑
n=2

(−1)n
x[n] =

5∑
n=0

(−1)n
x[n]

οπότε

a3 =
1

6

5∑
n=0

x[n]e−j3
2π
6

n =
1

6

5∑
n=0

x[n](e
−jπ)n =

1

6

5∑
n=0

(−1)n
x[n] =

1

6
.

(32)
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Παράδειγµα 7.4 (2)

Από την πληροφορία 2 έχουµε

5∑
n=0

x[n] = 2⇒ a0 =
1

N

N−1∑
n=0

x[n]e−jk
2π
N

n |N=6,k=0=
1

6

5∑
n=0

x[n] =
2

6
=

1

3
.

(31)

Από την πληροφορία 3 αντλούµε ότι

7∑
n=2

(−1)n
x[n] =

5∑
n=0

(−1)n
x[n]

οπότε

a3 =
1

6

5∑
n=0

x[n]e−j3
2π
6

n =
1

6

5∑
n=0

x[n](e
−jπ)n =

1

6

5∑
n=0

(−1)n
x[n] =

1

6
.

(32)
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Παράδειγµα 7.4 (3)

΄Αρα από τις σχέσεις (31) και (32) προσδιορίστηκαν οι συντελεστές a0 και

a3.

Από την ταυτότητα του Parseval η ισχύς της ακολουθίας είναι

P =
∑

5

k=0
|ak |2. Η ισχύς καθίσταται ελάχιστη µόνο όταν οι υπόλοιποι

συντελεστές είναι µηδενικοί, δηλαδή a1 = a2 = a4 = a5 = 0.

x[n] = a0 + a3e
jπn =

1

3
+

1

6
(−1)n. (33)
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Παράδειγµα 7.4 (3)

΄Αρα από τις σχέσεις (31) και (32) προσδιορίστηκαν οι συντελεστές a0 και

a3.

Από την ταυτότητα του Parseval η ισχύς της ακολουθίας είναι

P =
∑

5

k=0
|ak |2. Η ισχύς καθίσταται ελάχιστη µόνο όταν οι υπόλοιποι

συντελεστές είναι µηδενικοί, δηλαδή a1 = a2 = a4 = a5 = 0.

x[n] = a0 + a3e
jπn =

1

3
+

1

6
(−1)n. (33)
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Παράδειγµα 7.4 (3)

΄Αρα από τις σχέσεις (31) και (32) προσδιορίστηκαν οι συντελεστές a0 και

a3.

Από την ταυτότητα του Parseval η ισχύς της ακολουθίας είναι

P =
∑

5

k=0
|ak |2. Η ισχύς καθίσταται ελάχιστη µόνο όταν οι υπόλοιποι

συντελεστές είναι µηδενικοί, δηλαδή a1 = a2 = a4 = a5 = 0.

x[n] = a0 + a3e
jπn =

1

3
+

1

6
(−1)n. (33)
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Σειρά Fourier και Γ.Χ.Α. συστήµατα (1)

Αν το περιοδικό σήµα ∆.Χ. που διεγείρει ένα Γ.Χ.Α. σύστηµα αναλυθεί σε

σειρά Fourier ∆.Χ. τότε

x[n] =
∑

k=<N>

ak e
jk

2π
N

n
(34)

τότε η έξοδος του συστήµατος ϑα είναι :

y[n] = (x ∗ h)[n] =
∞∑

ξ=−∞
h[ξ]

∑
k=<N>

ak e
jk

2π
N

(n−ξ)

=
∑

k=<N>

{
ak

∞∑
ξ=−∞

h[ξ] e
−jk

2π
N
ξ

︸ ︷︷ ︸
H(Ω)|

Ω= 2π
N

k
=H( 2πk

N
)

}
e

jk
2π
N

n

=
∑

k=<N>

ak H(
2πk

N
) e

jk
2π
N

n
(35)
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Σειρά Fourier και Γ.Χ.Α. συστήµατα (1)

Αν το περιοδικό σήµα ∆.Χ. που διεγείρει ένα Γ.Χ.Α. σύστηµα αναλυθεί σε

σειρά Fourier ∆.Χ. τότε

x[n] =
∑

k=<N>

ak e
jk

2π
N

n
(34)

τότε η έξοδος του συστήµατος ϑα είναι :

y[n] = (x ∗ h)[n] =
∞∑

ξ=−∞
h[ξ]

∑
k=<N>

ak e
jk

2π
N

(n−ξ)

=
∑

k=<N>

{
ak

∞∑
ξ=−∞

h[ξ] e
−jk

2π
N
ξ

︸ ︷︷ ︸
H(Ω)|

Ω= 2π
N

k
=H( 2πk

N
)

}
e

jk
2π
N

n

=
∑

k=<N>

ak H(
2πk

N
) e

jk
2π
N

n
(35)
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Σειρά Fourier και Γ.Χ.Α. συστήµατα (2)

όπου H( 2πk

N
) =

∑∞
ξ=−∞ h[ξ] e

−j k
2π
N
ξ

είναι η τιµή της απόκρισης

συχνότητας για Ω = 2π
N

k .

Ως απόκριση συχνότητας ενός Γ.Χ.Α. συστήµατος ∆.Χ. ορίζουµε τη

συνάρτηση H(Ω) =
∑∞

n=−∞ h[n] e−jΩn.

Εποµένως η έξοδος του Γ.Χ.Α. συστήµατος είναι επίσης περιοδική µε

περίοδο αυτήν της διεγέρσεως x[n]. Από την (35) συνάγεται ότι οι

συντελεστές της διακριτής σειράς Fourier της εξόδου είναι

bk = ak H(
2πk

N
). (36)

Η έκφραση (35) έχει νόηµα όταν η απόκριση συχνότητας είναι καλά

ορισµένη και ϕραγµένη. Τέτοιες καλώς συµπεριφερόµενες αποκρίσεις

συχνότητας έχουν τα ευσταθή συστήµατα π.χ. h[n] = an u[n] µε |a| < 1.
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Σειρά Fourier και Γ.Χ.Α. συστήµατα (2)

όπου H( 2πk

N
) =

∑∞
ξ=−∞ h[ξ] e

−j k
2π
N
ξ

είναι η τιµή της απόκρισης

συχνότητας για Ω = 2π
N

k .

Ως απόκριση συχνότητας ενός Γ.Χ.Α. συστήµατος ∆.Χ. ορίζουµε τη

συνάρτηση H(Ω) =
∑∞

n=−∞ h[n] e−jΩn.

Εποµένως η έξοδος του Γ.Χ.Α. συστήµατος είναι επίσης περιοδική µε

περίοδο αυτήν της διεγέρσεως x[n]. Από την (35) συνάγεται ότι οι

συντελεστές της διακριτής σειράς Fourier της εξόδου είναι

bk = ak H(
2πk

N
). (36)

Η έκφραση (35) έχει νόηµα όταν η απόκριση συχνότητας είναι καλά

ορισµένη και ϕραγµένη. Τέτοιες καλώς συµπεριφερόµενες αποκρίσεις

συχνότητας έχουν τα ευσταθή συστήµατα π.χ. h[n] = an u[n] µε |a| < 1.
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Σειρά Fourier και Γ.Χ.Α. συστήµατα (2)

όπου H( 2πk

N
) =

∑∞
ξ=−∞ h[ξ] e

−j k
2π
N
ξ

είναι η τιµή της απόκρισης

συχνότητας για Ω = 2π
N

k .

Ως απόκριση συχνότητας ενός Γ.Χ.Α. συστήµατος ∆.Χ. ορίζουµε τη

συνάρτηση H(Ω) =
∑∞

n=−∞ h[n] e−jΩn.

Εποµένως η έξοδος του Γ.Χ.Α. συστήµατος είναι επίσης περιοδική µε

περίοδο αυτήν της διεγέρσεως x[n]. Από την (35) συνάγεται ότι οι

συντελεστές της διακριτής σειράς Fourier της εξόδου είναι

bk = ak H(
2πk

N
). (36)

Η έκφραση (35) έχει νόηµα όταν η απόκριση συχνότητας είναι καλά

ορισµένη και ϕραγµένη. Τέτοιες καλώς συµπεριφερόµενες αποκρίσεις

συχνότητας έχουν τα ευσταθή συστήµατα π.χ. h[n] = an u[n] µε |a| < 1.
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Σειρά Fourier και Γ.Χ.Α. συστήµατα (2)

όπου H( 2πk

N
) =

∑∞
ξ=−∞ h[ξ] e

−j k
2π
N
ξ

είναι η τιµή της απόκρισης

συχνότητας για Ω = 2π
N

k .

Ως απόκριση συχνότητας ενός Γ.Χ.Α. συστήµατος ∆.Χ. ορίζουµε τη

συνάρτηση H(Ω) =
∑∞

n=−∞ h[n] e−jΩn.

Εποµένως η έξοδος του Γ.Χ.Α. συστήµατος είναι επίσης περιοδική µε

περίοδο αυτήν της διεγέρσεως x[n]. Από την (35) συνάγεται ότι οι

συντελεστές της διακριτής σειράς Fourier της εξόδου είναι

bk = ak H(
2πk

N
). (36)

Η έκφραση (35) έχει νόηµα όταν η απόκριση συχνότητας είναι καλά

ορισµένη και ϕραγµένη. Τέτοιες καλώς συµπεριφερόµενες αποκρίσεις

συχνότητας έχουν τα ευσταθή συστήµατα π.χ. h[n] = an u[n] µε |a| < 1.

Ανάλυση Fourier για σήµατα και συστήµατα διακριτού χρόνου Ι 37/68



∆ιακριτή Σειρά Fourier

Παράδειγµα 7.5

΄Εστω h[n] = an u[n], για −1 < a < 1 και

x[n] = cos
2πn

N
=

1

2
e

j
2π
N

n +
1

2
e
−j

2π
N

n.

Τότε H( 2πk

N
) =

∑∞
n=0

an e
−jk

2π
N

n =
∑∞

n=0
(a e

−jk
2π
N )n = 1

1−a e
−jk

2π
N

.

Η έξοδος του Γ.Χ.Α. συστήµατος είναι

y[n] =
1

2
H(

2π

N
) e

j
2π
N

n +
1

2
H(−2π

N
) e
−j

2π
N

n

=
1

2

1

1− a e
−j

2π
N

e
j
2π
N

n +
1

2

1

1− a e
j
2π
N

e
−j

2π
N

n. (37)

Αν εκφράσουµε τον παράγοντα
1

1−a e
−j

2π
N

σε πολικές συντεταγµένες,

δηλαδή ως r ejθ , τότε προκύπτει ότι y[n] = r cos ( 2π
N

n + θ).
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Παράδειγµα 7.5

΄Εστω h[n] = an u[n], για −1 < a < 1 και

x[n] = cos
2πn

N
=

1

2
e

j
2π
N

n +
1

2
e
−j

2π
N

n.

Τότε H( 2πk

N
) =

∑∞
n=0

an e
−jk

2π
N

n =
∑∞

n=0
(a e

−jk
2π
N )n = 1

1−a e
−jk

2π
N

.

Η έξοδος του Γ.Χ.Α. συστήµατος είναι

y[n] =
1

2
H(

2π

N
) e

j
2π
N

n +
1

2
H(−2π

N
) e
−j

2π
N

n

=
1

2

1

1− a e
−j

2π
N

e
j
2π
N

n +
1

2

1

1− a e
j
2π
N

e
−j

2π
N

n. (37)

Αν εκφράσουµε τον παράγοντα
1

1−a e
−j

2π
N

σε πολικές συντεταγµένες,

δηλαδή ως r ejθ , τότε προκύπτει ότι y[n] = r cos ( 2π
N

n + θ).
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Παράδειγµα 7.5

΄Εστω h[n] = an u[n], για −1 < a < 1 και

x[n] = cos
2πn

N
=

1

2
e

j
2π
N

n +
1

2
e
−j

2π
N

n.

Τότε H( 2πk

N
) =

∑∞
n=0

an e
−jk

2π
N

n =
∑∞

n=0
(a e

−jk
2π
N )n = 1

1−a e
−jk

2π
N

.

Η έξοδος του Γ.Χ.Α. συστήµατος είναι

y[n] =
1

2
H(

2π

N
) e

j
2π
N

n +
1

2
H(−2π

N
) e
−j

2π
N

n

=
1

2

1

1− a e
−j

2π
N

e
j
2π
N

n +
1

2

1

1− a e
j
2π
N

e
−j

2π
N

n. (37)

Αν εκφράσουµε τον παράγοντα
1

1−a e
−j

2π
N

σε πολικές συντεταγµένες,

δηλαδή ως r ejθ , τότε προκύπτει ότι y[n] = r cos ( 2π
N

n + θ).
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Φιλτράρισµα

Σε πολλές εφαρµογές µας ενδιαφέρει να µεταβάλλουµε εκουσίως τα

σχετικά πλάτη των συχνοτικών συνιστωσών ενός σήµατος, δηλαδή τα πλάτη

των ϕασµατικών συντελεστών της διακριτής σειράς Fourier του σήµατος,

απαλείφοντας κάποιες συχνοτικές συνιστώσες ή ενισχύοντας κάποιες

άλλες. Τα Γ.Χ.Α. συστήµατα που αλλάζουν τη µορφή του ϕάσµατος ενός

σήµατος καλούνται Γ.Χ.Α. ϕίλτρα.

Στο ∆.Χ., τα Γ.Χ.Α. ϕίλτρα ϐρίσκουν ευρείες εφαρµογές. Συνήθως

υλοποιούνται µε επεξεργαστές γενικού ή ειδικού σκοπού για να

επεξεργαστούν σήµατα Σ.Χ. που έχουν υποστεί δειγµατοληψία (π.χ., οµιλία)

ή χρονοσειρές, όπως δηµογραφικά δεδοµένα, τιµές χρηµατιστηριακών

δεικτών κ.ο.κ.
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Φιλτράρισµα

Σε πολλές εφαρµογές µας ενδιαφέρει να µεταβάλλουµε εκουσίως τα

σχετικά πλάτη των συχνοτικών συνιστωσών ενός σήµατος, δηλαδή τα πλάτη

των ϕασµατικών συντελεστών της διακριτής σειράς Fourier του σήµατος,

απαλείφοντας κάποιες συχνοτικές συνιστώσες ή ενισχύοντας κάποιες

άλλες. Τα Γ.Χ.Α. συστήµατα που αλλάζουν τη µορφή του ϕάσµατος ενός

σήµατος καλούνται Γ.Χ.Α. ϕίλτρα.

Στο ∆.Χ., τα Γ.Χ.Α. ϕίλτρα ϐρίσκουν ευρείες εφαρµογές. Συνήθως

υλοποιούνται µε επεξεργαστές γενικού ή ειδικού σκοπού για να

επεξεργαστούν σήµατα Σ.Χ. που έχουν υποστεί δειγµατοληψία (π.χ., οµιλία)

ή χρονοσειρές, όπως δηµογραφικά δεδοµένα, τιµές χρηµατιστηριακών

δεικτών κ.ο.κ.
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Κινούµενος αριθµητικός µέσος

Το απλούστερο ϕίλτρο ∆.Χ. είναι το Γ.Χ.Α. σύστηµα που υπολογίζει τον

αριθµητικό µέσο των N δειγµάτων της εισόδου

y[n] =
1

N

N−1∑
k=0

x[n− k].

∆εν είναι δύσκολο να εξάγουµε την κρουστική απόκριση του αριθµητικού

µέσου

h[n] =
1

N

N−1∑
k=0

δ[n− k].

Η απόκριση συχνότητας του αριθµητικού µέσου µπορεί να δειχθεί ότι είναι

(Συγκρίνετε µε την (26) και σχολιάστε.)

H(Ω) =
1

N
e
−jΩ N−1

2

sin N
Ω
2

sin
Ω
2

.
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Αναπαράσταση µη-περιοδικών σηµάτων : Ο µετασχηµατισµός

Fourier διακριτού χρόνου

Ορισµός (1)

Οι συντελεστές της σειράς Fourier για περιοδικά σήµατα είναι δείγµατα

µιας περιβάλλουσας και καθώς η περίοδος της ακολουθίας αυξάνει, τότε

τα δείγµατα πυκνώνουν και το διάστηµα µεταξύ τους σµικρύνεται.

Για τα σήµατα Σ.Χ. ο µετασχηµατισµός Fourier ενός µη-περιοδικού σήµατος

x(t) προέκυψε από το περιοδικό σήµα x̃(t) που έχει ως πρώτη περίοδο το

δοσµένο σήµα. Στο όριο καθώς T →∞ προκύπτει ότι x̃(t)→ x(t), ενώ η

σειρά Fourier Σ.Χ. τείνει στο µετασχηµατισµό Fourier Σ.Χ.

Θα ακολουθήσουµε ανάλογη προσέγγιση. Ξεκινούµε από µία

µη-περιοδική ακολουθία x[n] πεπερασµένης διάρκειας, δηλαδή

∃N1,N2 : x[n] = 0, n /∈ [−N1,N2] (38)
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Αναπαράσταση µη-περιοδικών σηµάτων : Ο µετασχηµατισµός

Fourier διακριτού χρόνου

Ορισµός (2): Μη περιοδικό σήµα
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Αναπαράσταση µη-περιοδικών σηµάτων : Ο µετασχηµατισµός

Fourier διακριτού χρόνου

Ορισµός (3)

Κατασκευάζουµε το σήµα x̃[n] που έχει ως πρώτη περίοδο το σήµα x[n]
και κατάλληλη περίοδο N. Για N →∞, παρατηρούµε ότι x̃[n]→ x[n] για

κάθε πεπερασµένο n.

Αλλά το x̃[n] ως περιοδικό σήµα επεκτείνεται σε σειρά Fourier ∆.Χ.:

x̃[n] =
∑

k=<N>

ak e
jk

2π
N

n
(39)

όπου οι συντελεστές της σειράς Fourier δίνονται από την

ak =
1

N

∑
n=<N>

x̃[n] e
−jk

2π
N

n. (40)
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Αναπαράσταση µη-περιοδικών σηµάτων : Ο µετασχηµατισµός

Fourier διακριτού χρόνου

Ορισµός (4)

Επειδή x̃[n] = x[n] για n ∈ [−N1,N2] και λόγω της (38) η (40)

ξαναγράφεται ως

ak =
1

N

N2∑
n=−N1

x[n] e
−jk

2π
N

n =
1

N

+∞∑
n=−∞

x[n] e
−jk

2π
N

n. (41)

Ορίζουµε την περιβάλλουσα

X(Ω)
4
= X(e

jΩ) =
+∞∑

n=−∞
x[n] e

−jΩn
(42)

τότε οι συντελεστές ak δίνονται από τη

ak =
1

N
X(Ω)|Ω= 2π

N
k

=
1

N
X(kΩ0), µε Ω0 =

2π

N
και k =< N > .

(43)
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Αναπαράσταση µη-περιοδικών σηµάτων : Ο µετασχηµατισµός

Fourier διακριτού χρόνου

Ορισµός (5)

Εποµένως, οι συντελεστές ak είναι ανάλογοι προς ισαπέχοντα δείγµατα

της περιβάλλουσας. Αντικαθιστώντας στην (39) και κάνοντας χρήση της

σχέσης
1

N
= Ω0

2π παίρνουµε

x̃[n] =
∑

k=<N>

1

N
X(kΩ0)e

jkΩ0n =
1

2π

∑
k=<N>

X(kΩ0) e
jkΩ0n Ω0. (44)

΄Οταν N →∞, τότε

x̃[n] → x[n] για n ∈ [−N1,N2] (45)

Ω0 → dΩ (46)

kΩ0 → Ω συνεχής µεταβλητή (47)∑
k=<N>

→
∫

2π
dΩ (48)
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Αναπαράσταση µη-περιοδικών σηµάτων : Ο µετασχηµατισµός

Fourier διακριτού χρόνου

Ορισµός (6)

και η (44) ερµηνεύεται ως αριθµητικός υπολογισµός του ολοκληρώµατος

στην έκφραση

x[n] =
1

2π

∫
2π

X(Ω) e
jΩn

dΩ (49)

µε χρήση του κανόνα του τραπεζίου.

Μένει να σχολιάσουµε γιατί η ολοκλήρωση στην (49) πρέπει να εκτείνεται

σε διάστηµα εύρους 2π. Προφανώς η περιβάλλουσα X(Ω) ως γραµµικός

συνδυασµός ϕανταστικών εκθετικών είναι τριγωνοµετρική συνάρτηση, άρα

είναι περιοδική µε περίοδο 2π. Το γινόµενο X(Ω) ejΩn ϑα είναι επίσης

περιοδική συνάρτηση µε περίοδο 2π. Εποµένως ορθώς το ολοκλήρωµα

υπολογίζεται σε οποιοδήποτε διάστηµα εύρους 2π.
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Αναπαράσταση µη-περιοδικών σηµάτων : Ο µετασχηµατισµός

Fourier διακριτού χρόνου

Ορισµός (7)

Το Ϲεύγος των εξισώσεων που ορίζει το µετασχηµατισµό Fourier ∆.Χ. είναι

X(Ω)
4
=

∞∑
n=−∞

x[n] e
−jΩn

(50)

x[n]
4
=

1

2π

∫
2π

X(Ω) e
jΩn

dΩ (51)

οπότε σηµειώνουµε x[n]
FT −DT←→ X(Ω). Συνεπώς τα µη-περιοδικά σήµατα

µπορούν να εκφραστούν σαν γραµµικός συνδυασµός ϕανταστικών

εκθετικών που είναι απειροστά κοντά στη συχνότητα και έχουν πλάτη

X(Ω) dΩ
2π .

Η συνάρτηση X(Ω) λέγεται ϕάσµα του σήµατος ∆.Χ. x[n] και µας λέει πώς

το σήµα x[n] αποσυντίθεται στις διάφορες συχνότητες Ω.
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X(Ω) dΩ
2π .
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Ορισµός (8)

Οι συνθήκες σύγκλισης του αθροίσµατος (50) είναι

∞∑
n=−∞

|x[n]| <∞ ή

∞∑
n=−∞

|x[n]|2 <∞. (52)

Μια ουσιώδης διαφορά µε το µετασχηµατισµό Fourier Σ.Χ. είναι ότι ο

µετασχηµατισµός Fourier ∆.Χ. είναι περιοδική συνάρτηση µε περίοδο 2π.

Παρατηρήστε ότι είναι συνάρτηση της συνεχούς ανεξάρτητης µεταβλητής

Ω.

Στο διάστηµα Ω ∈ [0, 2π), οι χαµηλές συχνότητες στο µετασχηµατισµό

Fourier ∆.Χ. εµφανίζονται περί το 0, ενώ οι υψηλές συχνότητες περί το π.
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Χαµηλές συχνότητες Ω στο διάστηµα [0, 2π)

Ανάλυση Fourier για σήµατα και συστήµατα διακριτού χρόνου Ι 49/68



Αναπαράσταση µη-περιοδικών σηµάτων : Ο µετασχηµατισµός

Fourier διακριτού χρόνου

Υψηλές συχνότητες Ω στο διάστηµα [0, 2π)

Ανάλυση Fourier για σήµατα και συστήµατα διακριτού χρόνου Ι 49/68



Αναπαράσταση µη-περιοδικών σηµάτων : Ο µετασχηµατισµός

Fourier διακριτού χρόνου

Παράδειγµα 7.6

Για το σήµα ∆.Χ.

x[n] = a
n

u[n], |a| < 1 (53)

ο µετασχηµατισµός Fourier ∆.Χ. είναι

X(Ω) =
∞∑

n=−∞
a

n
u[n] e

−jΩn =
∞∑

n=0

(ae
−jΩ)n =

1

1− a e−jΩ
. (54)

Για 0 < a < 1 το µέτρο και η ϕάση του µετασχηµατισµού Fourier

σχεδιάζονται στο Σχήµα 7.9.

Αν −1 < a < 0, τότε το µέτρο και η ϕάση του µετασχηµατισµού Fourier

είναι όπως στο Σχήµα 7.10.
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Παράδειγµα 7.7 (1)

΄Εστω το σήµα ∆.Χ. x[n] = a|n|, |a| < 1.

X(Ω) =
+∞∑

n=−∞
a
|n|

e
−jΩn =

+∞∑
n=0

a
n

e
−jΩn +

−1∑
n=−∞

a
−n

e
−jΩn

m=−n
=

+∞∑
n=0

a
n

e
−jΩn +

1∑
m=+∞

a
m

e
jΩm

=
+∞∑
n=0

a
n

e
−jΩn +

+∞∑
m=1

a
m

e
jΩm

=
1

1− ae−jΩ
+

(
1

1− aejΩ
− 1

)
=

1− a2

1− 2a cos Ω + a2
. (55)
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Παράδειγµα 7.7 (2)

Παρατηρούµε ότι

lim
Ω→0

X(Ω) =
1− a2

(1− a)2
=

1 + a

1− a
(56)

lim
Ω→π

X(Ω) =
1− a2

(1 + a)2
=

1− a

1 + a
. (57)

Εποµένως για 0 < a < 1 το σήµα x[n] είναι κατωδιαβατό. Στην περίπτωση

αυτή το µέτρο του µετασχηµατισµού Fourier ∆.Χ. είναι όπως στο Σχήµα 7.11.
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Παράδειγµα 7.8

΄Εστω τετραγωνικός παλµός διάρκειας 2N1 + 1 δειγµάτων

x[n] =

{
1 |n| ≤ N1

0 |n| > N1.
(58)

Ο µετασχηµατισµός Fourier ∆.Χ δίνεται από την

X(Ω) =
N1∑

n=−N1

e
−jΩn =

sin Ω(N1 + 1

2
)

sin
Ω
2

(59)

που αποτελεί το διακριτό ανάλογο της sinc. Το µέτρο του µετασχηµατισµού

Fourier ∆.Χ. σχεδιάζεται για N1 = 1 και N1 = 2 στο Σχήµα 7.12.

∆εν υπάρχει πρόβληµα σύγκλισης στην εξίσωση σύνθεσης του

µετασχηµατισµού Fourier διακριτού χρόνου, γιατί η ολοκλήρωση γίνεται σε

πεπερασµένο διάστηµα. Παροµοίως δεν υπάρχει ϕαινόµενο Gibbs.
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Παράδειγµα 7.9

Για το σήµα x[n] = δ[n] ο µετασχηµατισµός Fourier ∆.Χ. είναι

X(Ω) =
∞∑

n=−∞
δ[n] e

−jΩn = 1. (60)

Αν ορίσουµε ως

x̂[n] =
1

2π

∫
W

−W

e
jΩn

dΩ =
sin Wn

πn
(61)

τότε για W → π παίρνουµε :

sinπn

πn
→
{

1 n = 0

0 n 6= 0
= δ[n]. (62)
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Περιοδικά σήµατα και µετασχηµατισµός Fourier ∆.Χ.

Ερωτήµατα

Μπορούν να καθιερωθούν σηµαντικές σχέσεις µεταξύ της αναπαράστασης σε

σειρά Fourier περιοδικών σηµάτων και του µετασχηµατισµού Fourier

µη-περιοδικών σηµάτων που αποβλέπουν στην αντιµετώπιση των ακόλουθων

ερωτηµάτων :

1 Πώς η επέκταση σε σειρά Fourier περιοδικών σηµάτων µπορεί να

αποκτηθεί από το µετασχηµατισµό Fourier της πρώτης περιόδου της

ακολουθίας ;

2 Πώς η επέκταση σε σειρά Fourier περιοδικών σηµάτων µπορεί να

συµπεριληφθεί στο πλαίσιο του µετασχηµατισµού Fourier ερµηνεύοντας το

µετασχηµατισµό Fourier ενός περιοδικού σήµατος σαν τρένο ώσεων στο

πεδίο της συχνότητας ;
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2 Πώς η επέκταση σε σειρά Fourier περιοδικών σηµάτων µπορεί να

συµπεριληφθεί στο πλαίσιο του µετασχηµατισµού Fourier ερµηνεύοντας το

µετασχηµατισµό Fourier ενός περιοδικού σήµατος σαν τρένο ώσεων στο

πεδίο της συχνότητας ;
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Περιοδικά σήµατα και µετασχηµατισµός Fourier ∆.Χ.

Μετασχηµατισµός Fourier ∆.Χ. της πρώτης περιόδου

΄Εστω x̃[n] περιοδικό σήµα µε περίοδο N. Ας ϑεωρήσουµε ότι το σήµα x[n]
αναπαριστά µια περίοδο του x̃[n]. Τότε για αυθαίρετο M

x[n] =

{
x̃[n] αν M ≤ n ≤ M + N − 1

0 αλλού.
(63)

Οι συντελεστές της διακριτής σειράς Fourier του x̃[n] είναι

ak =
1

N

∑
n=<N>

x̃[n] e
−jk

2π
N

n =
1

N
X(

2πk

N
) (64)

όπου x[n]
FT −DT←→ X(Ω).

Ο µετασχηµατισµός Fourier ∆.Χ. X(Ω) εξαρτάται από την επιλογή του M στη

(63), ενώ τα δείγµατά του, X( 2πk

N
), δεν εξαρτώνται από το M. Τούτο

ϕαίνεται στο Παράδειγµα 8.10.
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Περιοδικά σήµατα και µετασχηµατισµός Fourier ∆.Χ.

Μετασχηµατισµός Fourier ∆.Χ. της πρώτης περιόδου

΄Εστω x̃[n] περιοδικό σήµα µε περίοδο N. Ας ϑεωρήσουµε ότι το σήµα x[n]
αναπαριστά µια περίοδο του x̃[n]. Τότε για αυθαίρετο M

x[n] =

{
x̃[n] αν M ≤ n ≤ M + N − 1

0 αλλού.
(63)

Οι συντελεστές της διακριτής σειράς Fourier του x̃[n] είναι

ak =
1

N

∑
n=<N>

x̃[n] e
−jk

2π
N

n =
1

N
X(

2πk

N
) (64)

όπου x[n]
FT −DT←→ X(Ω).

Ο µετασχηµατισµός Fourier ∆.Χ. X(Ω) εξαρτάται από την επιλογή του M στη

(63), ενώ τα δείγµατά του, X( 2πk

N
), δεν εξαρτώνται από το M. Τούτο

ϕαίνεται στο Παράδειγµα 8.10.
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Περιοδικά σήµατα και µετασχηµατισµός Fourier ∆.Χ.

Μετασχηµατισµός Fourier ∆.Χ. της πρώτης περιόδου

΄Εστω x̃[n] περιοδικό σήµα µε περίοδο N. Ας ϑεωρήσουµε ότι το σήµα x[n]
αναπαριστά µια περίοδο του x̃[n]. Τότε για αυθαίρετο M

x[n] =

{
x̃[n] αν M ≤ n ≤ M + N − 1

0 αλλού.
(63)

Οι συντελεστές της διακριτής σειράς Fourier του x̃[n] είναι

ak =
1

N

∑
n=<N>

x̃[n] e
−jk

2π
N

n =
1

N
X(

2πk

N
) (64)

όπου x[n]
FT −DT←→ X(Ω).

Ο µετασχηµατισµός Fourier ∆.Χ. X(Ω) εξαρτάται από την επιλογή του M στη

(63), ενώ τα δείγµατά του, X( 2πk

N
), δεν εξαρτώνται από το M. Τούτο

ϕαίνεται στο Παράδειγµα 8.10.
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Περιοδικά σήµατα και µετασχηµατισµός Fourier ∆.Χ.

Παράδειγµα 7.10 (1)

΄Εστω ένα περιοδικό τρένο ώσεων ∆.Χ. µε περίοδο N

x̃[n] =
+∞∑

k=−∞
δ[n− kN]. (65)

Τότε

ak =
1

N

∑
n=<N>

x̃[n] e
−jk

2π
N

n =
1

N

M+N−1∑
n=M

x[n] e
−jk

2π
N

n

=
1

N

N−1∑
n=0

δ[n] e
−jk

2π
N

n n=0
=

1

N
. (66)

Αν επιλεχθεί M = 0, τότε το σήµα της πρώτης περιόδου έχει

µετασχηµατισµό Fourier ∆.Χ.

x1[n] = δ[n]
FT −DT←→ X1(Ω) = 1 (67)
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Περιοδικά σήµατα και µετασχηµατισµός Fourier ∆.Χ.

Παράδειγµα 7.10 (1)

΄Εστω ένα περιοδικό τρένο ώσεων ∆.Χ. µε περίοδο N

x̃[n] =
+∞∑

k=−∞
δ[n− kN]. (65)

Τότε

ak =
1

N

∑
n=<N>

x̃[n] e
−jk

2π
N

n =
1

N

M+N−1∑
n=M

x[n] e
−jk

2π
N

n

=
1

N

N−1∑
n=0

δ[n] e
−jk

2π
N

n n=0
=

1

N
. (66)

Αν επιλεχθεί M = 0, τότε το σήµα της πρώτης περιόδου έχει

µετασχηµατισµό Fourier ∆.Χ.

x1[n] = δ[n]
FT −DT←→ X1(Ω) = 1 (67)
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Περιοδικά σήµατα και µετασχηµατισµός Fourier ∆.Χ.

Παράδειγµα 7.10 (1)

΄Εστω ένα περιοδικό τρένο ώσεων ∆.Χ. µε περίοδο N

x̃[n] =
+∞∑

k=−∞
δ[n− kN]. (65)

Τότε

ak =
1

N

∑
n=<N>

x̃[n] e
−jk

2π
N

n =
1

N

M+N−1∑
n=M

x[n] e
−jk

2π
N

n

=
1

N

N−1∑
n=0

δ[n] e
−jk

2π
N

n n=0
=

1

N
. (66)

Αν επιλεχθεί M = 0, τότε το σήµα της πρώτης περιόδου έχει

µετασχηµατισµό Fourier ∆.Χ.

x1[n] = δ[n]
FT −DT←→ X1(Ω) = 1 (67)
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Περιοδικά σήµατα και µετασχηµατισµός Fourier ∆.Χ.

Παράδειγµα 7.10 (2)

ενώ αν 0 < M < N παίρνουµε

x2[n] = δ[n− N]
FT −DT←→ X2(Ω) = e

−jΩN . (68)

Στα δείγµατα συχνότητας Ω = 2πk/N έχουµε :

X1(
2πk

N
) = 1 (69)

X2(
2πk

N
) = e

−j
2πk

N
N = 1 (70)

δηλαδή οι δυο µετασχηµατισµοί παίρνουν τις ίδιες τιµές στα δείγµατα

συχνότητας ανεξαρτήτως της επιλογής του M.
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Περιοδικά σήµατα και µετασχηµατισµός Fourier ∆.Χ.

Παράδειγµα 7.10 (2)

ενώ αν 0 < M < N παίρνουµε

x2[n] = δ[n− N]
FT −DT←→ X2(Ω) = e

−jΩN . (68)

Στα δείγµατα συχνότητας Ω = 2πk/N έχουµε :

X1(
2πk

N
) = 1 (69)

X2(
2πk

N
) = e

−j
2πk

N
N = 1 (70)

δηλαδή οι δυο µετασχηµατισµοί παίρνουν τις ίδιες τιµές στα δείγµατα

συχνότητας ανεξαρτήτως της επιλογής του M.
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Περιοδικά σήµατα και µετασχηµατισµός Fourier ∆.Χ.

Παράδειγµα 7.10 (3)

Σήµατα x1[n] για N = 6 και x2[n] για N = 6 και M = 2.
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Περιοδικά σήµατα και µετασχηµατισµός Fourier ∆.Χ.

Μετασχηµατισµός Fourier ∆.Χ. ϕανταστικών εκθετικών (1)

΄Εστω x[n] = ejΩ0n. Στο Σ.Χ. έχουµε

e
jω0t F←→ 2π δ(ω − ω0). (71)

Στο ∆.Χ. περιµένουµε ανάλογο αποτέλεσµα, αλλά επειδή

e
jΩ0n = e

j(Ω0+2πr)n, ∀r ∈ Z (72)

προκύπτει ότι ο µετασχηµατισµός Fourier ∆.Χ. του x[n] = ejΩ0n δίνεται από

την

X(Ω) =
+∞∑
`=−∞

2π δ(Ω− Ω0 − 2π`). (73)
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Περιοδικά σήµατα και µετασχηµατισµός Fourier ∆.Χ.

Μετασχηµατισµός Fourier ∆.Χ. ϕανταστικών εκθετικών (1)

΄Εστω x[n] = ejΩ0n. Στο Σ.Χ. έχουµε

e
jω0t F←→ 2π δ(ω − ω0). (71)

Στο ∆.Χ. περιµένουµε ανάλογο αποτέλεσµα, αλλά επειδή

e
jΩ0n = e

j(Ω0+2πr)n, ∀r ∈ Z (72)

προκύπτει ότι ο µετασχηµατισµός Fourier ∆.Χ. του x[n] = ejΩ0n δίνεται από

την

X(Ω) =
+∞∑
`=−∞

2π δ(Ω− Ω0 − 2π`). (73)
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Περιοδικά σήµατα και µετασχηµατισµός Fourier ∆.Χ.

Μετασχηµατισµός Fourier ∆.Χ. ϕανταστικών εκθετικών (1)

΄Εστω x[n] = ejΩ0n. Στο Σ.Χ. έχουµε

e
jω0t F←→ 2π δ(ω − ω0). (71)

Στο ∆.Χ. περιµένουµε ανάλογο αποτέλεσµα, αλλά επειδή

e
jΩ0n = e

j(Ω0+2πr)n, ∀r ∈ Z (72)

προκύπτει ότι ο µετασχηµατισµός Fourier ∆.Χ. του x[n] = ejΩ0n δίνεται από

την

X(Ω) =
+∞∑
`=−∞

2π δ(Ω− Ω0 − 2π`). (73)
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Περιοδικά σήµατα και µετασχηµατισµός Fourier ∆.Χ.

Μετασχηµατισµός Fourier ∆.Χ. ϕανταστικών εκθετικών (2)
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Περιοδικά σήµατα και µετασχηµατισµός Fourier ∆.Χ.

Μετασχηµατισµός Fourier ∆.Χ. ϕανταστικών εκθετικών (3)

Θα επαληθεύσουµε την ορθότητα της (73). ΄Εχουµε :

1

2π

∫
2π

X(Ω) e
jΩn

dΩ =
1

2π

∫
2π

+∞∑
`=−∞

2π δ(Ω− Ω0 − 2π`)e
jΩn

dΩ

=

∫
2π

[ +∞∑
`=−∞

e
j(Ω0+2π `)n δ(Ω− Ω0 − 2π`)

]
dΩ

= e
jΩ0n

[∫
2π

0

δ(Ω− Ω0) dΩ +
+∞∑

l=−∞
l 6=0

∫
2π

0

δ(Ω− Ω0 − 2π`) dΩ

]
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Περιοδικά σήµατα και µετασχηµατισµός Fourier ∆.Χ.

Μετασχηµατισµός Fourier ∆.Χ. ϕανταστικών εκθετικών (3)

Θα επαληθεύσουµε την ορθότητα της (73). ΄Εχουµε :

1

2π

∫
2π

X(Ω) e
jΩn

dΩ =
1

2π

∫
2π

+∞∑
`=−∞

2π δ(Ω− Ω0 − 2π`)e
jΩn

dΩ

=

∫
2π

[ +∞∑
`=−∞

e
j(Ω0+2π `)n δ(Ω− Ω0 − 2π`)

]
dΩ

= e
jΩ0n

[
1 + 0

]
= e

jΩ0n
(74)
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Περιοδικά σήµατα και µετασχηµατισµός Fourier ∆.Χ.

Μετασχηµατισµός Fourier ∆.Χ. περιοδικών σηµάτων (1)

΄Ενα αυθαίρετο περιοδικό σήµα έχει τη µορφή

x[n] = b1e
jΩ1 n + b2e

jΩ2 n + · · ·+ bMe
jΩM n

(75)

οπότε ο µετασχηµατισµός Fourier ∆.Χ. του περιοδικού σήµατος x[n]
προκύπτει ως

X(Ω) = b1

+∞∑
`=−∞

2πδ(Ω− Ω1 − 2π`) + b2

∞∑
`=−∞

2πδ(Ω− Ω2 − 2π`)

+ · · ·+ bM

∞∑
`=−∞

2πδ(Ω− ΩM − 2π`). (76)
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Περιοδικά σήµατα και µετασχηµατισµός Fourier ∆.Χ.

Μετασχηµατισµός Fourier ∆.Χ. περιοδικών σηµάτων (1)

΄Ενα αυθαίρετο περιοδικό σήµα έχει τη µορφή

x[n] = b1e
jΩ1 n + b2e

jΩ2 n + · · ·+ bMe
jΩM n

(75)

οπότε ο µετασχηµατισµός Fourier ∆.Χ. του περιοδικού σήµατος x[n]
προκύπτει ως

X(Ω) = b1

+∞∑
`=−∞

2πδ(Ω− Ω1 − 2π`) + b2

∞∑
`=−∞

2πδ(Ω− Ω2 − 2π`)

+ · · ·+ bM

∞∑
`=−∞

2πδ(Ω− ΩM − 2π`). (76)
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Περιοδικά σήµατα και µετασχηµατισµός Fourier ∆.Χ.

Μετασχηµατισµός Fourier ∆.Χ. περιοδικών σηµάτων (2)

1 Ο X(Ω) είναι ένα περιοδικό τρένο παλµών µε πρώτη περίοδο που

συγκροτείται από κρουστικούς παλµούς στα Ω1,Ω2, . . . ,ΩM .

2 Ο X(Ω) δεν προκύπτει από την εξίσωση ορισµού του µετασχηµατισµού.

Θυµηθείτε ότι τα περιοδικά σήµατα δεν είναι απολύτως αθροίσιµα, αλλά

είναι απόδοση µετασχηµατισµού Fourier ∆.Χ. ως συνέπεια των ιδιοτήτων

του µετασχηµατισµού.

3 Ο X(Ω) είναι έγκυρος µετασχηµατισµός Fourier ∆.Χ. ακόµα και αν Ω0 δεν

είναι της µορφής
2πm

N
.

4 Ο αντίστροφος µετασχηµατισµός Fourier ∆.Χ. (75) είναι έγκυρος µόνο όταν

Ωm = 2πm

N
.
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Περιοδικά σήµατα και µετασχηµατισµός Fourier ∆.Χ.

Μετασχηµατισµός Fourier ∆.Χ. περιοδικών σηµάτων (2)

1 Ο X(Ω) είναι ένα περιοδικό τρένο παλµών µε πρώτη περίοδο που

συγκροτείται από κρουστικούς παλµούς στα Ω1,Ω2, . . . ,ΩM .

2 Ο X(Ω) δεν προκύπτει από την εξίσωση ορισµού του µετασχηµατισµού.

Θυµηθείτε ότι τα περιοδικά σήµατα δεν είναι απολύτως αθροίσιµα, αλλά

είναι απόδοση µετασχηµατισµού Fourier ∆.Χ. ως συνέπεια των ιδιοτήτων

του µετασχηµατισµού.

3 Ο X(Ω) είναι έγκυρος µετασχηµατισµός Fourier ∆.Χ. ακόµα και αν Ω0 δεν

είναι της µορφής
2πm

N
.

4 Ο αντίστροφος µετασχηµατισµός Fourier ∆.Χ. (75) είναι έγκυρος µόνο όταν

Ωm = 2πm

N
.
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Περιοδικά σήµατα και µετασχηµατισµός Fourier ∆.Χ.

Μετασχηµατισµός Fourier ∆.Χ. περιοδικών σηµάτων (2)

1 Ο X(Ω) είναι ένα περιοδικό τρένο παλµών µε πρώτη περίοδο που

συγκροτείται από κρουστικούς παλµούς στα Ω1,Ω2, . . . ,ΩM .

2 Ο X(Ω) δεν προκύπτει από την εξίσωση ορισµού του µετασχηµατισµού.

Θυµηθείτε ότι τα περιοδικά σήµατα δεν είναι απολύτως αθροίσιµα, αλλά

είναι απόδοση µετασχηµατισµού Fourier ∆.Χ. ως συνέπεια των ιδιοτήτων

του µετασχηµατισµού.

3 Ο X(Ω) είναι έγκυρος µετασχηµατισµός Fourier ∆.Χ. ακόµα και αν Ω0 δεν

είναι της µορφής
2πm

N
.

4 Ο αντίστροφος µετασχηµατισµός Fourier ∆.Χ. (75) είναι έγκυρος µόνο όταν

Ωm = 2πm

N
.
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Περιοδικά σήµατα και µετασχηµατισµός Fourier ∆.Χ.

Μετασχηµατισµός Fourier ∆.Χ. περιοδικών σηµάτων (2)

1 Ο X(Ω) είναι ένα περιοδικό τρένο παλµών µε πρώτη περίοδο που

συγκροτείται από κρουστικούς παλµούς στα Ω1,Ω2, . . . ,ΩM .

2 Ο X(Ω) δεν προκύπτει από την εξίσωση ορισµού του µετασχηµατισµού.

Θυµηθείτε ότι τα περιοδικά σήµατα δεν είναι απολύτως αθροίσιµα, αλλά

είναι απόδοση µετασχηµατισµού Fourier ∆.Χ. ως συνέπεια των ιδιοτήτων

του µετασχηµατισµού.

3 Ο X(Ω) είναι έγκυρος µετασχηµατισµός Fourier ∆.Χ. ακόµα και αν Ω0 δεν

είναι της µορφής
2πm

N
.

4 Ο αντίστροφος µετασχηµατισµός Fourier ∆.Χ. (75) είναι έγκυρος µόνο όταν

Ωm = 2πm

N
.
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Περιοδικά σήµατα και µετασχηµατισµός Fourier ∆.Χ.

Μετασχηµατισµός Fourier ∆.Χ. περιοδικών σηµάτων (3)

΄Εστω περιοδικό σήµα µε περίοδο N

x[n] =
∑

k=<N>

ak e
jk

2π
N

n
(77)

όπου ak είναι οι συντελεστές της διακριτής σειράς Fourier. Για να υπολογίσουµε

το µετασχηµατισµό Fourier ∆.Χ. αρκεί να εκτελέσουµε τα ακόλουθα ϐήµατα :

1 Επέλεξε k = 0, 1, . . . ,N − 1.

2 Θέσε Ω1 = 0, Ω2 = 2π
N

, Ω3 = 2( 2π
N

), . . ., ΩN = (N − 1) 2π
N

στην (75).

3 Ο µετασχηµατισµός Fourier ∆.Χ. είναι

X(Ω) =
+∞∑

k=−∞
2π ak δ(Ω− 2πk

N
). (78)
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Παράδειγµα 7.11

΄Εστω

x[n] =
+∞∑

k=−∞
δ[n− kN] (79)

τότε

X(Ω) =
2π

N

+∞∑
k=−∞

δ(Ω− 2πk

N
) (80)

επειδή ak = 1

N
. Παρατηρούµε ότι ενώ δύο διαδοχικοί παλµοί στο χρόνο

απέχουν N δείγµατα, στη συχνότητα απέχουν
2π
N

.
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∆ιακριτός µετασχηµατισµός Fourier για σήµατα πεπερασµένης διάρκειας

(1)

Ο µετασχηµατισµός Fourier ∆.Χ. είναι περιοδική συνάρτηση της συνεχούς

µεταβλητής Ω γεγονός που τον καθιστά δύσχρηστο στους αριθµητικούς

υπολογισµούς.

Για να ϑεραπεύσουµε αυτή την εγγενή αδυναµία του µετασχηµατισµού

Fourier ∆.Χ. κατασκευάζουµε το διακριτό µετασχηµατισµό Fourier (Discrete

Fourier Transform) DFT για σήµατα πεπερασµένης διάρκειας.

Οι γρήγοροι µετασχηµατισµοί Fourier (FFT) είναι αποδοτικοί αλγόριθµοι

υπολογισµού του DFT.

Ο DFT κληρονοµεί πολλές από τις ιδιότητες του µετασχηµατισµού Fourier

διακριτού χρόνου. Θα µελετηθεί σε ϐάθος στην Ψηφιακή Επεξεργασία

Σηµάτων. Εδώ ϑα αρκεστούµε στον ορισµό του.
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∆ιακριτός µετασχηµατισµός Fourier για σήµατα πεπερασµένης διάρκειας

(2)

1 ΄Εστω N1 τέτοιος ώστε x[n] = 0 για n > N1.

2 Κατασκευάζουµε ένα περιοδικό σήµα x̃[n] µε περίοδο N ≥ N1. Τότε,

x̃[n] = x[n], για 0 ≤ n ≤ N − 1.

3 Οι συντελεστές της σειράς Fourier του περιοδικού σήµατος x̃[n] είναι

Xk = X [k] =
1

N

N−1∑
n=0

x[n] e
−jk

2π
N

n
k = 0, 1, . . . ,N − 1 (81)

4 οπότε η εξίσωση σύνθεσης της σειράς Fourier είναι

x[n] =
N−1∑
k=0

X [k] e
jk

2π
N

n
n = 0, 1, . . . ,N − 1. (82)

5 Το Ϲεύγος των εξισώσεων (81) και (82) συγκροτεί το διακριτό

µετασχηµατισµό Fourier (DFT), ο οποίος εξαρτάται από το N.
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