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Ευθύς µετασχηµατισµός Z

∆ίπλευρος-Μονόπλευρος µετασχηµατισµός Z
Ο δίπλευρος µετασχηµατισµός Z ορίζεται από τη σχέση

Z
{

x[n]
}

= X(z) =
+∞∑

n=−∞
x[n] z

−n
(1)

ενώ ο µονόπλευρος µετασχηµατισµός Z ορίζεται από τη σχέση

UZ
{

x[n]
}

= X (z) =
+∞∑
n=0

x[n] z
−n. (2)

Η σχέση (1) αποτελεί τη σειρά Laurent. Ο µετασχηµατισµός Z ορίζεται για

τις τιµές εκείνες του µιγαδικού αριθµού z για τις οποίες συγκλίνει το

άθροισµα. Οι τιµές αυτές εξαρτώνται από την ακολουθία x[n]. Στο µιγαδικό

επίπεδο ορίζουµε τις περιοχές εκεί όπου η δυναµοσειρά (1):

1 συγκλίνει ή

2 δεν συγκλίνει.
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Ευθύς µετασχηµατισµός Z

Ανάλυση σύγκλισης

Αναλόγως µε τη µορφή της ακολουθίας πραγµατοποιείται η ανάλυση της

σύγκλισης. Η περιοχή όπου η δυναµοσειρά συγκλίνει ονοµάζεται περιοχή

σύγκλισης (region of convergence, ROC).

Στο µιγαδικό επίπεδο ο µιγαδικός αριθµός z παριστάνεται από τη σχέση

z = |z| ejθ , όπου |z| και θ είναι οι πολικές συντεταγµένες.

Μια κρίσιµη έννοια είναι ο µοναδιαίος κύκλος, που αποτελείται από τα

σηµεία εκείνα του µιγαδικού επιπέδου για τα οποία ισχύει |z| = 1. Ο

µοναδιαίος κύκλος παίζει στο z- επίπεδο το ϱόλο του ϕανταστικού άξονα

στο s- επίπεδο του µετασχηµατισµού Laplace (δηλαδή, του jω άξονα).

Πράγµατι για z = e
jΩ ο δίπλευρος µετασχηµατισµός Z (1) ταυτίζεται µε το

µετασχηµατισµό Fourier ∆.Χ., αρκεί ο µοναδιαίος κύκλος να ανήκει στην

περιοχή σύγκλισης του µετασχηµατισµού Z . Η σχετική ανάλυση σύγκλισης

παραλληλίζεται µε την αντίστοιχη που έγινε για το µετασχηµατισµό Laplace.
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Ευθύς µετασχηµατισµός Z

Παράσταση z = |z|ejθ του µιγαδικού αριθµού z
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Ευθύς µετασχηµατισµός Z

Αιτιατή ακολουθία

Ισχύει x[n] = 0 για n < 0, οπότε ο µετασχηµατισµός Z δίνεται από την

X(z) =
∞∑

n=0

x[n] z
−n. (3)

΄Εστω η X(z) συγκλίνει απολύτως για z = z1, οπότε

∞∑
n=0

|x[n] z
−n

1 | <∞. (4)

Επειδή για |z| > |z1| έχουµε |z|−n < |z1|−n, έπεται ότι το άθροισµα της

δυναµοσειράς (3) συγκλίνει για κάθε |z| > |z1|. Αν RX− είναι η µικρότερη

τιµή του |z| για την οποία συγκλίνει το άθροισµα της δυναµοσειράς, τότε ο

X(z) συγκλίνει για |z| > RX− .
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Ευθύς µετασχηµατισµός Z

Παράδειγµα 8.1

΄Εστω x[n] = αn
u[n], τότε

X(z) =
∞∑

n=0

αn
z
−n =

∞∑
n=0

(α z
−1)n =

1

1− α z−1
(5)

για |αz
−1| < 1 ή |z| > |α|. Λέµε ότι ο µετασχηµατισµός Z X(z) έχει πόλο

στο z = α και µηδενικό στο z = 0.
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Ευθύς µετασχηµατισµός Z

Ακολουθία δεξιάς πλευράς

΄Εχουµε x[n] = 0 για n < n1. ∆ιακρίνουµε δυο περιπτώσεις :

1 n1 ≥ 0: Ισχύουν όσα ειπώθηκαν στην περίπτωση της αιτιατής ακολουθίας.

2 n1 < 0: Ο µετασχηµατισµός Z δίνεται από τη σχέση

X(z) =
∞∑

n=n1

x[n] z
−n =

−1∑
n=n1

x[n] z
−n +

∞∑
n=0

x[n] z
−n. (6)

Ο όρος
∑−1

n=n1
x[n] z

−n είναι πεπερασµένο άθροισµα και συγκλίνει για ∀z
πεπερασµένο, ενώ ο όρος

∑∞
n=0

x[n] z
−n αντιστοιχεί σε άθροισµα

δυναµοσειράς µιας αιτιατής ακολουθίας, το οποίο συγκλίνει για

∀z : |z| > |z1|.
Η περιοχή σύγκλισης του µετασχηµατισµού Z µιας ακολουθίας δεξιάς

πλευράς είναι το εξωτερικό ενός κυκλικού δίσκου ακτίνας |z1|. Αν RX−

είναι η µικρότερη τιµή του |z| για την οποία συγκλίνει το άθροισµα της

δυναµοσειράς (6), ο X(z) συγκλίνει για ∀z : |z| >= RX− εκτός του z =∞.
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πεπερασµένο, ενώ ο όρος
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n=0

x[n] z
−n αντιστοιχεί σε άθροισµα

δυναµοσειράς µιας αιτιατής ακολουθίας, το οποίο συγκλίνει για
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Ευθύς µετασχηµατισµός Z

Περιοχή σύγκλισης µετασχηµατισµού Z ακολουθίας δεξιάς πλευράς
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Ευθύς µετασχηµατισµός Z

Ακολουθία αριστερής πλευράς

΄Εχουµε x[n] = 0 για ∀n > n2, οπότε ο µετασχηµατισµός Z δίνεται από τη

σχέση

X(z) =
n2∑

n=−∞
x[n] z

−n =
∞∑

m=−n2

x[−m] z
m. (7)

Το άθροισµα της δυναµοσειράς (7) συγκλίνει για |z| < RX+ εκτός του

z = 0 αν n2 > 0, όπου RX+ είναι η µεγαλύτερη τιµή του |z| για την οποία

συγκλίνει το άθροισµα της δυναµοσειράς.

Η περιοχή σύγκλισης είναι το εσωτερικό ενός κυκλικού δίσκου ακτίνας RX+ .
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Ευθύς µετασχηµατισµός Z
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Ευθύς µετασχηµατισµός Z

Αµφίπλευρη ακολουθία

Ισχύει ότι x[n] 6= 0 για ∀n. Ο µετασχηµατισµός Z δίνεται από τη σχέση

X(z) =
+∞∑

n=−∞
x[n] z

−n =
−1∑

n=−∞
x[n] z

−n +
∞∑

n=0

x[n] z
−n. (8)

Ο όρος
∑−1

n=−∞ x[n] z
−n είναι άθροισµα που συγκλίνει για |z| < RX+ , ενώ

ο όρος
∑∞

n=0
x[n] z

−n είναι άθροισµα που συγκλίνει για |z| > RX− . ΄Αρα

αν RX− < RX+ , τότε η περιοχή σύγκλισης είναι ένας κυκλικός δακτύλιος.

Αντίθετα, αν RX− > RX+ , τότε δεν υπάρχει περιοχή σύγκλισης και δεν

ορίζεται ο µετασχηµατισµός Z .
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Ευθύς µετασχηµατισµός Z

Περιοχή σύγκλισης µετασχηµατισµού Z αµφίπλευρης ακολουθίας

ΜετασχηµατισµόςZ 13/51



Ευθύς µετασχηµατισµός Z

Ακολουθία πεπερασµένου µήκους

Ο µετασχηµατισµός Z δίνεται από τη σχέση

X(z) =
n2∑

n=n1

x[n] z
−n. (9)

Το άθροισµα (9) συγκλίνει αρκεί |x[n]| <∞ για n1 ≤ n ≤ n2. ΄Ετσι η

περιοχή σύγκλισης είναι όλο το µιγαδικό επίπεδο εκτός από την τιµή

1 z =∞ αν n1 < 0

2 z = 0 αν n2 > 0.

Εποµένως η περιοχή σύγκλισης είναι 0 < |z| <∞ εκτός ίσως από τις τιµές

z = 0 και z =∞.
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Ευθύς µετασχηµατισµός Z
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Ευθύς µετασχηµατισµός Z

Σύνοψη ιδιοτήτων περιοχής σύγκλισης µετασχηµατισµού Z (1)

Από την ανάλυση που προηγήθηκε κατέστη ϕανερό ότι οι ιδιότητες που

ισχύουν για την περιοχή σύγκλισης του µετασχηµατισµού Z προκύπτουν

εύκολα µεταγράφοντας τις αντίστοιχες ιδιότητες της περιοχής σύγκλισης

του µετασχηµατισµού Laplace

αντικαθιστώντας την έννοια της λωρίδας στο s- επίπεδο µε αυτήν του

κυκλικού δακτυλίου στο z- επίπεδο.

ΜετασχηµατισµόςZ 16/51



Ευθύς µετασχηµατισµός Z

Σύνοψη ιδιοτήτων περιοχής σύγκλισης µετασχηµατισµού Z (1)

Από την ανάλυση που προηγήθηκε κατέστη ϕανερό ότι οι ιδιότητες που

ισχύουν για την περιοχή σύγκλισης του µετασχηµατισµού Z προκύπτουν

εύκολα µεταγράφοντας τις αντίστοιχες ιδιότητες της περιοχής σύγκλισης

του µετασχηµατισµού Laplace

αντικαθιστώντας την έννοια της λωρίδας στο s- επίπεδο µε αυτήν του

κυκλικού δακτυλίου στο z- επίπεδο.

ΜετασχηµατισµόςZ 16/51



Ευθύς µετασχηµατισµός Z

Σύνοψη ιδιοτήτων περιοχής σύγκλισης µετασχηµατισµού Z (2)

Ιδιότητα 1: Η περιοχή σύγκλισης του µετασχηµατισµού Z αποτελείται από

ένα κυκλικό δακτύλιο µε κέντρο την αρχή του z- επιπέδου.

Ιδιότητα 2: Η περιοχή σύγκλισης δεν περιέχει πόλους.

Ιδιότητα 3: Αν x[n] είναι πεπερασµένης διάρκειας, τότε η ROC είναι

ολόκληρο το z- επίπεδο εκτός ίσως των z = 0 και/ή z =∞.

Ιδιότητα 4: Αν x[n] είναι σήµα δεξιάς πλευράς και αν ο κύκλος |z| = r0

ανήκει στην ROC, τότε όλες τις πεπερασµένες τιµές του z για τις οποίες

|z| > r0 ϑα ανήκουν επίσης στην ROC.

Ιδιότητα 5: Αν x[n] είναι σήµα αριστερής πλευράς και αν ο κύκλος |z| = r0

ανήκει στην ROC, τότε όλες οι τιµές του z για τις οποίες 0 < |z| < r0 ϑα

ανήκουν επίσης στην ROC.

Ιδιότητα 6: Αν x[n] είναι αµφίπλευρο σήµα και αν ο κύκλος |z| = r0 ανήκει

στην ROC, τότε η ROC ϑα είναι ένας κυκλικός δακτύλιος στο z- επίπεδο

που περιέχει τον κύκλο |z| = r0.
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Ιδιότητα 4: Αν x[n] είναι σήµα δεξιάς πλευράς και αν ο κύκλος |z| = r0

ανήκει στην ROC, τότε όλες τις πεπερασµένες τιµές του z για τις οποίες
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στην ROC, τότε η ROC ϑα είναι ένας κυκλικός δακτύλιος στο z- επίπεδο

που περιέχει τον κύκλο |z| = r0.
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Ευθύς µετασχηµατισµός Z

Σύνοψη ιδιοτήτων περιοχής σύγκλισης µετασχηµατισµού Z (3)

Ιδιότητα 7: Αν ο µετασχηµατισµός Z , X(z), του σήµατος x[n] είναι ϱητή

συνάρτηση του z, τότε η ROC του ϕράσσεται από τους πόλους ή

εκτείνεται ως το άπειρο.

Ιδιότητα 8: Αν ο µετασχηµατισµός Z , X(z), ενός σήµατος δεξιάς πλευράς

x[n] είναι ϱητή συνάρτηση του z, τότε η ROC του µετασχηµατισµού είναι η

περιοχή του z- επιπέδου έξω από τον πιό αποµακρυσµένο πόλο, δηλαδή

εκτός του κύκλου ακτίνας ίσης µε το µεγαλύτερο µέτρο των πόλων του

X(z). Επιπλέον αν το x[n] είναι αιτιατό, τότε η ROC περιέχει και το z =∞.

Ιδιότητα 9: Αν ο µετασχηµατισµός Z , X(z), ενός σήµατος αριστερής

πλευράς x[n] είναι ϱητή συνάρτηση του z, τότε η ROC του

µετασχηµατισµού είναι η περιοχή του z- επιπέδου στο εσωτερικό του

κύκλου ακτίνας ίσης µε τη µικρότερο µη-µηδενικό µέτρο των πόλων του

X(z) συµπεριλαµβάνοντας ενδεχοµένως και το z = 0 (όπως στην

περίπτωση ανταιτιατών σηµάτων).
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Αντίστροφος µετασχηµατισµός Z

Εξαγωγή (1)

Ο αντίστροφος µετασχηµατισµός Z υπολογίζεται από

1 πίνακες γνωστών µετασχηµατισµών

2 τις ιδιότητες του µετασχηµατισµού, όπως και για τους άλλους

µετασχηµατισµούς, λ.χ. Fourier, Laplace

3 την εξίσωση ορισµού, όµως τότε απαιτείται µιγαδική ολοκλήρωση.

΄Εστω C κλειστή καµπύλη εντός της περιοχής σύγκλισης του X(z), η οποία

περικλείει και την αρχή των αξόνων. Ας ξεκινήσουµε υπολογίζοντας το

ολοκλήρωµα ∮
C

z
k−1

X(z) dz =

∮
C

+∞∑
n=−∞

x[n] z
−n+k−1

dz. (10)

Εναλλάσουµε την άθροιση και την ολοκλήρωση στο δεξί µέρος της (10):∮
C

z
k−1

X(z)dz =
+∞∑

n=−∞
x[n]

∮
C

z
−n+k−1

dz. (11)
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Αντίστροφος µετασχηµατισµός Z

Εξαγωγή (2)

Αν χρησιµοποιήσουµε το ϑεώρηµα για το ολοκλήρωµα Cauchy:

1

2πj

∮
C

z
k−1

dz =

{
1 k = 0

0 k 6= 0
(12)

και ϑέσουµε n = k στην (11), τότε∮
C

X(z) z
k−1

dz = 2π j x[k]. (13)

∆ηλαδή, ο αντίστροφος µετασχηµατισµός Z ορίζεται ως

x[n]
∆
= 1

2πj

∮
C

X(z) z
n−1

dz.

Επιλέγουµε µια από τις εξής µεθόδους :

1 Χρήση ϑεωρήµατος υπολοίπων

2 Ανάλυση σε άθροισµα µερικών κλασµάτων

3 ∆ιαίρεση πολυωνύµων

4 Επέκταση σε δυναµοσειρά.
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dz =

{
1 k = 0

0 k 6= 0
(12)

και ϑέσουµε n = k στην (11), τότε∮
C

X(z) z
k−1

dz = 2π j x[k]. (13)

∆ηλαδή, ο αντίστροφος µετασχηµατισµός Z ορίζεται ως

x[n]
∆
= 1

2πj

∮
C

X(z) z
n−1

dz.

Επιλέγουµε µια από τις εξής µεθόδους :

1 Χρήση ϑεωρήµατος υπολοίπων

2 Ανάλυση σε άθροισµα µερικών κλασµάτων

3 ∆ιαίρεση πολυωνύµων

4 Επέκταση σε δυναµοσειρά.
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Αντίστροφος µετασχηµατισµός Z

Χρήση ϑεωρήµατος υπολοίπων

Μπορούµε να γράψουµε ότι

x[n] =
∑ [

υπόλοιπα (residuals) της X(z)z
n−1 στους πόλους

που ϐρίσκονται στο εσωτερικό της τροχιάς C.

]
(14)

Αν

X(z) z
n−1 =

A(z)

(z − z0)s
(15)

όπου A(z) δεν έχει ϱίζες στο z = z0,

τότε το υπόλοιπο της X(z)z
n−1 για z = z0 ορίζεται ως

Res
[

X(z) z
n−1

]
z=z0

=
1

(s − 1)!

d
s−1

A(z)

dzs−1

∣∣∣∣
z=z0

. (16)
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Αντίστροφος µετασχηµατισµός Z

Παράδειγµα 8.2 (1)

΄Εστω

X(z) =
1

1− αz−1
, |z| > |α|

τότε

X(z)z
n−1 =

z
n−1

1− αz−1
=

z
n

z − α
. (17)

n > 0: Εκλέγεται ως C κύκλος ακτίνας µεγαλύτερης του |α|, ο οποίος

περιβάλλει τον πόλο z = α. ΄Αρα

x[n] = Res
[
X(z)z

n−1
]

z=α
=

1

0 !
z

n|z=α = αn. (18)

n < 0: Υπάρχει πολλαπλός πόλος στο 0. Για να ϐρούµε το υπόλοιπο στο

µηδέν επιλέγεται

A(z) =
1

z − α
(19)
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Αντίστροφος µετασχηµατισµός Z

Παράδειγµα 8.2 (2)

οπότε

X(z) z
n−1 =

1

z−n(z − α)
. (20)

Οι πόλοι της (20) είναι {
z = 0 τάξης m = −n

z = a 1ης τάξης.
(21)

Τα υπόλοιπα της (20) για z = 0 δίνονται από την

Res

[
1

z−n(z − α)

]
z=0

=
1

(m− 1)!

d
m−1

dzm−1

[
1

z − α

]∣∣∣∣∣
z=0

. (22)
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Αντίστροφος µετασχηµατισµός Z

Παράδειγµα 8.2 (3)

Ας αναλύσουµε την περίπτωση n = −1. Με ϐάση την (20) ϑα έχουµε

X(z)z
n−1 |n=−1 =

z
−1

z − α
=

1

z(z − α)
(23)

οπότε δυνάµει της (22) για m = −n = 1

Res

[
1

z (z − α)

]
z=0

=
1

0!

[
1

z − α

]
z=0

= −α−1. (24)

Το υπόλοιπο στο z = α είναι :

Res

[
1

z (z − α)

]
z=α

=
1

0!

[
1

z

]
z=α

= α−1. (25)

άρα x[n] = −α−1 + α−1 = 0. Το ίδιο ϑα ισχύει για n = −2,−3, . . .
Συνεπώς, για γενικό n, x[n] = αn

u[n].
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Αντίστροφος µετασχηµατισµός Z

Μέθοδος ανάπτυξης σε µερικά κλάσµατα (1)

Αναλύουµε το µετασχηµατισµό X(z) σε

X(z) =
N(z)

D(z)
(26)

όπου ο ϐαθµός του πολυωνύµου N(z) είναι µικρότερος του ϐαθµού του

πολυωνύµου D(z).

Τότε για απλούς πόλους

X(z) =
N∑

k=1

Ak

z − zk

(27)

όπου zk είναι οι πόλοι της X(z)

και τα Ak είναι τα υπόλοιπα στους πόλους

Ak = (z − zk) X(z) |z=zk
. (28)
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Αντίστροφος µετασχηµατισµός Z

Μέθοδος ανάπτυξης σε µερικά κλάσµατα (2)

Αν ο ϐαθµός του πολυωνύµου N(z) είναι µεγαλύτερος ή ίσος από το

ϐαθµό του D(z) και m = ϐαθµός {N(z)}− ϐαθµός {D(z)}, τότε

εκτελούµε τη διαίρεση και έχουµε :

X(z) = Bmz
m + Bm−1z

m−1 + · · ·+ B1z
1 + B0 +

N∑
k=1

Ak

z − zk

(29)

Αν ο X(z) έχει πολλαπλό πόλο τάξης s στο zi τότε :

X(z) = Bmz
m+Bm−1z

m−1+· · ·+B1z+B0+
N∑

k=1

Ak

z − zk

+
s∑

l=1

Cl

(z − zi)l
(30)

µε

Cl =
1

(s − l)!

d
s−l

dzs−l
[z − zi ]

s
X(z)

∣∣∣∣
z=zi

, l = 1, 2, . . . , s. (31)
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Αν ο ϐαθµός του πολυωνύµου N(z) είναι µεγαλύτερος ή ίσος από το

ϐαθµό του D(z) και m = ϐαθµός {N(z)}− ϐαθµός {D(z)}, τότε

εκτελούµε τη διαίρεση και έχουµε :

X(z) = Bmz
m + Bm−1z

m−1 + · · ·+ B1z
1 + B0 +

N∑
k=1

Ak

z − zk

(29)

Αν ο X(z) έχει πολλαπλό πόλο τάξης s στο zi τότε :

X(z) = Bmz
m+Bm−1z

m−1+· · ·+B1z+B0+
N∑

k=1

Ak

z − zk

+
s∑

l=1

Cl

(z − zi)l
(30)

µε

Cl =
1

(s − l)!

d
s−l

dzs−l
[z − zi ]

s
X(z)

∣∣∣∣
z=zi

, l = 1, 2, . . . , s. (31)
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Αντίστροφος µετασχηµατισµός Z

Παράδειγµα 8.3 (1)

΄Εστω x[n] ακολουθία δεξιάς πλευράς x[n] µε µετασχηµατισµό Z που

δίνεται από την

X(z) =
z

2

(z − α) (z − b)
=

z
2

z2 − (α + b)z + αb
. (32)

Για να ϐρούµε την ακολουθία x[n] παρατηρούµε ότι

X(z)

z
=

z

z2 − (α + b)z + αb
=

A1

z − α
+

A2

z − b
(33)

όπου

A1 =
(z − α)z

(z − α)(z − b)

∣∣∣∣
z=α

=
z

(z − b)

∣∣∣∣
z=α

=
α

α− b
(34)

A2 =
(z − b)z

(z − α)(z − b)

∣∣∣∣
z=b

=
b

b − α
. (35)
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Αντίστροφος µετασχηµατισµός Z
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Αντίστροφος µετασχηµατισµός Z

Παράδειγµα 8.3 (2)

Συνεπώς

X(z)

z
= (

α

α− b
)

1

z − α
+ (

b

b − α
)

1

z − b
. (36)

Εποµένως

X(z) = (
α

α− b
)

z

z − α
+ (

b

b − α
)

z

z − b
(37)

Z−1

←→ x[n] = (
α

α− b
)αn

u[n] + (
b

b − α
) b

n
u[n]. (38)
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Αντίστροφος µετασχηµατισµός Z

Παράδειγµα 8.3 (2)
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z
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b
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z
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α
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)αn
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b
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) b

n
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Αντίστροφος µετασχηµατισµός Z

Μέθοδος συνεχούς διαίρεσης

Επιδιώκεται να γραφεί ο X(z) σε άθροισµα σειράς δυνάµεων του z. Τότε η

ακολουθία x[n] δίνεται από τους συντελεστές της σειράς.
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Αντίστροφος µετασχηµατισµός Z

Παράδειγµα 8.4

∆ίνεται ότι

X(z) =
3− 5

2
z
−1

1− 3

2
z−1 + 1

2
z−2

=
3z

2 − 5

2
z

z2 − 3

2
z + 1

2

. (39)

Εκτελούµε τη διαίρεση :

3z
2 − 5

2
z z

2 − 3

2
z + 1

2

−3z
2 + 9

2
z − 3

2
3 + 4

2
z
−1 + 6

4
z
−2 κ.ο.κ

4

2
z − 3

2

− 4

2
z + 12

4
− 4

4
z
−1

+ 6

4
− z
−1

− 6

4
− 18

8
z
−1 − 6

8
z
−2
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Αντίστροφος µετασχηµατισµός Z

Επέκταση σε δυναµοσειρά

Εφαρµόζεται µόνο στα αιτιατά σήµατα. Με τη µέθοδο αυτή αναπτύσσουµε

τον X(z) σε δυναµοσειρά, όπως η σειρά Taylor, οπότε η ακολουθία x[n]
ϑα δίνεται από τους συντελεστές των δυνάµεων του z

−1:

X(z) =
p0 + p1 z

−1 + · · ·+ pn z
−n

q0 + q1 z−1 + · · ·+ qn z−n
=
∞∑

n=0

x[n] z
−n. (40)

Από τα εκ ταυτότητας ίσα πολυώνυµα έχουµε :

p0 = q0x[0]
p1 = q0x[1] + q1x[0]
...

pn = q0x[n] + q1x[n− 1] + · · ·+ qnx[0]

(41)

οπότε αρκεί να επιλυθεί το κάτω τριγωνικό σύστηµα (41) ως προς x[0],

x[1], . . . , x[n].
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Ιδιότητες του µετασχηµατισµού Z

Γραµµικότητα

Αν x[n]
Z←→ X(z) µε ROC: RX− < |z| < RX+ και y[n]

Z←→ Y (z) µε ROC:

RY− < |z| < RY + , τότε

Ax[n] + By[n]
Z←→ AX(z) + BY (z), µε ROC: RZ− < |z| < RZ+ (42)

όπου η περιοχή σύγκλισης RZ− < |z| < RZ+ είναι τουλάχιστον η τοµή των

επιµέρους περιοχών σύγκλισης.
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Ιδιότητες του µετασχηµατισµού Z

Πολλαπλασιασµός µε εκθετική ακολουθία

Αν x[n]
Z←→ X(z) µε ROC: RX− < |z| < RX+ , τότε

αn
x[n]

Z←→ X(α−1
z), µε ROC: |α|R−1

X
< |z| < |α|RX+ (43)

όπου α πραγµατικός ή µιγαδικός. Αν ο X(z) έχει πόλο στο z = z1, τότε ο

X(α−1
z) ϑα έχει πόλο στο z = αz1. Το ίδιο ισχύει για τα µηδενικά του X(z). Αν

α είναι πραγµατικός γίνεται µετατόπιση των πόλων και των µηδενικών κατά

µήκος ακτίνων στο z-επίπεδο. Αν α είναι µιγαδικός, τότε γίνεται και περιστροφή.
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Ιδιότητες του µετασχηµατισµού Z

∆ιαφόριση του X(z)

Αν x[n]
Z←→ X(z) µε ROC: RX− < |z| < RX+ , τότε

nx[n]
Z←→ −z

dX(z)

dz
, µε ROC: RX− < |z| < RX+ . (44)
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Ιδιότητες του µετασχηµατισµού Z

Μετασχηµατισµός συζυγούς ακολουθίας

Αν x[n]
Z←→ X(z) µε ROC: RX− < |z| < RX+ , τότε

x
∗[n]

Z←→ X
∗(z
∗), µε ROC: RX− < |z| < RX+ . (45)
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Ιδιότητες του µετασχηµατισµού Z

Θεώρηµα αρχικής τιµής

Αν x[n] = 0 για n < 0, τότε

x(0) = lim
z→∞

X(z). (46)
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Ιδιότητες του µετασχηµατισµού Z

Συνέλιξη ακολουθιών

Αν x[n]
Z←→ X(z) µε ROC: R1 = RX− < |z| < RX+ και y[n]

Z←→ Y (z) µε ROC:

R2 = RY− < |z| < RY + , τότε

[x ∗ y](n)
Z←→ X(z) Y (z), µε ROC που περιέχει την R1 ∩ R2. (47)

Αν ένας πόλος της µιας ακολουθίας ακυρώνεται από µηδενικό της άλλης, τότε

η περιοχή σύγκλισης της X(z) Y (z) είναι µεγαλύτερη.
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Ιδιότητες του µετασχηµατισµού Z

Μετατόπιση ακολουθίας

Αυτή η ιδιότητα είναι µεγάλης σηµασίας για την ανάλυση γραµµικών

συστηµάτων. ΄Εστω x[n]
Z←→ X(z). Με καθυστέρηση της ακολουθίας κατά

n0 δείγµατα, όπου n0 > 0, προκύπτει η x[n− n0]. Αν η x[n] είναι αιτιατή,

δηλαδή x[n] = 0 για n < 0, τότε x[n− n0] = 0 για n < n0.

΄Αρα

Z
{

x[n−n0]

}
=

+∞∑
n=n0

x[n−n0] z
−n n−n0=m

=
+∞∑
m=0

x[m] z
−m−n0 = z

−n0
X(z).

(48)

Η περιοχή σύγκλισης του µετασχηµατισµού Z της µετατοπισµένης

ακολουθίας είναι η περιοχή σύγκλισης του µετασχηµατισµού Z της αρχικής

ακολουθίας µε πιθανή προσθήκη ή απαλοιφή της αρχής ή του απείρου. Η

(48) ισχύει όχι µόνο για αιτιατές ακολουθίες, αλλά για οποιαδήποτε

ακολουθία.
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Ιδιότητες του µετασχηµατισµού Z

Μετατόπιση ακολουθίας - Μονόπλευρος µετασχηµατισµός Z (1)

Σηµειώνονται ορισµένες διαφορές στο µονόπλευρο µετασχηµατισµό UZ
ακολουθιών, όπως και στο µονόπλευρο µετασχηµατισµό Laplace. Πράγµατι·

Αν x[n] είναι αιτιατή ακολουθία, τότε ισχύει η (48).

Αν η x[n] είναι ακολουθία δεξιάς πλευράς, τότε ο µονόπλευρος

µετασχηµατισµός Z της µετατοπισµένης ακολουθίας δίνεται από την

UZ
{

x[n− n0]

}
=

+∞∑
n=0

x[n− n0] z
−n =

+∞∑
n=−n0

x[n] z
−n0

z
−n

= z
−n0

[ +∞∑
m=0

x[m] z
−m +

−1∑
m=−n0

x[m] z
−m

]

= z
−n0

[
X (z) +

−1∑
m=−n0

x[m]z−m

︸ ︷︷ ︸
αρχικές συνθήκες

]
. (49)
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Ιδιότητες του µετασχηµατισµού Z
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Ιδιότητες του µετασχηµατισµού Z

Μετατόπιση ακολουθίας - Μονόπλευρος µετασχηµατισµός Z (2)

Αν η µετατοπισµένη ακολουθία είναι της µορφής x[n + n0], τότε ο

µονόπλευρος µετασχηµατισµός Z για ακολουθία δεξιάς πλευράς είναι

UZ
{

x[n + n0]

}
= z

n0

[
X (z)−

n0−1∑
m=0

x[m] z
−m

]
. (50)

Ιδιότητες του δίπλευρου µετασχηµατισµού Z
Ιδιότητες του µονόπλευρου µετασχηµατισµού Z
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Μετασχηµατισµοί Z µερικών χαρακτηριστικών σηµάτων

Μετασχηµατισµοί Z µερικών χαρακτηριστικών σηµάτων (1)

Για την ακολουθία a
n

u[n] ο µετασχηµατισµός Z είναι

Z
{
αn

u[n]

}
=

z

z − α
, |z| > |α|. (51)

Για το σήµα µοναδιαίου δείγµατος δ[n] ο µετασχηµατισµός Z είναι :

Z
{
δ[n]

}
= 1. (52)

Για το σήµα µετατοπισµένου µοναδιαίου δείγµατος δ[n− k] ο

µετασχηµατισµός Z είναι :

Z
{
δ[n− k]

}
= z
−k . (53)
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Μετασχηµατισµοί Z µερικών χαρακτηριστικών σηµάτων (2)

Για το σήµα u[n] ο µετασχηµατισµός Z είναι :

Z
{

u[n]

}
=

z

z − 1
, |z| > 1 (54)

Ισχύει

X(z) =
+∞∑
n=0

z
−n =

+∞∑
n=0

1

zn
. (55)

΄Οµως το άθροισµα (55) είναι γεωµετρική πρόοδος µε λόγο
1

z
. ΄Ετσι, αν

|z−1| < 1, τότε

X(z) =
z

z − 1
, |z| > 1. (56)

Συνήθη Ϲεύγη µετασχηµατισµών Z
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Σχέσεις µετασχηµατισµών Z , Laplace και Fourier

Γενικά (1)

Ο µετασχηµατισµός Laplace αποτελεί επέκταση του µετασχηµατισµού

Fourier στην περίπτωση σηµάτων συνεχούς χρόνου.

Ο µετασχηµατισµός Fourier ∆.Χ. (FT − DT ) δίνεται από τις σχέσεις

(ευθύς και αντίστροφος):

X(Ω) = X(e
jΩ) =

+∞∑
n=−∞

x[n] e
−jΩn

(57)

x[n] =
1

2π

∫
2π

X(Ω) e
jΩn

dΩ (58)

και είναι περιοδική συνάρτηση της συνεχούς µεταβλητής Ω µε περίοδο 2π,

ενώ η απόσταση των δειγµάτων είναι ∆T = 1.
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Σχέσεις µετασχηµατισµών Z , Laplace και Fourier

Γενικά (2)

Αν ∆T 6= 1

X(e
jΩ∆T ) =

+∞∑
n=−∞

x(n∆T) e
−jΩn∆T

(59)

x(n∆T) =
1

2π

∫
2π
∆T

X(e
jΩ∆T ) e

jΩn∆T
dΩ (60)

η περίοδος τότε είναι

Ω
′
p

=
2π

∆T
ενώ η συχνότητα F = 1

∆T
. (61)

Σε κάθε περίπτωση, ο αριθµός των δειγµάτων x(n∆T) είναι

πεπερασµένος ή άπειρος.
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Σχέσεις µετασχηµατισµών Z , Laplace και Fourier

Γενικά (3)

Στην πράξη όµως υπολογίζουµε δείγµατα του µετασχηµατισµού Fourier ∆.Χ.,

δηλαδή το διακριτό µετασχηµατισµό Fourier (DFT) της ακολουθίας σε

πεπερασµένο αριθµό δειγµάτων µε τη χρήση των αλγορίθµων FFT, ανεξάρτητα

αν η ακολουθία είναι πεπερασµένη ή όχι. Κατά συνέπεια στον υπολογισµό των

δειγµάτων του DFT εισάγονται δύο είδη σφαλµάτων :

σφάλµα επικάλυψης: το οποίο

1 είναι πιο έντονο στις υψηλές συχνότητες

2 µειώνεται αυξάνοντας τον αριθµό των δειγµάτων N ή ισοδύναµα µειώνοντας

το ϐήµα δειγµατοληψίας ∆T αν ∆T = T

N
και T κρατιέται σταθερό.

σφάλµα αποκοπής: όταν το σήµα διακριτού χρόνου δεν είναι

χρονοπερατό, οπότε πρέπει να πολλαπλασιαστεί µ᾿ ένα παράθυρο στο

πεδίο του χρόνου που ϑα περιορίσει τον αριθµό των δειγµάτων. Αν x[n]
προκύπτει από δειγµατοληψία χρονοπερατού σήµατος x(t) διάρκειας T ,

τότε ∆T = T

N
= 1

fs
, όπου fs είναι η συχνότητα δειγµατοληψίας και το

σφάλµα αποκοπής είναι µηδέν.
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Σχέσεις µετασχηµατισµών Z , Laplace και Fourier

Σχέση µετασχηµατισµού Z και µετασχηµατισµού Fourier ∆.Χ.

Αν στην περιοχή σύγκλισης του µετασχηµατισµού Z ϐρίσκεται ο µοναδιαίος

κύκλος, τότε µπορούµε να µεταβούµε από το µετασχηµατισµό Z στον

µετασχηµατισµό Fourier ∆.Χ. της ακολουθίας µε αντικατάσταση z = e
jΩ, δηλαδή

X(Ω) = X(e
jΩ) = X(z)|

z=ejΩ =
+∞∑

n=−∞
x[n] e

−jΩn
(62)
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Σχέσεις µετασχηµατισµών Z , Laplace και Fourier

Σχέση µετασχηµατισµών Z και Laplace (1)

΄Οταν είναι γνωστός ο µετασχηµατισµός Z µιας ακολουθίας x[n]
µπορούµε να µεταβούµε στο µετασχηµατισµό Laplace της ακολουθίας µε

αντικατάσταση z = e
s :

X(s) = X(z)|z=es =
+∞∑

n=−∞
x[n] e

−sn
(63)

Γενικότερα όταν ∆T 6= 1 ο µετασχηµατισµός Laplace ακολουθίας

δειγµάτων είναι περιοδική συνάρτηση µε περίοδο ωs = 2π
∆T

στο

ϕανταστικό άξοναα΄, επειδή

X(s + j
2π

∆T
) =

+∞∑
n=−∞

x[n] e
−sn∆T

e
−j2πn = X(s). (64)

α΄
καταχρηστικά λέµε περιοδική συνάρτηση µε περίοδο j ωs = j

2π
T
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Σχέσεις µετασχηµατισµών Z , Laplace και Fourier

Αν µας εδιαφέρει ο µετασχηµατισµός Z , τότε µια µετάβαση από το s- επίπεδο

στο z- επίπεδο είναι η απεικόνιση :

z = e
s∆T = e

(jω+σ) ∆T = e
σ∆T︸ ︷︷ ︸
|z|

e
jω∆T

(65)

Μετάβαση από το µετασχηµατισµό Laplace (α) στο µετασχηµατισµό Z
(ϐ).
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Σχέσεις µετασχηµατισµών Z , Laplace και Fourier

Σχέση µετασχηµατισµών Z και Laplace (2)

Παρατηρούµε πως η αντικατάσταση e
s∆T = z απεικονίζει κάθε λωρίδα

εύρους ωs ως προς Im{s} του s- επιπέδου σ᾿ όλο το z- επίπεδο (δηλαδή,

είναι µια πλειότιµη απεικόνιση). Για να καταστήσουµε την απεικόνιση

µονότιµη, δεχόµαστε την απεικόνιση µόνο της λωρίδας για ω ∈ [−ωs

2
, ωs

2
)

στο z- επίπεδο.

Από την (65) προκύπτει

|z|


< 1 αν σ < 0

= 1 αν σ = 0

> 1 αν σ > 0,

(66)
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Σχέσεις µετασχηµατισµών Z , Laplace και Fourier

Σχέση µετασχηµατισµών Z και Laplace (2)
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µονότιµη, δεχόµαστε την απεικόνιση µόνο της λωρίδας για ω ∈ [−ωs

2
, ωs

2
)
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|z|


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= 1 αν σ = 0

> 1 αν σ > 0,

(66)
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Σχέσεις µετασχηµατισµών Z , Laplace και Fourier

Σχέση µετασχηµατισµών Z και Laplace (3)

1 Το αριστερό s- ηµιεπίπεδο απεικονίζεται εντός του µοναδιαίου κύκλου.

2 Ο ϕανταστικός άξονας του s-επιπέδου (jω άξονας) απεικονίζεται στο

µοναδιαίο κύκλο (µετασχηµατισµός Fourier ∆.Χ.)

3 Το δεξί s- ηµιεπίπεδο απεικονίζεται εξωτερικά του µοναδιαίου κύκλου στο z-

επίπεδο.

4 Γραµµές παράλληλες προς το ϕανταστικό άξονα του s-επιπέδου

απεικονίζονται σε οµόκεντρους κύκλους µε ακτίνα |z| = e
σ∆T .

5 Γραµµές παράλληλες προς τον πραγµατικό άξονα του s επιπέδου (σ
άξονα) απεικονίζονται στο z- επίπεδο σε ακτίνες µε γωνία arg z = ω∆T .

6 Αν s → 0, τότε z → 1. ∆ηλαδή, η αρχή των αξόνων στο s- επίπεδο

απεικονίζεται στο z = 1 στο z- επίπεδο.

7 Αν ω µεταβάλλεται από
−ωs

2
σε

ωs

2
, τότε arg z = ω∆T µεταβάλλεται από

−π ως π.
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Ανάλυση και χαρακτηρισµός γραµµικών χρονοαµετάβλητων

συστηµάτων χρησιµοποιώντας το µετασχηµατισµό Z

Συνάρτηση συστήµατος

Από την ιδιότητα της συνέλιξης συνάγουµε ότι ο µετασχηµατισµός Z της

εξόδου y[n] προκύπτει ως

Y (z) = H(z) X(z) (67)

όπου X(z) είναι ο µετασχηµατισµός Z της εισόδου x[n] και H(z) είναι ο

µετασχηµατισµός Z της κρουστικής απόκρισης h[n], ο οποίος ονοµάζεται

συνάρτηση συστήµατος (system function) ή συνάρτηση µεταφοράς

(transfer function).

Για z = e
jΩ, η συνάρτηση συστήµατος εκφυλίζεται στην απόκριση

συχνότητας, εφόσον ϐέβαια ο µοναδιαίος κύκλος ανήκει στην περιοχή

σύγκλισης του X(z). Στο Κεφάλαιο 8 είδαµε ότι η συνάρτηση συστήµατος

H(z) ήταν η ιδιοτιµή του συστήµατος που αντιστοιχεί στην ιδιοσυνάρτηση z
n.
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Ανάλυση και χαρακτηρισµός γραµµικών χρονοαµετάβλητων

συστηµάτων χρησιµοποιώντας το µετασχηµατισµό Z

Ιδιότητες της συνάρτησης συστήµατος

Ιδιότητα 1: ΄Ενα Γ.Χ.Α. σύστηµα ∆.Χ. είναι αιτιατό εάν και µόνο εάν η ROC
του H(z) είναι το εξωτερικό ενός κυκλικού δίσκου συµπεριλαµβάνοντας και

το z =∞.

Ιδιότητα 2: ΄Ενα Γ.Χ.Α. σύστηµα ∆.Χ. µε ϱητή συνάρτηση συστήµατος είναι

αιτιατό εάν και µόνο εάν (α) η ROC είναι το εξωτερικό ενός κύκλου έξω

από τον πιο αποµακρυσµένο πόλο και (ϐ) µε το H(z) εκφρασµένο ως λόγο

δύο πολυωνύµων του z, η τάξη του πολυωνύµου του αριθµητή δεν

υπερβαίνει την τάξη του πολυωνύµου του παρονοµαστή.

Ιδιότητα 3: ΄Ενα Γ.Χ.Α. σύστηµα ∆.Χ. είναι ευσταθές εάν και µόνο εάν η

ROC του H(z) περιέχει το µοναδιαίο κύκλο |z| = 1.

Ιδιότητα 4: ΄Ενα Γ.Χ.Α. σύστηµα ∆.Χ. µε ϱητή συνάρτηση συστήµατος είναι

ευσταθές εάν και µόνο εάν όλοι οι πόλοι της συνάρτησης συστήµατος

H(z) κείνται στο εσωτερικό του µοναδιαίου κύκλου, δηλαδή έχουν µέτρο

µικρότερο της µονάδας.
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Ανάλυση και χαρακτηρισµός γραµµικών χρονοαµετάβλητων

συστηµάτων χρησιµοποιώντας το µετασχηµατισµό Z

Γεωµετρικός υπολογισµός του µετασχηµατισµού Fourier ∆.Χ. από το

διάγραµµα πόλων-µηδενικών

Κατ΄ αναλογία προς το µετασχηµατισµό Laplace που επιτρέπει το

γεωµετρικό υπολογισµό του µετασχηµατισµού Fourier συνεχούς χρόνου

από το διάγραµµα πόλων-µηδενικών, ο µετασχηµατισµός Fourier ∆.Χ.

µπορεί να υπολογιστεί γεωµετρικώς ϑεωρώντας τα διανύσµατα πόλων και

µηδενικών στο z- επίπεδο.

Ωστόσο επειδή στην περίπτωση αυτή η ϱητή συνάρτηση πρόκειται να

υπολογιστεί πάνω στο µοναδιαίο κύκλο z=1, ϑεωρούµε τα διανύσµατα που

άγονται από τους πόλους και τα µηδενικά και καταλήγουν σ΄ ένα σηµείο επί

του µοναδιαίου κύκλου αντί του ϕανταστικού άξονα του s-επιπέδου.

ΜετασχηµατισµόςZ 47/51



Ανάλυση και χαρακτηρισµός γραµµικών χρονοαµετάβλητων

συστηµάτων χρησιµοποιώντας το µετασχηµατισµό Z

Γεωµετρικός υπολογισµός του µετασχηµατισµού Fourier ∆.Χ. από το

διάγραµµα πόλων-µηδενικών

Κατ΄ αναλογία προς το µετασχηµατισµό Laplace που επιτρέπει το

γεωµετρικό υπολογισµό του µετασχηµατισµού Fourier συνεχούς χρόνου

από το διάγραµµα πόλων-µηδενικών, ο µετασχηµατισµός Fourier ∆.Χ.

µπορεί να υπολογιστεί γεωµετρικώς ϑεωρώντας τα διανύσµατα πόλων και

µηδενικών στο z- επίπεδο.

Ωστόσο επειδή στην περίπτωση αυτή η ϱητή συνάρτηση πρόκειται να

υπολογιστεί πάνω στο µοναδιαίο κύκλο z=1, ϑεωρούµε τα διανύσµατα που

άγονται από τους πόλους και τα µηδενικά και καταλήγουν σ΄ ένα σηµείο επί

του µοναδιαίου κύκλου αντί του ϕανταστικού άξονα του s-επιπέδου.

ΜετασχηµατισµόςZ 47/51



Ανάλυση και χαρακτηρισµός γραµµικών χρονοαµετάβλητων

συστηµάτων χρησιµοποιώντας το µετασχηµατισµό Z
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΄Εστω πρωτοβάθµιο αιτιατό Γ.Χ.Α. σύστηµα ∆.Χ. µε κρουστική απόκριση

h[n] = a
n

u[n]. Από το Παράδειγµα 8.1 γνωρίζουµε ότι

H(z) =
1

1− a z−1
=

z

z − a
, |z| > |a|. (68)

Για |a| < 1 η ROC συµπεριλαµβάνει το µοναδιαίο κύκλο και εποµένως ο

µετασχηµατισµός Fourier ∆.Χ. της κρουστικής απόκρισης συγκλίνει και

ισούται µε H(z) για z = e
j Ω, οπότε η απόκριση συχνότητας δίνεται από την

H(e
j Ω) =

1

1− a e−j Ω
. (69)
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Ανάλυση και χαρακτηρισµός γραµµικών χρονοαµετάβλητων

συστηµάτων χρησιµοποιώντας το µετασχηµατισµό Z

Παράδειγµα 8.5 (2)
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συστηµάτων χρησιµοποιώντας το µετασχηµατισµό Z

Παράδειγµα 8.5 (3)

Στο διάγραµµα πόλων-µηδενικών της H(z) συµπεριλαµβάνονται τα

διανύσµατα από τον πόλο στο z = a και το µηδενικό στο z = 0 προς ένα

σηµείο σε γωνία Ω επί του µοναδιαίου κύκλου.

Το µέτρο της απόκρισης συχνότητας στη συχνότητα Ω είναι ο λόγος του

µήκους του διανύσµατος v1 προς το µήκος του διανύσµατος v2.

Η ϕάση της απόκρισης συχνότητας είναι η γωνία του διανύσµατος v1 ως

προς τον πραγµατικό άξονα µείον τη γωνία του διανύσµατος v2.

Προφανώς το µήκος του διανύσµατος v1 είναι µοναδιαίο για κάθε Ω. Η

γωνία του διανύσµατος v1 ως προς τον οριζόντιο άξονα είναι Ω.

Μέτρο της απόκρισης συχνότητας για a = 0.4 και a = 0.9.

Φάση της απόκρισης συχνότητας για a = 0.4 και a = 0.9.
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Παράδειγµα 8.5 (4)

Για 0 < a < 1, το διάνυσµα που άγεται από τον πόλο έχει το µικρότερο

µήκος για Ω = 0, ενώ το µήκος του αυξάνεται µονότονα καθώς Ω
µεταβάλλεται από το 0 προς το π. Κατά συνέπεια το µέτρο της απόκρισης

συχνότητας ϑα µεγιστοποιείται για Ω = 0 και ϑα ϕθίνει µονότονα καθώς το

Ω αυξάνει από το 0 προς το π.

Η γωνία του διανύσµατος που άγεται από τον πόλο ξεκινά από το 0 και

αυξάνεται µονότονα καθώς το ο Ω αυξάνει από το 0 προς το π.

Το µέτρο της παραµέτρου a παίζει ϱόλο παραπλήσιο προς την σταθερά

χρόνου τ του πρωτοβάθµιου Γ.Χ.Α. συστήµατος Σ.Χ. Παρατηρούµε ότι το

µέτρο στην κορυφή της απόκρισης συχνότητας (δηλαδή για Ω = 0)

ελαττώνεται καθώς το |a| ϕθίνει προς το µηδέν.

Μπορεί να δειχθεί ότι καθώς το |a| ϕθίνει προς το µηδέν, τότε η κρουστική

απόκριση αποσβέννυται πιό απότοµα και η ϐηµατική απόκριση τείνει προς

τη µονάδα πιό γρήγορα.
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