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Αριστοτέλειο
Πανεπιστήµιο
Θεσσαλονίκης

Αναλυτική Φωτογραµµετρία

Τµήµα Αγρονόµων & Τοπογράφων Μηχανικών

• Το παρόν εκπαιδευτικό υλικό υπόκειται σε

άδειες χρήσης Creative Commons. 

• Για εκπαιδευτικό υλικό, όπως εικόνες, που 

υπόκειται σε άλλου τύπου άδειας χρήσης, η 

άδεια χρήσης αναφέρεται ρητώς. 

Άδειες Χρήσης
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Τµήµα Αγρονόµων & Τοπογράφων Μηχανικών

• Το παρόν εκπαιδευτικό υλικό έχει αναπτυχθεί στα πλαίσια 
του εκπαιδευτικού έργου του διδάσκοντα.

• Το έργο «Ανοικτά Ακαδημαϊκά Μαθήματα στο 
Αριστοτέλειο Πανεπιστήμιο Θεσσαλονίκης» έχει 
χρηματοδοτήσει μόνο τη αναδιαμόρφωση του 
εκπαιδευτικού υλικού. 

• Το έργο υλοποιείται στο πλαίσιο του Επιχειρησιακού 
Προγράμματος «Εκπαίδευση και Δια Βίου Μάθηση» και 
συγχρηματοδοτείται από την Ευρωπαϊκή Ένωση 
(Ευρωπαϊκό Κοινωνικό Ταμείο) και από εθνικούς πόρους.

Χρηματοδότηση
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Μαθηματικά μοντέλα 

Συγγραμμικότητας και 

Συνεπιπεδότητας
Ενότητα 4



Αριστοτέλειο
Πανεπιστήµιο
Θεσσαλονίκης

Αναλυτική Φωτογραµµετρία

Τµήµα Αγρονόµων & Τοπογράφων Μηχανικών

1. Εξισώσεις Συγγραµµικότητας
i. ∆ιανυσµατική και αναλυτική έκφραση µιας ακτίνας
ii. Γραµµικοποίηση των εξισώσεων συγγραµµικότητας
iii. Οι γραµµικοποιηµένες εξισώσεις παρατηρήσεων
iv. Η βασική γραµµικοποιηµένη εξίσωση παρατήρησης

v. Φωτογραµµετρικές Μέθοδοι που βασίζονται στο 
µαθηµατικό µοντέλο των Εξισώσεων Συγγραµµικότητας

2. Εξίσωση συνεπιπεδότητας
i. Γεωµετρία λήψης στερεοζεύγους
ii. ∆ιανυσµατική έκφρασης συνεπιπεδότητας

iii. Αναλυτική εξίσωση συνεπιπεδότητας

iv. Γραµµικοποίηση

Περιεχόµενα 4ης ενότητας
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Πανεπιστήµιο
Θεσσαλονίκης

Αναλυτική Φωτογραµµετρία

Τµήµα Αγρονόµων & Τοπογράφων Μηχανικών

Η θεωρητική κατανόηση:

του µαθηµατικού µοντέλου των εξισώσεων 
συγγραµµικότητας, στο οποίο βασίζονται βασικές 
φωτογραµµετρικές µέθοδοι της Αναλυτικής 
Φωτογραµµετρίας

του µαθηµατικού µοντέλου συνεπιπεδότητας, στο οποίο 
βασίζεται το πρόβληµα του σχετικού προσανατολισµού

Στόχοι ενότητας
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Αριστοτέλειο
Πανεπιστήµιο
Θεσσαλονίκης

Αναλυτική Φωτογραµµετρία

Τµήµα Αγρονόµων & Τοπογράφων Μηχανικών

• ∆ιανυσµατική και αναλυτική έκφραση µιας ακτίνας, 
Γραµµικοποίηση των εξισώσεων συγγραµµικότητας

• Γεωµετρία λήψης στερεοζεύγους

• ∆ιανυσµατική και αναλυτική έκφραση συνθήκης 
συνεπιπεδότητας

• Γραµµικοποίηση εξίσωσης συνεπιπεδότητας

Λέξεις κλειδιά
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ΑΡΙΣΤΟΤΕΛΕΙΟ

ΠΑΝΕΠΙΣΤΗΜΙΟ

ΘΕΣΣΑΛΟΝΙΚΗΣ

1. Εξισώσεις Συγγραµµικότητας
i. ∆ιανυσµατική και αναλυτική έκφραση µιας ακτίνας 



Αριστοτέλειο
Πανεπιστήµιο
Θεσσαλονίκης

Αναλυτική Φωτογραµµετρία

Τµήµα Αγρονόµων & Τοπογράφων Μηχανικών

Σε πρώτη προσέγγιση, στη φωτογραµµετρία θεωρείται ότι:

Σηµείο του εδάφους P, η εικόνα του p στο επίπεδο της λήψης και 
το κέντρο λήψης Ο είναι συνευθειακά ή αλλιώς ότι τα αντίστοιχα 
διανύσµατα θέσης OP= p και  Op= q είναι συγγραµµικά, 

και εποµένως αν λ συντελεστής κλίµακας, ισχύει 

p = λ q (1)

Επίσης από το σχήµα προκύπτει ότι

																																				x= y + p � p= x � y (2)

∆ιανυσµατική και αναλυτική 
έκφραση µιας ακτίνας (1/3)
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Αναλυτική Φωτογραµµετρία

Τµήµα Αγρονόµων & Τοπογράφων Μηχανικών

Η αναλυτική έκφραση του p στο σύστηµα 
(U,V,W) της λήψης είναι: 

(1) � p= 
U

V

W

= λ
u

v

w
= λ

x 	 xo

y 	 yo

	f
(3)

H αναλυτική έκφραση του p στο σύστηµα 
(Χ,Υ,Ζ) είναι

(2) � p = x 	 y = 
X 	 X0

Y 	 Y0

Z 	 Z0

(4)

Η σχέση (4) ουσιαστικά περιγράφει τη 
µετάθεση του συστήµατος (Χ,Υ,Ζ) στο Κ

∆ιανυσµατική και αναλυτική 
έκφραση µιας ακτίνας (2/3)
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Αναλυτική Φωτογραµµετρία

Τµήµα Αγρονόµων & Τοπογράφων Μηχανικών

Τα δύο συστήµατα συνδέονται µε τη σχέση

U

V

W

= R
X 	 X0

Y 	 Y0

Z 	 Z0

(5)

∆ιανυσµατική και αναλυτική 
έκφραση µιας ακτίνας (3/3)
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Ο πίνακας R της σχέσης (5) είναι της 
µορφής 

R = R(κ) R(φ) R(ω) = 
R
11

R
12

R
13

R
21
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23
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31
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32
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33

(3) ,(5) � λ

x 	 xo

y 	 yo

	f
= R

X 	 X0

Y 	 Y0

Z 	 Z0

(6)

Η σχέση (6)  αποτελεί την αναλυτική έκφραση της 
διανυσµατικής σχέσης συγγραµµικότητας, από την οποία 
προκύπτουν οι εξισώσεις
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U = λ(x 	 xo) = R11 X 	 Xo � R12 Y 	 Yo � R13 Z 	 Zo (6.1)

V = λ(y 	 yo) = R12 X 	 Xo � R22 Y 	 Yo � R23 Z 	 Zo (6.2)

W = - λf        =  R31 X 	 Xo � R32 Y 	 Yo � R33 Z 	 Zo (6.3)

Οι παραπάνω εξισώσεις περιγράφουν τη σχέση ενός σηµείου του 
εδάφους P (Χ,Υ,Ζ) και της εικόνας του p(x,y) σε µια λήψη η οποία έχει 
πραγµατοποιηθεί µε µια µηχανή εσ. προσανατολισµού (xo, yo,f). Η 
λήψη έγινε  από το σηµείο Κ (X0	

, Y0, Z0�	
ενώ ο προσανατολισµός του 

άξονα λήψης περιγράφεται από τον πίνακα R= R(κ) R(φ) R(ω)

Ο συντελεστής λ εκφράζει την κλίµακα µε την οποία αποτυπώνεται το 
σηµείο P στην εικόνα µε τα παραπάνω χαρακτηριστικά και µπορεί να 
είναι διαφορετικός από σηµείο σε σηµείο στην ίδια λήψη. Ο 
συντελεστής λ απαλείφεται διαιρώντας τις (6.1) και (6.2) µε την (6.3)

Αναλυτική έκφραση µιας ακτίνας 
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Οπότε προκύπτουν οι εξισώσεις συγγραµµικότητας

x � xo 	 f
�

��
���� ��

��
���� ��

��
����

�
��

���� ��
��

���� ��
��

����
	= xo 	 f

�

	

y � yo 	 f
�

��
���� ��

��
���� ��

��
����

�
��

���� ��
��

���� ��
��

����
	= yo 	 f




	

Πρόκειται για συναρτήσεις της µορφής

x � x	 X0, Y0, Z0, κ, φ, ω, X, Y, Z

y � y	 X0, Y0, Z0, κ, φ, ω, X, Y, Z

µη γραµµικές ως προς τα στοιχεία εξ.προσανατολισµού
X0, Y0, Z0, κ, φ, ω, X, Y, Z και τις συν/νες �X, Y, Z�	του σηµείου στο έδαφος

Η γραµµικοποίησή τους  γίνεται µε ανάπτυξη σε σειρές Taylor 
χρησιµοποιώντας προσεγγιστικές τιµές �X�

�, Y�
�, Z�

�, κ�, φ�, ω��	

και �X�, Y�, Z��

Εξισώσεις συγγραµµικότητας
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1. Εξισώσεις Συγγραµµικότητας
ii. Γραµµικοποίηση εξισώσεων συγγραµµικότητας
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x � x�X�
�, Y�

�, Z�
�, κ�,φ�,ω�, X�, Y�, Z�) + 

+ 
��

��
�
	
(X

0
- X�

�) + 
��

��
�
	
(Y

0
- Y�

�) + 
��

��
�
	
(Z

0
- Z�

�) + 
��

��	
(κ – κ�) + 

��

��	
(φ –φ�) + 

��

�	
(ω –ω�)

+  
��

��	
(X – X�) + 

��

��	
(Y –Y�) + 

��

��	
(Z –Z�) �

x =	x� + 
��

��
�
	
δX

0
+ 

��

��
�
	
δY

0
+

��

��
�
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0
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��

��	
δκ �	

��
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δφ �	
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+  
��
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��	
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��

��	
δZ (7.1)

y � y�X�
�, Y�

�, Z�
�,κ�, φ�, ω�, X�, Y�, Z�) + 

+ 
�


��
�
	
(X

0
- X�

�)+ 
�


��
�
	
(Y

0
- Y�

�)+ 
�


��
�
	

(Z
0
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��+ 
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��	
(κ – κ�)+
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�	
(ω –ω�) +

+ 
�


��	
(X – X�) + 

�


��	
(Y –Y�) + 

�


��	
(Z –Z���

y=	y� + 
�


��
�
	
δX

0
+ 

�


��
�
	
δY

0
+

�


��
�
	
δZ

0
+ 

�


��	
δκ �	

�


��	
δφ �	

�


�	
δω�

+  
�


��	
	δX �	

�


��	
δY

�


��	
δZ (7.2)

Γραµµικοποίηση εξισώσεων 
συγγραµµικότητας
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1. Εξισώσεις Συγγραµµικότητας
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Αντικαθιστώντας τις ποσότητες x, y µε τις παρατηρήσεις x΄,y΄ των 
φωτογραφικών συν/νων , οι οποίες είναι επηρεασµένες από τα τυχαία 
σφάλµατα παρατήρησης  vx, vy οι εξισώσεις (7.1),(7.2) Γίνονται

x = x΄ - vx�x΄ - 	x�		
��

��
�
 
δX0 �

��

��
�
 
δY0 �

��

��
�
 
δZ0�	

+ 
��

�� 
δκ �	

��

�� 
δφ �

��

��
δω	+

�
��

�� 
δX �

��

�� 
δY	

��

�� 
δZ	�	vx (8.1)

y= y΄ -	v
y
 �y΄ -	y� = 

�	

��
�
 
δX0 �

�	

��
�
 
δY0 �

�	

��
�
 
δZ0+ 

+
�	

�� 
δκ �	

�	

�
 
δφ+

�	

��
δω �																																	

�
�	

�� 
δX �	

�	

�� 
δY 

�	

�� 
δZ + vy (8.2)

Γραµµικοποιηµένες εξισώσεις 
παρατηρήσεων (1/3)
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Οι εξισώσεις (8.1), (8.2) µε τη µορφή πινάκων δίνονται ως:

bx
by ji

= x
� �	x�

y� �	y� ji

= 

��

��
�
 

��

��
�
 

��

��
�
 

��

�� 

��

�� 

��

�	

�


��
�
 

�


��
�
 

�


��
�
 

�


�� 

�


�� 

�


�	
ji

	

δX0

δY0

δZ0
δκ

δφ

δω

j

+ 

+

��

�� 

��

�� 

��

��

�


�� 

�


�� 

�


��
ji

δX

δY

δZ i

+
v
x

	v
y
 

ji

Και συνοπτικά µε τον κατάλληλο συµβολισµό ως:

bji = �� ji �� j + �� ji �i� + vji

Οι δείκτες j και i δηλώνουν αντίστοιχα λήψεις και σηµεία

Γραµµικοποιηµένες εξισώσεις 
παρατηρήσεων (2/3)
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H παραγώγιση των εξισώσεων συγγραµµικότητας και η 
αναλυτική έκφραση όλων των στοιχείων των πινάκων �� ji και 
�� ji δίνονται στο ∆ερµάνης A. (1990)

Ενδεικτικά δίνεται:
��

�� 
= -

��

��
�
 

= 
�

�
�
R23	 Y � Y0 � R22	�Z � Z0
 =

= 
�

�
� R31	U � R11	W

Γραµµικοποιηµένες εξισώσεις 
παρατηρήσεων (3/3)
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1. Εξισώσεις Συγγραµµικότητας
iv. Βασική εξίσωση παρατήρησης
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bji = �� ji �� j + �� ji 		�i� + vji

2x1    2x6    6x1    2x3    3x1    2x1

Όπου: 

• j κωδικός λήψης

• i κωδικός σηµείου

• bji πίνακας ανηγµένων παρατηρήσεων (υπολογίζεται)

• �� ji πίνακας µερικών παραγώγων στοιχείων 

• εξ.προσανατολισµού  (υπολογίζεται)

• �� j διάνυσµα διορθώσεων προσ. τιµών παραµέτρων 

• εξ.προσανατολισµού (άγνωστες)

• �� ji πίνακας µερικών παραγώγων συντεταγµένων  (υπολογίζεται)

• �
i
� διάνυσµα διορθώσεων προσ. τιµών συντεταγµένων

• (άγνωστες)

• vji σφάλµατα παρατήρησης (άγνωστα) 

Βασική εξίσωση παρατήρησης
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1. Εξισώσεις Συγγραµµικότητας
v. Φωτογραµµετρικές Μέθοδοι που βασίζονται στο 
µαθηµατικό µοντέλο των Εξισώσεων 
Συγγραµµικότητας
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Φωτογραµµετρικές Μέθοδοι που βασίζονται στο 
µαθηµατικό µοντέλο των Εξισώσεων 
Συγγραµµικότητας :

1. Φωτογραµµετρική Οπισθοτοµία

2. Φωτογραµµετρική Εµπροσθοτοµία

3. Ταυτόχρονος σχετικός και απόλυτος 
προσανατολισµός (mini ∆έσµη)

4. ∆έσµη και ∆έσµη µε πρόσθετες παραµέτρους

5. Βαθµονόµηση µηχανής

Φωτογραµµετρικές Μέθοδοι

23
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2. Εξίσωση Συνεπιπεδότητας
i. Γεωµετρία λήψης στερεοζεύγους
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Κατά τη λήψη στερεοζεύγους:

Σε κάθε φωτογραφούµενο σηµείο P του χώρου δηµιουργείται  το επιπολικό
επίπεδο (ΟαΟβΡ), το οποίο τέµνει τις εικόνες κατά τις επιπολικές ευθείες  (eα)
και (eβ)

ΕΠΙΠΟΛΙΚΗ ΓΕΩΜΕΤΡΙΑ

i. Γεωµετρία λήψης στερεοζεύγους

25
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2. Εξίσωση Συνεπιπεδότητας
ii. ∆ιανυσµατική έκφραση συνεπιπεδότητας
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∆ιανυσµατική έκφραση 
συνεπιπεδότητας

27

(ΟαΟβΡ) � επιπολικό επίπεδο �

pα, pβ και b συνεπίπεδα και άρα 
ισχύει

b . (pα x pβ) =0� (3)

διανυσµατική σχέση 
συνεπιπεδότητας

Η αναλυτική µορφή της διανυσµατικής 
σχέσης συνεπιπεδότητας εξαρτάται από 
το σύστηµα στο οποίο επιλέγεται να 
εκφρασθούν τα διανύσµατα pα, pβ και b.

U
β
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2. Εξίσωση Συνεπιπεδότητας
iii. Αναλυτική εξίσωση συνεπιπεδότητας στο 
σύστηµα (Χ,Υ,Ζ)
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Αναλυτική εξίσωση 
συνεπιπεδότητας (1/5)
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Uα

VαWα

Ο

pα

P

Οα

x

yα

pα

qα

X

Y

Ζ
pβ

Wβ

pβ

Οβ

qβ

yβ

b
b =yβ 	 yα

pα= x	- yα	= λα	R

�		qα

pβ = x	- yβ	=λβ	R�
�	qβ

Η σχέση  (3) συναρτήσει των 
συνιστωσών  των διανυσµάτων  στο 
σύστηµα (Χ,Υ,Ζ) γίνεται:

(yβ-yα)Τ 	�R

�		qα�	

x R�
� qβ = 0 (4)

Στο επίγειο σύστηµα αναφοράς (Χ,Υ,Ζ), τα διανύσµατα της σχέσης (3) 
εκφράζονται ως: 
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b = Rα (yβ 	 yα)

pα= λαqα

pβ = λβRαR�
�		qβ

Η σχέση  (3) συναρτήσει των 
συνιστωσών  των διανυσµάτων  
στο σύστηµα (x,y,z) γίνεται:

(Rα (yβ-yα))Τ qα	
x Rα R�

� qβ = 0 (5)

Αναλυτική εξίσωση 
συνεπιπεδότητας (2/5)

30

Επιλέγοντας ένα νέο σύστηµα, το σύστηµα µοντέλου (x,y,z), το οποίο ταυτίζεται 
µε το σύστηµα (Uα, Vα, Wα), τα διανύσµατα pα, pβ και b, εκφράζονται ως:

Uα=
x
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Προκύπτει η αναλυτική έκφραση της εξίσωσης συνεπιπεδότητας

										bT qα	
x RT qβ = 0

bx by bz
T

0 f 		�yα � yo�

�f 0 ��xα � xo�

��yα � yo� �xα � xo� 0

R11 R12 R13

R21 R22 R23

R31 R32 R33

xβ � xo
yβ � yo
�f

=0(6)

Αναλυτική εξίσωση 
συνεπιπεδότητας (3/5)
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Αναλυτική εξίσωση 
συνεπιπεδότητας (4/5)
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Ο1 Ο2
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Β Α

Β

O3

Επειδή η συνιστώσα bx της βάσης b 
σχετίζεται µε την κλίµακα του 
µοντέλου, η εξίσωση  (6) ισχύει 
εξίσου αν διαιρεθεί µε bx, οπότε 

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

T
0 f �yα 	 yo�

	f 0 	�xα 	 xo�

	�yα 	 yo� �xα 	 xo� 0

R11 R12 R13

R21 R22 R23

R31 R32 R33

xβ 	 xo
yβ 	 yo
	f

=0 (7) 

Μεταβολή της κλίµακας του µοντέλου 
λόγω µεταβολής της βάσης b
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Αναλυτική εξίσωση 
συνεπιπεδότητας (5/5)

33

uβ

vβ
wβ



R11 R12 R13

R21 R22 R23

R31 R32 R33

xβ � xo
yβ � yo
�f

=0

Η εξίσωση (8), γίνεται: 

(yα-yo)wβ + f vβ – βy [(xα-xo)wβ+f uβ] + βz [(xα-xo)vβ – (yα-yo)uβ] = 0 (9) 

Αντικαθιστώντας µε

Η εξίσωση (9) είναι η τελική αναλυτική µορφή της εξίσωσης 
συνεπιπεδότητας στο σύστηµα του µοντέλου (x,y,z)

1 βy βz
T

0 f �yα 	 yo


	f 0 	�xα 	 xo


	�yα 	 yo
 �xα 	 xo
 0

R11 R12 R13

R21 R22 R23

R31 R32 R33

xβ 	 xo
yβ 	 yo
	f

=0   (8)
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2. Εξίσωση Συνεπιπεδότητας
iv. Γραµµικοποίηση
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(yα-yo)wβ + f vβ – βy[(xα-xo)wβ+f uβ] + βz [(xα-xo)vβ – (yβ-yo)uβ] = 0

F(xα,yα,xβ,yβ, βy, βz, κ, φ, ω)= 0  � γραµµικοποίηση

Γραµµικοποίηση (1/3)
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Γραµµικοποίηση (2/3)
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H παραγώγιση της εξίσωσης συνεπιπεδότητας και η αναλυτική

έκφραση όλων των στοιχείων των πινάκων                        

δίνονται στο ∆ερµάνης A. (1990)

Ενδεικτικά δίνεται:

= -f uβ – (xα-xo)wβ

1. Στο µαθηµατικό µοντέλο της εξίσωσης συνεπιπεδότητας βασίζεται 
η επίλυση του αναλυτικού σχετικού προσανατολισµού

Γραµµικοποίηση (3/3)
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• ∆ερµάνης Α. (1990): Αναλυτική 
Φωτογραµµετρία, Εκδόσεις ΖΗΤΗ

Βιβλιογραφία
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