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Μοντέρνα Θεωρία Ελέγχου 
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 Το παρόν εκπαιδευτικό υλικό υπόκειται σε άδειες χρήσης 
Creative Commons.  

 Για εκπαιδευτικό υλικό, όπως εικόνες, που υπόκειται σε 
άλλου τύπου άδειας χρήσης, η άδεια χρήσης αναφέρεται 
ρητώς.  

Άδειες Χρήσης 
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 Το παρόν εκπαιδευτικό υλικό έχει αναπτυχθεί στα πλαίσια του 
εκπαιδευτικού έργου του διδάσκοντα. 

 Το έργο «Ανοικτά Ακαδημαϊκά Μαθήματα στο Αριστοτέλειο 
Πανεπιστήμιο Θεσσαλονίκης» έχει χρηματοδοτήσει μόνο την 
αναδιαμόρφωση του εκπαιδευτικού υλικού.  

 Το έργο υλοποιείται στο πλαίσιο του Επιχειρησιακού 
Προγράμματος «Εκπαίδευση και Δια Βίου Μάθηση» και 
συγχρηματοδοτείται από την Ευρωπαϊκή Ένωση (Ευρωπαϊκό 
Κοινωνικό Ταμείο) και από εθνικούς πόρους. 

Χρηματοδότηση 
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Περιεχόμενα Ενότητας 

 Σήματα και Συστήματα. 

 Μέθοδοι συγκράτησης n-τάξης. 

 Διακριτοποίηση Συστημάτων Συνεχούς Χρόνου στο χώρο 
των  καταστάσεων με χρήση αριθμητικών μεθόδων 
ολοκλήρωσης. 

• Μέθοδος διαφοράς προς τα εμπρός. 

• Μέθοδος διαφοράς προς τα πίσω.  

• Μέθοδος του τραπεζίου. 

 Διακριτοποίηση με τη μέθοδο συγκράτησης μηδενικής 
τάξης. 

 Διακριτοποίηση με τη μέθοδο συγκράτησης πρώτης τάξης. 
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Σκοποί Ενότητας 

 Μελέτη διαφόρων μεθόδων διακριτοποίησης συνεχών 
συστημάτων στο χώρο των καταστάσεων. 
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Σήματα και Συστήματα (1) 

 

 

 

 

 Το σήμα συνεχούς χρόνου (continuous time signal) είναι 
μια πραγματική συνάρτηση 𝑥(𝑡): →   της ανεξάρτητης 
μεταβλητής 𝑡, η οποία εκφράζει τον συνεχή χρόνο. 

 Το σήμα διακριτού χρόνου (discrete time signal ) είναι ένα 
σήμα 𝑥(𝑘𝑇) το οποίο είναι συνάρτηση της μεταβλητής 
διακριτού χρόνου 𝑡 = 𝑘𝑇 όπου 𝑇 > 0 είναι η περίοδος 
δειγματοληψίας και 𝑘 = ⋯− 2,−1,0,1,2, … .  
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Σήματα και Συστήματα (2) 

 

 

 

 

 Τα συστήματα ελέγχου συνεχούς χρόνου  περιλαμβάνουν 
στοιχεία που παράγουν ή επεξεργάζονται μόνον σήματα 
συνεχή στο χρόνο. 

 Τα συστήματα ελέγχου διακριτού  χρόνου  
περιλαμβάνουν στοιχεία που παράγουν ή επεξεργάζονται 
διακριτά σήματα σε ένα ή και περισσότερα σημεία του 
συστήματος. 
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Σήματα και Συστήματα (3) 

 

 

 

 

 

 Συστήματα τα οποία επεξεργάζονται ή παράγουν διακριτά 
σήματα σε κάποια μέρη τους και συνεχή σήματα σε 
κάποια άλλα ονομάζονται μικτά ή υβριδικά (sampled data 
systems).  
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Μέθοδοι συγκράτησης n-τάξης (1) 

• Συγκράτηση τιμών ενός σήματος (data hold) είναι μία 

διαδικασία κατά την οποία παράγεται ένα σήμα συνεχούς 

χρόνου ℎ(𝑡) χρησιμοποιώντας την ακολουθία διακριτών 

τιμών 𝑥(𝑘𝑇).  

•  H τιμή του σήματος ℎ(𝑡) για το χρονικό διάστημα  

𝑘𝑇 ≤ 𝑡 < 𝑘𝑇 + 𝑇 προσεγγίζεται με ένα πολυώνυμο της 

μεταβλητής  𝜏 δηλαδή  

ℎ 𝑘𝑇 + 𝜏 = 𝛼𝑛𝜏
𝑛 + 𝛼𝑛−1𝜏

𝑛−1 + 𝛼1𝜏 + 𝑥 𝑘𝑇  

όπου 0 ≤ 𝜏 ≤ Τ. 
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Μέθοδοι συγκράτησης n-τάξης (2) 

• Εάν το πολυώνυμο προσέγγισης είναι n-βαθμού τότε η 

συγκράτηση ονομάζεται συγκράτηση n-τάξης.  

Η συγκράτηση n-τάξης χρησιμοποιεί τις 𝑛 + 1 προηγούμενες 

τιμές του 𝑥(𝑘𝑇), δηλαδή τις τιμές   

𝑥((𝑘 − 𝑛)𝑇), 𝑥((𝑘 − 𝑛 + 1)𝑇), … , 𝑥(𝑘𝑇)  

για να παράγει το σήμα ℎ(𝑘𝑇 + 𝜏).  
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Διακριτοποίηση  συστημάτων στο χώρο 
των καταστάσεων 

A. Επίλυση της διαφορικής εξίσωσης με χρήση 

αριθμητικών μεθόδων ολοκλήρωσης ή διαφόρισης. 

B. Μέθοδοι Συγκράτησης. 

          I.  Δειγματοληψία του σήματος εισόδου 𝑢(𝑡). 

         II.  Συγκράτηση των τιμών των δειγμάτων 𝑢 𝑘𝑇  για 

χρονικό διάστημα Τ. 
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Α.  Διακριτοποίηση Συστημάτων Συνεχούς Χρόνου στο χώρο 
των  καταστάσεων με χρήση αριθμητικών μεθόδων 

ολοκλήρωσης  

𝑥 𝑡 = 𝐴𝑥 𝑡 + 𝐵𝑢 𝑡 ⇒ 𝑥 𝑡 = 𝑥 𝑡0 + 𝐴𝑥 𝑡 + 𝐵𝑢 𝑡 𝑑𝑡
𝑡

𝑡0

 

Θέτοντας 𝑡 = 𝑘𝑇, 𝑡0 = 0 και  𝑘 = 0,1,2,…, προκύπτει ότι 

𝑥(𝑘𝑇) = 𝑥(0) +  𝐴𝑥 𝑡 + 𝐵𝑢 𝑡 𝑑𝑡
𝑘𝑇

0

 

Ομοίως  𝑥(𝑘𝑇 + 𝑇) = 𝑥(0) +  𝐴𝑥 𝑡 + 𝐵𝑢 𝑡 𝑑𝑡
𝑘𝑇+𝑇

0
 

Αφαιρώντας κατά μέλη τις δύο παραπάνω εξισώσεις προκύπτει 
ότι   

𝑥 𝑘𝑇 + 𝑇 = 𝑥 𝑘𝑇 + 𝐴𝑥 𝑡 + 𝐵𝑢 𝑡 𝑑𝑡
𝑘𝑇+𝑇

𝑘𝑇

, 𝟐  
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Α1. Μέθοδος διαφοράς προς τα εμπρός 
(1) 

𝑥 𝑘𝑇 + 𝑇 = 𝑥 𝑘𝑇 + 𝐴𝑥 𝑡 + 𝐵𝑢 𝑡 𝑑𝑡
𝑘𝑇+𝑇

𝑘𝑇

, 𝟐  

 𝐴𝑥 𝑡 + 𝐵𝑢 𝑡 𝑑𝑡
𝑘𝑇+𝑇

𝑘𝑇

= 𝐴𝑥 𝑘𝑇 + 𝐵𝑢 𝑘𝑇 𝑇 

οπότε η σχέση (2) γίνεται  

𝑥 𝑘𝑇 + 𝑇 = 𝐼 + 𝐴𝑇 𝑥 𝑘𝑇 + 𝐵𝑇𝑢 𝑘𝑇  

Θέτοντας 𝑡 = 𝑘𝑇, 𝑘 = 0,1,… , στην εξίσωση εξόδου έχουμε 

𝑦(𝑘𝑇) = 𝐶𝑥(𝑘𝑇) + 𝐷𝑢(𝑘𝑇) 

13 



 

Αριστοτέλειο    
Πανεπιστήμιο    
Θεσσαλονίκης  

Μοντέρνα Θεωρία Ελέγχου 
Τμήμα Μαθηματικών 

Α1. Μέθοδος διαφοράς προς τα εμπρός 
(2) 

Επομένως το διακριτό σύστημα δίνεται από τις 

εξισώσεις 

𝑥 𝑘𝑇 + 𝑇 = 𝐴 𝑥 𝑘𝑇 + 𝐵 𝑢 𝑘𝑇  

𝑦 𝑘𝑇 = 𝐶 𝑥 𝑘𝑇 + 𝐷 𝑢 𝑘𝑇  

όπου 

𝐴 = 𝛪 + 𝛢𝑇, 𝐵 = 𝐵𝑇, 𝐶 = 𝐶, 𝐷 = 𝐷 
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Α2. Μέθοδος διαφοράς προς τα πίσω (1) 

 𝐴𝑥 𝑡 + 𝐵𝑢 𝑡 𝑑𝑡
𝑘𝑇+𝑇

𝑘𝑇

= 𝐴𝑥 𝑘𝑇 + 𝑇 + 𝐵𝑢 𝑘𝑇 + 𝑇 𝑇 

οπότε η σχέση (2) γίνεται  

𝐼 − 𝐴𝑇 𝑥 𝑘𝑇 + 𝑇 = 𝑥 𝑘𝑇 + 𝐵Τ 𝑢 𝑘𝑇 + 𝑇 . 

Θέτοντας 𝑥 𝑘𝑇 + 𝑇 = 𝑥 𝑘𝑇 , 

 𝐼 − 𝐴𝑇 𝑥 𝑘𝑇 + 𝑇 = 𝑥 𝑘𝑇 + 𝑇 +𝐵Τ 𝑢 𝑘𝑇 + 𝑇  

𝐼 − 𝐴𝑇 𝑥 𝑘𝑇 = 𝑥 𝑘𝑇 +𝐵Τ 𝑢 𝑘𝑇  

𝐼 − 𝐴𝑇 𝑥 𝑘𝑇 + 𝑇 = 𝑥 𝑘𝑇 +𝐵Τ 𝑢 𝑘𝑇  

𝑥 𝑘𝑇 + 𝑇 = 𝐼 − 𝐴𝑇 −1𝑥 𝑘𝑇 + 𝐼 − 𝐴𝑇 −1𝐵𝑇𝑢 𝑘𝑇  
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Α2. Μέθοδος διαφοράς προς τα πίσω (2)  

Επομένως το διακριτό σύστημα δίνεται από τις εξισώσεις 

𝑥 𝑘𝑇 + 𝑇 = 𝐴 𝑥 𝑘𝑇 + 𝐵 𝑢 𝑘𝑇  

𝑦 𝑘𝑇 = 𝐶 𝑥 𝑘𝑇 + 𝐷 𝑢 𝑘𝑇   

όπου  

Α = 𝐼 − 𝐴𝑇 −1,  Β = 𝐼 − 𝐴𝑇 −1𝐵𝑇,  

C = 𝐶 𝐼 − 𝐴𝑇 −1, 𝐷 = 𝐶 𝐼 − 𝐴𝑇 −1𝐵𝑇 + 𝐷 
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Α3. Μέθοδος του τραπεζίου (1) 

 𝑥 𝑡 𝑑𝑡
𝑘𝑇+𝑇

𝑘𝑇
=

𝑇

2
𝑥 𝑘𝑇 + 𝑥 𝑘𝑇 + 𝑇   

και  

 𝑢 𝑡 𝑑𝑡
𝑘𝑇+𝑇

𝑘𝑇

=
𝑇

2
𝑢 𝑘𝑇 + 𝑢 𝑘𝑇 + 𝑇  

οπότε η σχέση (2) γίνεται 

𝑥 𝑘𝑇 + 𝑇 = 𝐼 −
𝐴𝑇

2

−1

𝐼 +
𝐴𝑇

2
𝑥 𝑘𝑇 + 𝐼 −

𝐴𝑇

2

−1 𝐵𝑇

2
𝑢 𝑘𝑇 − 𝑇  

+ 𝐼 −
𝐴𝑇

2

−1 𝐵𝑇

2
𝑢 𝑘𝑇  

Επομένως το διακριτό σύστημα δίνεται από τις εξισώσεις 
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Α3. Μέθοδος του τραπεζίου (2) 

𝑥 𝑘𝑇 + 𝑇 = 𝐴 𝑥 𝑘𝑇 + 𝐵 𝑢 𝑘𝑇 + 𝐵  𝑢 𝑘𝑇 − 𝑇  

𝑦 𝑘𝑇 = 𝐶 𝑥 𝑘𝑇 + 𝐷 𝑢 𝑘𝑇 + 𝐷  𝑢 𝑘𝑇 − 𝑇  

όπου 

Α = 𝐼 −
𝐴𝑇

2

−1

𝐼 +
𝐴𝑇

2
, Β = 𝐼 −

𝐴𝑇

2

−1 𝐵𝑇

2
, 

𝐵  = 𝐼 −
𝐴𝑇

2

−1 𝐵𝑇

2
 

C = 𝐶 𝐼 −
𝐴𝑇

2

−1

𝐼 +
𝐴𝑇

2
, 𝐷 = 𝐶 𝐼 −

𝐴𝑇

2

−1 𝐵𝑇

2
+ 𝐷, 

𝐷  = 𝐶 𝐼 −
𝐴𝑇

2

−1 𝐵𝑇

2
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B1. Διακριτοποίηση με τη μέθοδο 
συγκράτησης μηδενικής τάξης (1) 

H  λύση της δ. ε. του συστήματος είναι 

𝑥 𝑡 = 𝑒𝐴𝑡𝑥 0 +  𝑒𝐴 𝑡−𝜏 𝐵𝑢 𝜏 𝑑𝜏
𝑡

0

 

Θέτοντας  𝑡 = 𝑘𝑇, 𝑘 = 0,1,2,3, … . προκύπτει  

𝑥 𝑘𝑇 = 𝑒𝐴𝑘𝑇𝑥 0 +  𝑒𝐴 𝑘𝑇−𝜏 𝐵𝑢 𝜏 𝑑𝜏
𝑘𝑇

0

 

Το διάνυσμα κατάστασης στο 𝑘 + 1 βήμα δίνεται από την 
σχέση 

𝑥 𝑘𝑇 + 𝑇 = 𝑒𝐴 𝑘𝑇+𝑇 𝑥 0 +  𝑒𝐴 𝑘𝑇+𝑇−𝜏 𝐵𝑢 𝜏 𝑑𝜏
𝑘𝑇+𝑇

0

⇒ ⋯ ⇒ 
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B1. Διακριτοποίηση με τη μέθοδο 
συγκράτησης μηδενικής τάξης (2) 

𝑥 𝑘𝑇 + 𝑇 = 𝑒𝐴𝑇𝑥 𝑘𝑇 + 𝑒𝐴 𝑘𝑇+𝑇−𝜏 𝐵𝑢 𝜏 𝑑𝜏
𝑘𝑇+𝑇

𝑘𝑇

 

Αν θεωρήσουμε ότι η είσοδος διατηρείται σταθερή για χρονικό 
διάστημα Τ δηλαδή  

                      𝑢(𝑡) = 𝑢(𝑘𝑇)   𝛾𝜄𝛼   𝑘𝑇 ≤ 𝑡 < 𝑘𝑇 + 𝑇 

 𝑒𝐴 𝑘𝑇+𝑇−𝜏 𝐵𝑢 𝜏 𝑑𝜏
𝑘𝑇+𝑇

𝑘𝑇

=  𝑒𝐴 𝑘𝑇+𝑇−𝜏 𝑑𝜏
𝑘𝑇+𝑇

𝑘𝑇

𝐵𝑢 𝑘𝑇  

προκύπτει  ότι το ισοδύναμο σύστημα διακριτού χρόνου 
είναι 

𝑥 𝑘 + 1 𝑇 = 𝐴 𝑥 𝑘𝑇 + 𝐵 𝑢 𝑘𝑇  
𝑦 𝑘𝑇 = 𝐶 𝑥 𝑘𝑇 + 𝐷 𝑢 𝑘𝑇  
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B1. Διακριτοποίηση με τη μέθοδο 
συγκράτησης μηδενικής τάξης (3) 

𝐴 = 𝑒𝐴𝑇 , 𝐵 =
𝐼𝑇

1!
+
𝐴𝑇2

2!
+
𝐴2𝑇3

3!
+ ⋯+

𝐴𝑖𝑇𝑖+1

𝑖 + 1 !
+ ⋯ 𝐵,  

𝐶 = 𝐶,𝐷 = 𝐷 

Ή αν ο Α είναι αντιστρέψιμος 

𝐵 = 𝑒𝐴𝑇 − 𝐼 𝐴−1𝐵 
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B2. Διακριτοποίηση με τη μέθοδο 
συγκράτησης πρώτης τάξης (1) 

Όμοια με την προηγούμενη μέθοδο καταλήγουμε στην 
εξίσωση 

𝑥 𝑘𝑇 + 𝑇 = 𝑒𝐴𝑇𝑥 𝑘𝑇 + 𝑒𝐴 𝑘𝑇+𝑇−𝜏 𝐵𝑢 𝜏 𝑑𝜏
𝑘𝑇+𝑇

𝑘𝑇

 

Αντικαθιστώντας την 𝑢(𝜏) με  

𝑢 𝜏 = 𝑢 𝑘𝑇 +
𝑢 𝑘𝑇 − 𝑢 𝑘 − 1 𝑇

𝑇
𝜏 − 𝑘𝑇 ,  

𝑘𝑇 ≤ 𝜏 < 𝑘 + 1 𝑇 

προκύπτει 
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B2. Διακριτοποίηση με τη μέθοδο 
συγκράτησης πρώτης τάξης (2) 

𝑥 𝑘𝑇 + 𝑇 = 𝑒𝐴𝑇 
𝐴 

𝑥 𝑘𝑇 +  𝑒𝐴𝑤 2 −
𝑤

𝑇
𝑑𝑤

𝑇

0

𝐵

𝐵 

𝑢 𝑘𝑇 + 

+  𝑒𝐴𝑤
𝑤

𝑇
− 1 𝑑𝑤

𝑇

0

𝐵

𝐵  

𝑢 𝑘 − 1 𝑇  

Επομένως το ισοδύναμο σύστημα διακριτού χρόνου είναι 

𝑥 𝑘 + 1 𝑇 = 𝐴 𝑥 𝑘𝑇 + 𝐵 𝑢 𝑘𝑇 + 𝐵  𝑢 𝑘 − 1 𝑇  

𝑦 𝑘𝑇 = 𝐶 𝑥 𝑘𝑇  
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B2. Διακριτοποίηση με τη μέθοδο 
συγκράτησης πρώτης τάξης (3) 

όπου  

𝐴 = 𝑒𝐴𝑇 , 𝐵 =  𝑒𝐴𝑤 2 −
𝑤

𝑇
𝑑𝑤

𝑇

0

𝐵, 

𝐵  =  𝑒𝐴𝑤
𝑤

𝑇
− 1 𝑑𝑤

𝑇

0

𝐵, 𝐶 = 𝐶. 
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