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 Το παρόν εκπαιδευτικό υλικό υπόκειται σε άδειες χρήσης 
Creative Commons.  

 Για εκπαιδευτικό υλικό, όπως εικόνες, που υπόκειται σε 
άλλου τύπου άδειας χρήσης, η άδεια χρήσης αναφέρεται 
ρητώς.  

Άδειες Χρήσης 
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 Το παρόν εκπαιδευτικό υλικό έχει αναπτυχθεί στα πλαίσια του 
εκπαιδευτικού έργου του διδάσκοντα. 

 Το έργο «Ανοικτά Ακαδημαϊκά Μαθήματα στο Αριστοτέλειο 
Πανεπιστήμιο Θεσσαλονίκης» έχει χρηματοδοτήσει μόνο την 
αναδιαμόρφωση του εκπαιδευτικού υλικού.  

 Το έργο υλοποιείται στο πλαίσιο του Επιχειρησιακού 
Προγράμματος «Εκπαίδευση και Δια Βίου Μάθηση» και 
συγχρηματοδοτείται από την Ευρωπαϊκή Ένωση (Ευρωπαϊκό 
Κοινωνικό Ταμείο) και από εθνικούς πόρους. 

Χρηματοδότηση 
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Περιεχόμενα Ενότητας 

 Κατάσταση ισορροπίας. 

 Ευσταθής κατάσταση ισορροπίας. 

 Είδη ευστάθειας. 

 Ευστάθεια της κατάστασης ισορροπίας γραμμικών και 
χρονικά αναλλοίωτων ελεύθερων συστημάτων. 

 Θετικά ημι-ορισμένες, ορισμένες συναρτήσεις. 

 Τετραγωνικές μορφές. 

 Συνάρτηση Lyapunov. 

 Θεώρημα Lyapunov. 
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Σκοποί Ενότητας 

 Μελέτη της έννοιας της κατάστασης ισορροπίας και της 
ευσταθούς κατάστασης ισορροπίας. 

 Μελέτη των είδων ευστάθειας: 

• Ευσταθής κατά Lyapynov. 

• Ομοιόμορφη ευστάθεια. 

• Ασυμπτωτική ευστάθεια. 

• Εκθετικά ευσταθής. 

• Ολικά ασυμπτωτικά ευσταθής. 

• Ολικά εκθετικά ευσταθής.   
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Κατάσταση ισορροπίας 

Έστω το σύστημα 

𝑥 𝑡 = 𝑓 𝑥 𝑡 , 𝑡 ,  

𝑡 ≥ 𝑡0, 𝑥 𝑡0 ≔ 𝑥0 ∈ ℝ𝑛 

Ορισμός. Μια κατάσταση 𝑥𝑒 ≔ 𝑥 𝑡𝑒 ∈ ℝ𝑛 ονομάζεται 
κατάσταση ισορροπίας κατά την χρονική στιγμή 𝑡𝑒 αν για 
κάθε 𝑡 ≥ 𝑡𝑒 , 𝑓 𝑥𝑒 , 𝑡 = 0. 

𝑥 = 𝐴𝑥, 𝐴𝑥𝑒 = 0 ⇒ 𝑥𝑒 = 0 αν Α αντιστρέψιμος 
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Παράδειγμα 1 

Έστω το σύστημα 

 
𝑥 1 = −𝑥1

𝑥 2 = 𝑥1 + 𝑥2 − 𝑥2
3 

 
−𝑥1 = 0

𝑥1 + 𝑥2 − 𝑥2
3 = 0

⇒  
𝑥1 = 0

𝑥2 = 0,1, −1
 

𝑥𝑒1 =
0
0

, 𝑥𝑒2 =
0
1

, 𝑥𝑒3 =
0
−1
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Παράδειγμα 2 

Έστω το σύστημα 

𝑥 1 𝑡 = 𝑥2 𝑡  

𝑥 2 𝑡 = 𝑘𝑠𝑖𝑛 𝑥1 𝑡  

 
𝑥2 𝑡 = 0

𝑘𝑠𝑖𝑛 𝑥1 𝑡 = 0
⇒  

𝑥𝑒2 = 0

𝑥𝑒1𝑛 = 𝑛𝜋, 𝑛 = 0,±1,±2,…
 

𝑛 = 0 → 𝑥𝑒1 =
0
0

 

𝑛 = ±1 → 𝑥𝑒2 =
±𝜋
0
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Ευσταθής κατάσταση ισορροπίας 

9 

Σχήμα 1. Διαισθητική ερμηνεία ευσταθούς κατάστασης ισορροπίας 
(κατά (1), ασυμπτωτικά ευσταθούς κατάστασης ισορροπίας (2), 
ασταθούς κατάστασης ισορροπίας (3) και ουδέτερης κατάστασης 
ισορροπίας (4)) 
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Ευσταθής κατάσταση ισορροπίας 
(κατά Lyapunov) 
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Ευσταθής (κατά Lyapynov) (1) 

Μία ανοικτή περιοχή 𝑺𝜺 𝒙𝒆  της κατάστασης ισορροπίας 𝑥𝑒 
ακτίνας 𝜀 > 0 (ή μια ε-γειτονιά του 𝑥𝑒) είναι το σύνολο των 
καταστάσεων 𝑥 𝑡  μέσα στη «μπάλα» με κέντρο 𝑥𝑒 και 
ακτίνα 𝜀 > 0: 

𝑆𝜀 𝑥𝑒 ≔ 𝑥 𝑡 : 𝑥 𝑡 − 𝑥𝑒 < 𝜀  
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Ευσταθής (κατά Lyapynov) (2) 

Ορισμός. Η κατάσταση ισορροπίας 𝑥𝑒 ή ισοδύναμα η λύση 
ισορροπίας 𝑥 𝑡 = 𝑥 𝑡; 𝑥𝑒 , 𝑡0  ενός ελεύθερου συστήματος 
𝑥 𝑡 = 𝑓 𝑥 𝑡 , 𝑡  ονομάζεται ευσταθής (κατά Lyapynov) 
(κατά τον χρόνο 𝑡0) (Lyapunov stable at time 𝑡0) αν για κάθε 
δεδομένο χρόνο 𝑡0 και για κάθε 𝜀 > 0, υπάρχει σταθερά 
𝛿(𝜀, 𝑡0) > 0 τέτοια ώστε με 𝑥0 = 𝑥 𝑡0  αν  

𝑥0 − 𝑥𝑒 < 𝛿 𝜀, 𝑡0  

τότε  
𝑥 𝑡; 𝑥0, 𝑡0 − 𝑥𝑒 < 𝜀 

για κάθε 𝑡 ≥ 𝑡0. 
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Ομοιόμορφα ευσταθής 

Ο αριθμός 𝛿 εξαρτάται από τον αριθμό ε και γενικά 
εξαρτάται επίσης από τον χρόνο 𝑡0.  

Αν ο δ δεν εξαρτάται από τον 𝑡0, τότε η κατάσταση 
ισορροπίας 𝑥𝑒 ονομάζεται ομοιόμορφα ευσταθής. 

Αν μια κατάσταση ισορροπίας 𝑥𝑒 είναι ομοιόμορφα 
ευσταθής, τότε είναι και ευσταθής. 
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Ασυμπτωτική ευστάθεια (1) 

Ορισμός. Η κατάσταση ισορροπίας 𝑥𝑒 ή ισοδύναμα η λύση 
ισορροπίας 𝑥 𝑡; 𝑥𝑒 , 𝑡0 = 𝑥𝑒 ενός ελεύθερου συστήματος 
𝑥 𝑡 = 𝑓 𝑥 𝑡 , 𝑡  ονομάζεται ασυμπτωτικά ευσταθής 
(asymptotically stable), αν  

α) είναι ευσταθής (κατά τον χρόνο 𝑡0) (κατά Lyapunov) και 

β) για κάθε 𝑡0 υπάρχει αριθμός 𝛿(𝑡0) τέτοιος αν  
𝑥0 − 𝑥𝑒 < 𝛿  𝑡0  

τότε 

lim
𝑡→∞

𝑥 𝑡; 𝑥0, 𝑡0 = 𝑥𝑒  

ή 
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Ασυμπτωτική ευστάθεια (2) 

ισοδύναμα για κάθε 𝜀1 > 0 υπάρχει χρόνος 𝑇 𝜀1, 𝑥0, 𝑡0  
τέτοιος αν  

𝑥0 − 𝑥𝑒 < 𝛿  𝑡0  

τότε  
𝑥 𝑡; 𝑥0, 𝑡0 − 𝑥𝑒 < 𝜀1 

για κάθε 𝑡 > 𝑡0 + 𝑇. 

Το σύνολο όλων των αρχικών καταστάσεων 𝑥 𝑡0 =: 𝑥0 ∈ ℝ𝑛 
για τις οποίες lim

𝑡→∞
𝑥 𝑡; 𝑥0, 𝑡0 = 𝑥𝑒 ονομάζεται περιοχή 

έλξης της κατάστασης ισορροπίας 𝑥𝑒. 
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Παράδειγμα 3 (1)  

 𝑥1 𝑡 = 𝜃 𝑡  

 𝑥2 𝑡 = 𝜃 𝑡 ⇒ 
𝑥 1 𝑡 = 𝑥2 𝑡  

 𝑥 2 𝑡 = 𝜃 𝑡 = −
𝑔

𝑙
sin 𝜃 𝑡  

⇒ 

𝑥 2 𝑡 = −
𝑔

𝑙
sin 𝑥1 𝑡  
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Παράδειγμα 3 (2)  

 𝑦 𝑡 = 𝜃 𝑡 = 𝑥1 𝑡  

 𝑔 = 9.81
𝑚

𝑠𝑒𝑐2
, 𝑙 = 1𝑚 

 𝑥 1 𝑡 = 𝑥2 𝑡  

 𝑥 2 𝑡 = −9.81 sin 𝑥1 𝑡  
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𝑑2𝜃
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+
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𝑙
𝑠𝑖𝑛𝜃 = 0 
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Παράδειγμα 3 (3)  
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In[151]:=

s NDSolve x' t y t , y' t 9.81 Sin x t , x 0 0.1,

y 0 0 , x t , y t , t, 0, 10

Out[151]=

x t InterpolatingFunction 0., 10. , t ,

y t InterpolatingFunction 0., 10. , t

In[152]:=

Plot Evaluate x t . s , t, 0, 10

Out[152]=

2 4 6 8 10
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Παράδειγμα 3 (4)  
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In[18]:= StreamDensityPlot x2, Sin x1 , x1, 3.14, 3.14 , x2, 3.14, 3.14 ,

ColorFunction "RedBlueTones", StreamStyle Black, Axes True, ImageSize Large,

AspectRatio Automatic
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Παράδειγμα 3 (5)  
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In[19]:= StreamDensityPlot x2, Sin x1 x2 , x1, 3.14, 3.14 , x2, 3.14, 3.14 ,

ColorFunction "RedBlueTones", StreamStyle Black, Axes True, ImageSize Large,

AspectRatio Automatic
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Παράδειγμα 3 (6)  
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Ολική ασυμπτωτική ευστάθεια 

Ορισμός. Η κατάσταση ισορροπίας 𝑥𝑒 ενός ελεύθερου 
συστήματος ονομάζεται ολικά ασυμπτωτικά ευσταθής 
(asymptotically stable in the large), αν είναι ευσταθής (κατά 
Lyapunov) και για κάθε αρχική κατάσταση 𝑥0 ∈ ℝ𝑛 η λύση 
𝑥 𝑡; 𝑥0, 𝑡0  συγκλίνει στην κατάσταση ισορροπίας 𝑥𝑒, καθώς 
ο χρόνος 𝑡 → ∞. 

Ορισμός. Η κατάσταση ισορροπίας 𝑥𝑒 ενός ελεύθερου 
συστήματος ονομάζεται ασταθής, αν υπάρχει 𝜀 > 0 τέτοιο 
ώστε για κανένα 𝛿 δεν ικανοποιούνται οι συνθήκες 
ευστάθειας κατά Lyapunov. 
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Αλλαγή του σημείου ισορροπίας  

Αρχικό Σύστημα 𝑥 𝑡 = 𝑓 𝑥 𝑡 , 𝑡 , 𝑡 ≥ 𝑡0 

𝑓 𝑥𝑒 , 𝑡 = 0 𝛾𝜄𝛼 𝑥𝑒 ≠ 0 

𝑥 𝑡 ≔ 𝑥 𝑡 − 𝑥𝑒 ⇒ 𝑥 𝑡 = 𝑥 𝑡 + 𝑥𝑒 

↓ 𝒙 𝒆 = 𝟎 

𝑥 𝑡 = 𝑥  𝑡 = 𝑓(𝑥 𝑡 + 𝑥𝑒 , 𝑡), 𝑡 ≥ 𝑡0 

𝑓1 𝑥 𝑡 , 𝑡 ≔ 𝑓 𝑥 𝑡 + 𝑥𝑒 , 𝑡  

𝑥  𝑡 = 𝑓1 𝑥 𝑡 , 𝑡  Τελικό Σύστημα 

𝑓1 0, 𝑡 = 𝑓 0 + 𝑥𝑒 , 𝑡 = 𝑓 𝑥𝑒, 𝑡 = 0 

𝑥 𝑒 = 0 είναι κατάσταση ισορροπίας 
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Ευσταθής (κατά Lyapunov) (2) 

Ορισμός. Η κατάσταση ισορροπίας 𝑥 𝑡; 𝑥0, 𝑡0 = 𝑥𝑒 = 0 
ονομάζεται ευσταθής (κατά Lyapunov) αν για κάθε 𝜀 > 0, 
υπάρχει 𝛿 = 𝛿(𝜀) > 0 τέτοιο ώστε αν  𝑥0 < 𝛿, τότε 
𝑥 𝑡; 𝑥0, 𝑡0 < 𝜀 για κάθε 𝑡 ≥ 0. 
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Ασυμπτωτικά ευσταθής 

Ορισμός. Η κατάσταση ισορροπίας 𝑥 𝑡; 𝑥0, 𝑡0 = 𝑥𝑒 = 0 
ονομάζεται ασυμπτωτικά ευσταθής αν είναι ευσταθής κατά 
Lyapunov και υπάρχει δ>0 τέτοιο ώστε αν 𝑥0 < 𝛿, τότε 
lim
𝑡→∞

𝑥 𝑡; 𝑥0, 𝑡0 = 0. 
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Εκθετικά ευσταθής 

Ορισμός. Η κατάσταση ισορροπίας 𝑥 𝑡; 𝑥0, 𝑡0 = 𝑥𝑒 = 0 
ονομάζεται εκθετικά ευσταθής αν υπάρχουν σταθερές 
𝛼 > 0, 𝛽 > 0, 𝛿 > 0 τέτοιες ώστε αν 𝑥0 < 𝛿, τότε 

𝑥 𝑡; 𝑥0, 𝑡0 < 𝑎𝑒−𝛽𝑡, 𝑡 ≥ 0. 
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Ολικά ασυμπτωτικά/εκθετικά ευσταθής  

Ορισμός. Η κατάσταση ισορροπίας 𝑥 𝑡; 𝑥0, 𝑡0 = 𝑥𝑒 = 0 
ονομάζεται ολικά ασυμπτωτικά ευσταθής αν είναι ευσταθής 
(κατά Lyapunov) και για όλες τις αρχικές συνθήκες 𝑥0 ∈ ℝ𝑛, 
lim
𝑡→∞

𝑥 𝑡; 𝑥0, 𝑡0 = 0. 

Ορισμός. Η κατάσταση ισορροπίας 𝑥 𝑡; 𝑥0, 𝑡0 = 𝑥𝑒 = 0 
ονομάζεται ολικά εκθετικά ευσταθής αν υπάρχουν σταθερές 
𝛼 > 0, 𝛽 > 0, 𝛿 > 0 τέτοιες ώστε αν 𝑥0 < 𝛿, τότε 
𝑥 𝑡; 𝑥0, 𝑡0 < 𝑎𝑒−𝛽𝑡, 𝑡 ≥ 0για όλες τις αρχικές συνθήκες 

𝑥0 ∈ ℝ𝑛. 

Ορισμός. Η κατάσταση ισορροπίας 𝑥 𝑡; 𝑥0, 𝑡0 = 𝑥𝑒 = 0 
ονομάζεται ασταθής αν δεν είναι ευσταθής (κατά Lyapunov). 

 

27 



 

Αριστοτέλειο    
Πανεπιστήμιο    
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Μοντέρνα Θεωρία Ελέγχου 
Τμήμα Μαθηματικών 

Θετικά ημι-ορισμένες συναρτήσεις 

𝑉 𝑥 :ℝ𝑛 → ℝ 

𝑆𝜀 𝑥𝑒 ≔ 𝑥 𝑡 : 𝑥 𝑡 − 𝑥𝑒 < 𝜀  

𝑥 = 𝑥1 𝑥2 … 𝑥𝑛 𝑇 ∈ ℝ𝑛 

𝑆𝑘 0 ≔ 𝑥 ∈ ℝ𝑛: 𝑥 ≤ 𝑘  

Ορισμός. Η συνάρτηση 𝑉 𝑥  ονομάζεται θετικά ημιορισμένη 
στην 𝑆𝑘 0 , αν για όλα τα 𝑥 ∈ 𝑆𝑘 0  

1. η 𝑉 𝑥  έχει συνεχείς μερικές παραγώγους ως προς τις 
συνταταγμένες 𝑥𝑖 , 𝑖 = 1,2, … , 𝑛 του 𝑥. 

2. 𝑉 0 = 0. 

3. 𝑉 𝑥 ≥ 0. 
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Τμήμα Μαθηματικών 

Θετικά ορισμένες συναρτήσεις 

Ορισμός. Η συνάρτηση 𝑉 𝑥  ονομάζεται θετικά ορισμένη 
στην 𝑆𝑘 0 , αν για όλα τα 𝑥 ∈ 𝑆𝑘 0  

1. η 𝑉 𝑥  έχει συνεχείς μερικές παραγώγους ως προς τις 
συνταταγμένες 𝑥𝑖 , 𝑖 = 1,2, … , 𝑛 του 𝑥. 

2. 𝑉 0 = 0 

3. 𝑉 𝑥 > 0. 

Ορισμός. Η συνάρτηση 𝑉 𝑥  ονομάζεται αόριστη αν για 
𝑥 ∈ 𝑆𝑘 0  λαμβάνει θετικές και αρνητικές τιμές. 
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Παράδειγμα 4 

𝑉 𝑥 = 𝑥 2 = 𝑥1
2 + 𝑥2

2 +⋯+ 𝑥𝑛
2 θετικά ορισμένη 

𝑉 𝑥 = 𝑥1
2 + 𝑥2

2 

θετικά ορισμένη μόνο αν 𝑛 = 2 εφόσον για 𝑥1 = 𝑥2 =
0, 𝑉 𝑥 = 0 

𝑉 𝑥 = 𝑥1 + 𝑥2
2 θετικά ημι-ορισμένη 

𝑥 = −𝑥2 𝑥2 … 𝑥𝑛 𝑇 ≠ 0 → 𝑉 𝑥 = 0 
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Τετραγωνικές μορφές 

𝑉 𝑥 = 𝑥𝑇𝑅𝑥

= 𝑥1 𝑥2 … 𝑥𝑛

𝑟11 𝑟12 … 𝑟1𝑛
𝑟21 𝑟22 … 𝑟2𝑛
⋮ ⋮ ⋱ ⋮
𝑟𝑛1 𝑟𝑛2 … 𝑟𝑛𝑛

𝑥1
𝑥2
⋮
𝑥𝑛

= 

= 𝑟11𝑥1
2 + 𝑟12 + 𝑟21 𝑥1𝑥2 +⋯+ 𝑟1𝑛 + 𝑟𝑛1 𝑥1𝑥𝑛 + 𝑟22𝑥2

2

+ 𝑟23 + 𝑟32 𝑥2𝑥3 +⋯+ 𝑟𝑛𝑛𝑥𝑛
2 

όπου 𝑅 ∈ ℝ𝑛×𝑛 συμμετρικός πίνακας. 
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Θεώρημα Sylvester 

Θεώρημα Sylvester 

Η ικανή και αναγκαία συνθήκη για να είναι η τετραγωνική 
μορφή 𝑉 𝑥 = 𝑥𝑇𝑅𝑥 θετικά ορισμένη είναι: οι πρωτεύουσες 
ορίζουσες του 𝑅 είναι μεγαλύτερες του μηδενός ή  

det 𝑟11 > 0, det
𝑟11 𝑟12
𝑟21 𝑟22

> 0, det

𝑟11 𝑟12 𝑟13
𝑟21 𝑟22 𝑟23
𝑟31 𝑟32 𝑟33

> 0,… 

… , 𝑑𝑒𝑡𝑅 > 0 

Αν οποιαδήποτε από τις παραπάνω ορίζουσες ισούται με 
μηδέν, η συνάρτηση 𝑉 𝑥  είναι θετικά ημι-ορισμένη. 
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Τμήμα Μαθηματικών 

Παράδειγμα 5 

𝑉 𝑥 = 2𝑥1
2 + 2𝑥1𝑥2 + 4𝑥2

2 + 5𝑥3
2 − 4𝑥1𝑥3 

𝑉 𝑥  είναι θετικά ορισμένη 

𝑉 𝑥 = 𝑥𝑇𝑅𝑥 = 𝑥1 𝑥2 𝑥3
2 1 −2
1 4 0
−2 0 5

𝑥1
𝑥2
𝑥3

 

 det 𝑟11 = 𝑑𝑒𝑡2 = 2 > 0, 

 det
𝑟11 𝑟12
𝑟21 𝑟22

= det
2 1
1 4

= 7 > 0, 

 det

𝑟11 𝑟12 𝑟13
𝑟21 𝑟22 𝑟23
𝑟31 𝑟32 𝑟33

= det
2 1 −2
1 4 0
−2 0 5

= 19 > 0 
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Μοντέρνα Θεωρία Ελέγχου 
Τμήμα Μαθηματικών 

Παράδειγμα 6 

𝑉 𝑥 = 2𝑥1
2 + 3𝑥2

2 

𝑉 𝑥  είναι θετικά ορισμένη 

𝑉 𝑥 = 𝑥1 𝑥2
2 0
0 3

𝑥1
𝑥2

= 𝑥𝑇𝑅𝑥 > 0 θετικά ορισμένη. 

𝑉 𝑥 = 𝑥1
2 

𝑉 𝑥  είναι θετικά ημι-ορισμένη 

𝑉 𝑥 = 𝑥1 𝑥2
1 0
0 0

𝑥1
𝑥2

= 𝑥𝑇𝑅𝑥 ≥ 0 θετικά ημι-

ορισμένη. 
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Μπορούμε να πάρουμε R συμμετρικό 
στην μορφή x’Rx ; 

𝑉 𝑥 = 𝑥𝑇𝑅𝑥 = 𝑉 𝑥 𝛵 = 𝑥𝑇𝑅𝑥 𝛵 = 𝑥𝛵𝑅𝑇𝑥 

𝑥𝑇𝑅𝑥 =
1

2
𝑥𝑇𝑅𝑥 +

1

2
𝑥𝑇𝑅𝑥 =

1

2
𝑥𝑇𝑅𝑥 +

1

2
𝑥𝑇𝑅𝑇𝑥 

= 𝑥𝑇
𝑅 + 𝑅𝑇

2
𝑥 = 𝑥𝑇𝑅𝑠𝑥 

𝑅𝑠 ≔
𝑅+𝑅𝑇

2
 είναι συμμετρικός πίνακας 

𝑅𝑠
𝑇 =

𝑅 + 𝑅𝑇

2

𝑇

=
𝑅 + 𝑅𝑇

2
= 𝑅𝑠 

35 



 

Αριστοτέλειο    
Πανεπιστήμιο    
Θεσσαλονίκης  

Μοντέρνα Θεωρία Ελέγχου 
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Θεώρημα του Schur 

Αν 𝑅 ∈ ℝ𝑛×𝑛 είναι συμμετρικός, αν δηλαδή 𝑅 = 𝑅𝑇, τότε οι 
ιδιοτιμές του 𝑅 είναι πραγματικοί αριθμοί. 

Έστω 𝜆 = 𝜎 + 𝑗𝜔 ∈ ℂ, 𝜎, 𝜔 ∈ ℝ  και  
𝑢 = 𝑥 + 𝑗𝑦 ∈ ℂ𝑛×1, 𝑥, 𝑦 ∈ ℝ𝑛×1 

𝑅𝑢 = 𝜆𝑢 → 𝑢 𝑇𝑅𝑢 = 𝜆𝑢 𝑇𝑢 

Έχουμε ότι 𝜆 = 𝜎 − 𝑗𝜔 ∈ ℂ, 𝜎, 𝜔 ∈ ℝ και 
𝑢 = 𝑥 − 𝑗𝑦 ∈ ℂ𝑛×1, 𝑥, 𝑦 ∈ ℝ𝑛×1 

𝑅𝑢 = 𝜆 𝑢 → 𝑢𝑇𝑅𝑢 = 𝜆 𝑢𝑇𝑢  
𝜆 𝑢𝑇𝑢 = 𝜆 𝑢𝑇𝑢 𝑇 = 𝜆 𝑢 𝑇𝑢 = 𝑢𝑇𝑅𝑢 𝑇 = 𝑢 𝑇𝑅𝑇𝑢 = 𝑢 𝑇𝑅𝑢

= 𝜆𝑢 𝑇𝑢 = 𝜆𝑢𝑇𝑢  
𝑢 ≠ 0 ⇒ 𝑢 𝑇𝑢 ≠ 0 → 𝜆 = 𝜆 → 𝜆 = 𝜎 ∈ ℝ 
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Μοντέρνα Θεωρία Ελέγχου 
Τμήμα Μαθηματικών 

Θεώρημα (1) 

 Θεώρημα. Η τετραγωνική μορφή 𝑉 𝑥 = 𝑥𝑇𝑅𝑥 όπου 
𝑅 = 𝑅𝑇είναι θετικά ορισμένη αν και μόνο αν όλες οι 
ιδιοτιμές 𝜆𝑖 , 𝑖 = 1,2, … , 𝑛 του 𝑅 είναι θετικοί αριθμοί. 

 Θεώρημα Η τετραγωνική μορφή 𝑉 𝑥 = 𝑥𝑇𝑅𝑥 όπου 
𝑅 = 𝑅𝑇 είναι θετικά ημι-ορισμένη αν και μόνο αν όλες οι 
ιδιοτιμές 𝜆𝑖 , 𝑖 = 1,2, … , 𝑛 του 𝑅 είναι μη αρνητικοί 
αριθμοί. 
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Μοντέρνα Θεωρία Ελέγχου 
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Παράδειγμα 7 

Έστω 𝑉 𝑥 = 𝑥𝑇𝑅𝑥 = 𝑥1 𝑥2
2 −6
0 2

𝑥1
𝑥2

= 

= 2𝑥1
2 − 6𝑥1𝑥2 + 2𝑥2

2 

𝑉 𝑥 = 𝑥𝑇𝑅𝑥 = 𝑥1 𝑥2
𝑅 + 𝑅𝑇

2

𝑥1
𝑥2

= 𝑥1 𝑥2
2 −3
−3 2

𝑥1
𝑥2

 

Οι ιδιοτιμές του πίνακα 
2 −3
−3 2

 είναι 5,-1. 

Η 2𝑥1
2 − 6𝑥1𝑥2 + 2𝑥2

2 είναι αόριστη. 
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Μοντέρνα Θεωρία Ελέγχου 
Τμήμα Μαθηματικών 

Απλή-Κλειστή επιφάνεια 

𝑉 𝑥 :ℝ𝑛 → ℝ 
𝑆 = 𝑥 ∈ ℝ𝑛: 𝑉 𝑥 = 𝐾 𝛾𝜄𝛼 𝐾 > 0  

Το σύνολο 𝑆 ονομάζεται επιφάνεια στον ℝ𝑛. 

Απλή επιφάνεια 𝑆 στον ℝ𝑛 δεν τέμνει τον εαυτό της 
𝑥1 ≠ 𝑥2 ⇒ 𝑉 𝑥1 ≠ 𝑉 𝑥2  

Κλειστή επιφάνεια  

 Τέμνει όλες τις καμπύλες που ξεκινούν από το σημείο 
𝑥 = 0 και καταλήγουν στο άπειρο. 
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Απλή κλειστή επιφάνεια (1) 

Αν η βαθμωτή συνάρτηση 𝑉 𝑥  είναι θετικά ορισμένη και 
𝑉 𝑥 → ∞, όταν 𝑥 → ∞ τότε το σύνολο των σημείων  

𝑆 = 𝑥 ∈ ℝ𝑛: 𝑉 𝑥 = 𝐾 𝛾𝜄𝛼 𝐾 > 0  

αποτελεί απλή κλειστή επιφάνεια. 

Επιπλέον, αν 0 < 𝐾1 < 𝐾2 η επιφάνεια 𝑉 𝑥 = 𝐾2 πλήρως 
περιβάλλει την επιφάνεια 𝑉 𝑥 = 𝐾1. 

Παράδειγμα: 

𝑉 𝑥 = 𝑥𝑇𝑅𝑥 = 𝑥1 𝑥2
1 1
1 4

𝑥1
𝑥2

= 𝑥1
2 + 2𝑥1𝑥2 + 4𝑥2

2 
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Απλή κλειστή επιφάνεια (2) 

 𝑆1 = 𝑥 ∈ ℝ2: 𝑉 𝑥 = 2  

 𝑆2 = 𝑥 ∈ ℝ2: 𝑉 𝑥 = 1  
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Συνάρτηση Lyapunov 

𝑥 𝑡 = 𝑓 𝑥 𝑡  (1) 

Μία θετικά ορισμένη βαθμωτή συνάρτηση 𝑉 𝑥  ονομάζεται 
συνάρτηση του Lyapunov αν το διάνυσμα 𝑥 είναι λύση της (1) 
και έχει συνεχείς πρώτες μερικές παραγώγους ως προς τις 
συντεταγμένες 𝑥𝑖 𝑡 , 𝑖 = 1,2,… , 𝑛 της λύσης 𝑥 𝑡  της (1). 

𝑉 𝑥 ≔
𝑑𝑉 𝑥 𝑡

𝑑𝑡
=

𝜕𝑉 𝑥 𝑡

𝑑𝑥1

𝑑𝑥1 𝑡

𝑑𝑡
+ ⋯+ 

𝜕𝑉 𝑥 𝑡

𝑑𝑥𝑛

𝑑𝑥𝑛 𝑡

𝑑𝑡

=  
𝜕𝑉 𝑥 𝑡

𝑑𝑥𝑖

𝑛

𝑖=1

𝑥 𝑖 𝑡 =  
𝜕𝑉 𝑥 𝑡

𝑑𝑥𝑖

𝑛

𝑖=1

𝑓𝑖 𝑥  

 𝑥 𝑡 = 𝐴𝑥 𝑡 , 𝑉 𝑥 = 𝑥𝑇𝑥 

 𝑉 𝑥 =
𝑑𝑥𝑇

𝑑𝑡
𝑥 + 𝑥𝑇 𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑥𝑇𝐴𝑇𝑥 + 𝑥𝑇𝐴𝑥 = 𝑥𝑇 𝐴𝑇 + 𝐴 𝑥 
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Θεώρημα (2) 

Θεώρημα. Η κατάσταση ισορροπίας στην αρχή των 
συντεταγμένων του ℝ𝑛 ή η μηδενική λύση 𝑥 𝑡; 𝑥𝑒, 𝑡0 =
𝑥𝑒 = 0 του συστήματος (1), είναι ευσταθής (κατά Lyapunov) 
αν σε μία περιοχή 𝑆𝑘 0 = 𝑥 ∈ ℝ𝑛: 𝑥 ≤ 𝑘, 𝑘 > 0  της 
αρχής των συντεταγμένων του ℝ𝑛 υπάρχει μία συνάρτηση 
Lyapunov 𝑉 𝑥  τέτοια ώστε η παράγωγος της 𝑉 𝑥  
υπολογισμένη επάνω στις λύσεις 𝑥 𝑡; 𝑥𝑒, 𝑡0  της (1) είναι 
αρνητικά ημι-ορισμένη, αν δηλαδή 

𝑑𝑉 𝑥 𝑡

𝑑𝑡
=   

𝜕𝑉 𝑥 𝑡

𝑑𝑥𝑖

𝑛

𝑖=1

𝑓𝑖 𝑥 ≤ 0. 

 

43 



 

Αριστοτέλειο    
Πανεπιστήμιο    
Θεσσαλονίκης  

Μοντέρνα Θεωρία Ελέγχου 
Τμήμα Μαθηματικών 

Θεώρημα (3) 

Θεώρημα. Η κατάσταση ισορροπίας στην αρχή των 
συντεταγμένων του ℝ𝑛 ή η μηδενική λύση 𝑥 𝑡; 𝑥𝑒, 𝑡0 =
𝑥𝑒 = 0 του συστήματος (1), είναι ασυμπτωτικά ευσταθής 
(κατά Lyapunov) αν σε μία περιοχή 
𝑆𝑘 0 = 𝑥 ∈ ℝ𝑛: 𝑥 ≤ 𝑘, 𝑘 > 0  της αρχής των 
συντεταγμένων του ℝ𝑛 υπάρχει μία συνάρτηση Lyapunov 
𝑉 𝑥  τέτοια ώστε η παράγωγος της 𝑉 𝑥  υπολογισμένη 
επάνω στις λύσεις 𝑥 𝑡; 𝑥𝑒 , 𝑡0  της (1) είναι αρνητικά 
ορισμένη, αν δηλαδή 

𝑑𝑉 𝑥 𝑡

𝑑𝑡
=   

𝜕𝑉 𝑥 𝑡

𝑑𝑥𝑖

𝑛

𝑖=1

𝑓𝑖 𝑥 < 0. 

44 
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Πανεπιστήμιο    
Θεσσαλονίκης  

Μοντέρνα Θεωρία Ελέγχου 
Τμήμα Μαθηματικών 

Ασυμπτωτική ευσταθεια της κατάστασης 
ισορροπίας στην αρχή των αξόνων (1) 
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Ασυμπτωτική ευσταθεια της κατάστασης ισορροπίας στην 
αρχή των αξόνων στον ℝ2. 



 

Αριστοτέλειο    
Πανεπιστήμιο    
Θεσσαλονίκης  

Μοντέρνα Θεωρία Ελέγχου 
Τμήμα Μαθηματικών 

Ασυμπτωτική ευσταθεια της κατάστασης 
ισορροπίας στην αρχή των αξόνων (2) 
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Πανεπιστήμιο    
Θεσσαλονίκης  

Μοντέρνα Θεωρία Ελέγχου 
Τμήμα Μαθηματικών 

Παράδειγμα 8 

Έστω το σύστημα  
𝑥 1 𝑡

𝑥 2 𝑡
=

0 1
−1 0

𝑥1 𝑡

𝑥2 𝑡
 

𝑥𝑒 =
𝑥1𝑒
𝑥2𝑒

=
0
0

 

𝑉 𝑥 = 𝑥1
2 𝑡 + 𝑥2

2 𝑡  

𝑉 𝑥 = 2𝑥1 𝑡 𝑥 1 𝑡 + 2𝑥2 𝑡 𝑥 2 𝑡
= 2𝑥1 𝑡 𝑥2 𝑡 − 2𝑥2 𝑡 𝑥1 𝑡 = 0 

Ευσταθής κατά Lyapunov. 
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Πανεπιστήμιο    
Θεσσαλονίκης  

Μοντέρνα Θεωρία Ελέγχου 
Τμήμα Μαθηματικών 

Παράδειγμα 9 

Έστω το σύστημα  

 
𝑥 1 𝑡 = −𝑥1 𝑡 + 𝑥2 𝑡

𝑥 2 𝑡 = −𝑥1 𝑡 − 𝑥2 𝑡 − 𝑥2
3 𝑡

 

𝑥𝑒 =
𝑥1𝑒
𝑥2𝑒

=
0
0

 

𝑉 𝑥 = 𝑥1
2 𝑡 + 𝑥2

2 𝑡  
𝑉 𝑥 = 2𝑥1 𝑡 𝑥 1 𝑡 + 2𝑥2 𝑡 𝑥 2 𝑡 = 

= 2𝑥1 𝑡 −𝑥1 𝑡 + 𝑥2 𝑡 + 2𝑥2 𝑡 −𝑥1 𝑡 − 𝑥2 𝑡 − 𝑥2
3 𝑡

= −2𝑥1
2 𝑡 − 2𝑥2

2 𝑡 − 2𝑥2
4 𝑡

= −2𝑥1
2 𝑡 − 2𝑥2

2 𝑡 1 + 𝑥2
2 𝑡  

𝑉 0 = 0 𝑥 𝑡 ≠ 0, 𝑉 𝑥 < 0 

𝑉 𝑥  είναι αρνητικά ημι-ορισμένη. 
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Πανεπιστήμιο    
Θεσσαλονίκης  

Μοντέρνα Θεωρία Ελέγχου 
Τμήμα Μαθηματικών 

Ευσταθής κατά Lyapunov 

𝑥 𝑡 = 𝐴𝑥 𝑡  
𝑥 𝑡 = 𝑥 𝑡; 𝑥0, 0 = 𝑒𝐴𝑡𝑥0 

Ευσταθής κατά Lyapunov 

Αν για κάθε 𝜀 > 0 υπάρχει 𝛿(𝜀) > 0 τέτοιο ώστε  

𝑥0 − 𝑥𝑒 < 𝛿
∀𝑡≥𝑡0

𝑥 𝑡; 𝑥0, 𝑡0 − 𝑥𝑒 < 𝜀 

Κατάσταση ισορροπίας 𝑥𝑒 → 𝑥𝑒 = 𝑒𝐴𝑡𝑥𝑒 
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Θεσσαλονίκης  

Μοντέρνα Θεωρία Ελέγχου 
Τμήμα Μαθηματικών 

Θεώρημα 4 (1) 

Θεώρημα. Κάθε κατάσταση ισορροπίας 𝑥𝑒 της (1) είναι 
ευσταθής (κατά Lyapunov) αν και μόνο αν ο πίνακας 𝑒𝐴𝑡 
είναι φραγμένος ή ισοδύναμα αν και μόνο αν υπάρχει 
σταθερά 𝑘 τέτοια ώστε 𝑒𝐴𝑡 ≤ 𝑘 < ∞,∀𝑡 ≥ 0. 

⇒  Έστω ότι υπάρχει σταθερά 𝑘 τέτοια ώστε  
𝑒𝐴𝑡 ≤ 𝑘 ≤ ∞ 

𝑥𝑒 μία κατάσταση ισορροπίας  
𝑥 𝑡 − 𝑥𝑒 = 𝑒𝐴𝑡 𝑥0 − 𝑥𝑒  

𝑥 𝑡 − 𝑥𝑒 = 𝑒𝐴𝑡 𝑥0 − 𝑥𝑒 ≤ 𝑒𝐴𝑡 𝑥0 − 𝑥𝑒
≤ 𝑘 𝑥0 − 𝑥𝑒 ≤ 𝑘𝛿 = 𝜀 

για κάθε 𝜀 > 0, 𝛿 =
𝜀

𝑘
. 
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Μοντέρνα Θεωρία Ελέγχου 
Τμήμα Μαθηματικών 

Θεώρημα 4 (2) 

(⇐)𝑥𝑒 είναι ευσταθής 

ο 𝑒𝐴𝑡 δεν είναι φραγμένος 

τουλάχιστον ένα στοιχείο 𝜓𝑖𝑗 𝑡  του 𝑒𝐴𝑡 δεν είναι φραγμένο  

lim
𝑡→∞

𝜓𝑖𝑗 𝑡 → ∞ 

𝑥0 έτσι ώστε 

𝑥0 − 𝑥𝑒 = 0 0 … 𝑎𝑗 … 0 𝑇 , 𝑎𝑗 ≠ 0 

𝑥 𝑡 − 𝑥𝑒 = 𝜓1𝑗 𝑡 𝜓2𝑗 𝑡 … 𝜓𝑖𝑗 𝑡 𝑎𝑗 … 𝜓𝑛𝑗 𝑡 𝑇 

lim
𝑡→∞

𝑥 𝑡 − 𝑥𝑒 → ∞ → 𝑥𝑒 δεν είναι ευσταθής 
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Τμήμα Μαθηματικών 

Νόρμα του eAt (1) 

𝐽 = 𝑄−1𝐴𝑄 κανονική μορφή Jordan 
𝐽: = 𝑏𝑙𝑜𝑐𝑘 𝑑𝑖𝑎𝑔 𝐽1 𝐽2 … 𝐽𝑟 ∈ ℝ𝑛×𝑛 

𝐽𝑖: = 𝑏𝑙𝑜𝑐𝑘 𝑑𝑖𝑎𝑔 𝐽𝑖1 𝐽𝑖2 … 𝐽𝑖𝑛 ∈ ℝ𝑚𝑖×𝑚𝑖  
𝑚𝑖: = 𝑚𝑖1 +𝑚𝑖2 +⋯+𝑚𝑖𝑛, 𝑖 = 1,2, … , 𝑟 

ιδιοτιμή 𝜆𝑖 

𝐽𝑖𝑗 =

𝜆𝑖 1 0 … 0 0
0 𝜆𝑖 1 … 0 0
⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮
0 0 0 … 𝜆𝑖 1
0 0 0 . . 0 𝜆𝑖

∈ ℝ𝑚𝑖𝑗×𝑚𝑖𝑗  

𝑒𝐴𝑡 = 𝑄𝑒𝐽𝑡𝑄−1  
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Μοντέρνα Θεωρία Ελέγχου 
Τμήμα Μαθηματικών 

Νόρμα του eAt (2) 

𝑒𝐽𝑡 =

𝑒𝐽1𝑡 0 … 0
0 𝑒𝐽2𝑡 … 0
⋮ ⋮ ⋱ ⋮
0 0 … 𝑒𝐽𝑟𝑡

 

𝑒𝐽𝑖𝑡 =

𝑒𝐽𝑖1𝑡 0 … 0
0 𝑒𝐽𝑖2𝑡 … 0
⋮ ⋮ ⋱ ⋮
0 0 … 𝑒𝐽𝑖𝑟𝑡

 

53 



 

Αριστοτέλειο    
Πανεπιστήμιο    
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Μοντέρνα Θεωρία Ελέγχου 
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Νόρμα του eAt (3) 

𝑒𝐽𝑖𝑗𝑡 =

1
1

1!
𝑡

1

2!
𝑡2 …

1

𝑚𝑖𝑗 − 1 !
𝑡𝑚𝑖𝑗−1

0 1
1

1!
𝑡 …

1

𝑚𝑖𝑗 − 2 !
𝑡𝑚𝑖𝑗−2

0 0 1 …
1

𝑚𝑖𝑗 − 3 !
𝑡𝑚𝑖𝑗−3

0 0 0 …
1

1!
𝑡

0 0 0 … 1

𝑒𝜆𝑖𝑡 

𝑒𝐽𝑡 = 𝑄−1𝑒𝐴𝑡𝑄 = 𝑄−1 𝑒𝐴𝑡 𝑄   
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Πανεπιστήμιο    
Θεσσαλονίκης  

Μοντέρνα Θεωρία Ελέγχου 
Τμήμα Μαθηματικών 

Νόρμα του eAt (4) 

𝜆𝑖 = 𝜎𝑖 + 𝑗𝜔𝑖 → 𝑡𝑘𝑒𝜎𝑖𝑡+𝑗𝜔𝑖𝑡 

όπου 𝑘 = 0,1,2, … ,𝑚𝑖𝑗 − 1. 

• 𝑅𝑒 𝜆𝑖 = 𝜎𝑖 < 0 → 𝑡𝑘𝑒𝜎𝑖𝑡+𝑗𝜔𝑖𝑡 είναι φραγμένη. 

• 𝑅𝑒 𝜆𝑖 = 𝜎𝑖 = 0 → 𝑡𝑘𝑒𝜎𝑖𝑡+𝑗𝜔𝑖𝑡 είναι φραγμένη αν και 
μόνο αν 𝑘 = 0. 
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Πανεπιστήμιο    
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Μοντέρνα Θεωρία Ελέγχου 
Τμήμα Μαθηματικών 

Θεώρημα 5 (1) 

Θεώρημα. Κάθε κατάσταση ισορροπίας 𝑥𝑒 της (1) είναι 
ευσταθής (κατά Lyapunov), αν και μόνο αν  

• όλες οι ιδιοτιμές 𝜆𝑖 , 𝑖 = 1,2, . . , 𝑟 του 𝛢 έχουν πραγματικό μέρος 
𝑅𝑒 𝜆𝑖 ≤ 0 και  

• οι ιδιοτιμές 𝜆𝑖 με πραγματικό μέρος 𝑅𝑒 𝜆𝑖 = 0, 𝑖 = 1,2,… , 𝑞  

αποτελούν απλές ρίζες του ελάχιστου πολυωνύμου 𝜓𝑛 𝑠  του 
Α, έχουν δηλαδή πολλαπλότητες 𝑚𝑖𝑗 = 1 για 𝑖 = 1,2, … , 𝑞.  

Ισοδύναμα η κατάσταση ισορροπίας 𝑥𝑒 της (1) είναι ευσταθής 
(κατά Lyapunov) αν και μόνο αν το ελάχιστο πολυώνυμο 𝜓𝑛 𝑠  
του Α έχει τη μορφή  
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Θεσσαλονίκης  

Μοντέρνα Θεωρία Ελέγχου 
Τμήμα Μαθηματικών 

Θεώρημα 5 (2) 

𝜓𝑛 𝑠 = 𝑠 − 𝜆1
𝑚1𝑛 𝑠 − 𝜆2

𝑚2𝑛 … 𝑠 − 𝜆𝑟
𝑚𝑟𝑛

= 𝑠𝑚1𝑛  𝑠− 𝑗𝜔𝑖
𝑚𝑖𝑛

𝑞

𝑖=2

 𝑠− 𝜆𝑖
𝑚𝑖𝑛

𝑟

𝑖=𝑟−𝑞

 

όπου 𝑚1𝑛 = 0,1,𝑚𝑖𝑛 = 0,1, 𝑖 = 2,3, … , 𝑞 𝜅𝛼𝜄 𝑅𝑒 𝜆𝑖 < 0,
 𝑖 = 𝑟 − 𝑞, 𝑟 − 𝑞 + 1, . . , 𝑟. 

Ισοδύναμα, αν 𝐽 είναι η κανονική μορφή Jordan του 𝛢 τότε τα 
Jordan blocks που αντιστοιχούν στις ιδιοτιμές 𝜆𝑖  με 
𝑅𝑒 𝜆𝑖 = 0 έχουν όλα διαστάσεις 1 × 1 και όλα τα Jordan 
blocks που έχουν διαστάσεις ίσες ή μεγαλύτερες με 2 × 2 
αντιστοιχούν σε ιδιοτιμές 𝜆𝑖  με 𝑅𝑒(𝜆𝑖) < 0. 
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Μοντέρνα Θεωρία Ελέγχου 
Τμήμα Μαθηματικών 

Παράδειγμα 10 (1) 

Έστω το σύστημα  

𝑥 𝑡 =
0 0 0
0 0 0
0 0 −1

𝑥1 𝑡

𝑥2 𝑡

𝑥3 𝑡

 

 𝑠𝐼3 − 𝐴 =
𝑠 0 0
0 𝑠 0
0 0 𝑠 + 1

 

Ιδιοτιμές: 

• 𝜆1 = 0 με πολλαπλότητα 2 

• 𝜆2 = −1 
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Μοντέρνα Θεωρία Ελέγχου 
Τμήμα Μαθηματικών 

Παράδειγμα 10 (2) 

 

 𝑚0 𝑠 := 1,𝑚1 𝑠 = 𝛭𝛫𝛥 𝑠, 𝑠, 𝑠 + 1,0,0,0,0,0,0 = 1 

𝜓1 𝑠 =
𝑚1 𝑠

𝑚0 𝑠
=1 

 𝑚2 𝑠 = 𝛭𝛫𝛥 𝑠2, 0,0,0, 𝑠 𝑠 + 1 , 𝑠 𝑠 + 1 , 0 = 𝑠 

𝜓2 𝑠 =
𝑚2 𝑠

𝑚1 𝑠
=s 

 𝑚3 𝑠 = 𝑑𝑒𝑡 𝑠𝐼3 − 𝐴 = 𝑠2 𝑠 + 1  

𝜓3 𝑠 =
𝑚3 𝑠

𝑚2 𝑠
= 𝑠 𝑠 + 1  
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Πανεπιστήμιο    
Θεσσαλονίκης  

Μοντέρνα Θεωρία Ελέγχου 
Τμήμα Μαθηματικών 

Παράδειγμα 10 (3) 

𝐽1 =
𝐽12 0
0 𝐽12

=
0 0
0 0

 

 𝑒𝐽1𝑡 =
1 0
0 1

 

 𝐽23 = 𝐽2 = −1, 𝑒𝐽2𝑡 = 𝑒−𝑡 

𝑒𝐽𝑡 = 𝑒𝐽1𝑡 0
0 𝑒𝐽2𝑡

=
1 0 0
0 1 0
0 0 𝑒−𝑡

 

Ευσταθής κατά Lyapunov. 
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Πανεπιστήμιο    
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Μοντέρνα Θεωρία Ελέγχου 
Τμήμα Μαθηματικών 

Παράδειγμα 11 

Έστω το σύστημα 

𝑥 𝑡 =
0 1 0
0 0 0
0 0 −1

𝑥1 𝑡

𝑥2 𝑡

𝑥3 𝑡

 

𝜓1 𝑠 = 𝜓2 𝑠 = 1, 𝜓3 𝑠 = 𝑠2 𝑠 + 1  

 𝐽13 =
0 1
0 0

= 𝐽1, 𝑒
𝐽13𝑡 = 𝑒𝐽1𝑡 =

1 𝑡
0 1

 

 𝐽23 = −1 = 𝐽2, 𝑒𝐽2𝑡 = 𝑒−𝑡 

𝑒𝐽𝑡 = 𝑒𝐽1𝑡 0
0 𝑒𝐽2𝑡

=
1 𝑡 0
0 1 0
0 0 𝑒−𝑡
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Μοντέρνα Θεωρία Ελέγχου 
Τμήμα Μαθηματικών 

Θεώρημα 6 (1) 

Θεώρημα. Η κατάσταση ισορροπίας 𝑥𝑒 = 0 της (1) είναι 
ασυμπτωτικά ευσταθής αν και μόνο αν όλες οι ιδιοτιμές 
𝜆𝑖 , 𝑖 = 1,2, . . , 𝑟 του 𝐴 ∈ ℝ𝑛×𝑛 έχουν αρνητικό πραγματικό 
μέρος, αν δηλαδή 𝑅𝑒 𝜆𝑖 < 0, 𝑖 = 1,2, . . , 𝑟. 

Ορισμός. Ένας πίνακας 𝐴 ∈ ℝ𝑛×𝑛 του οποίου όλες οι 
ιδιοτιμές 𝜆𝑖 , 𝑖 = 1,2, . . , 𝑟 έχουν αρνητικό πραγματικό μέρος 
ονομάζεται ασυμπτωτικά ευσταθής. 

𝑉 𝑥 = 𝑥𝑇𝑅𝑥, 𝑅 = 𝑅𝑇 > 0 

𝑉 𝑥 𝑡 < 0 
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Μοντέρνα Θεωρία Ελέγχου 
Τμήμα Μαθηματικών 

Θεώρημα 6 (2) 

𝑉 𝑥 𝑡 = 𝑥 𝑇 𝑡 𝑅𝑥 𝑡 + 𝑥𝑇 𝑡 𝑅𝑥 𝑡 = 

= 𝑥𝑇 𝑡 𝐴𝑇𝑅𝑥 𝑡 + 𝑥𝑇 𝑡 𝑅𝐴𝑥 𝑡 = 𝑥𝑇 𝑡 𝐴𝑇𝑅 + 𝑅𝐴 𝑥 𝑡  

Αν ορίσουμε 
𝐴𝑇𝑅 + 𝑅𝐴:= −𝑄 

τότε 

𝑉 𝑥 𝑡 =
𝑑

𝑑𝑡
𝑉 𝑥 𝑡 = −𝑥𝑇 𝑡 𝑄𝑥 𝑡  

όπου 𝑄 = 𝑄𝑇 > 0. 
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Μοντέρνα Θεωρία Ελέγχου 
Τμήμα Μαθηματικών 

Θεώρημα (Lyapunov) (1)  

Θεώρημα (Lyapunov)  

Όλες οι ιδιοτιμές 𝜆𝑖 = 𝜎𝑖 + 𝑗𝜔𝑖 , 𝑖 = 1,2, … , 𝑛 του πίνακα 
𝐴 ∈ ℝ𝑛×𝑛 έχουν αρνητικό πραγματικό μέρος 

𝑅𝑒 𝜆𝑖 = 𝜎𝑖 < 0, 𝑖 = 1,2, … , 𝑛 

(ο 𝐴 ∈ ℝ𝑛×𝑛 είναι ασυμπτωτικά ευσταθής) αν και μόνο αν 
για κάθε συμμετρικό και θετικά ορισμένο πίνακα 𝑄 ∈ ℝ𝑛×𝑛 
(δηλαδή για κάθε 𝑄 = 𝑄𝑇 > 0) η λύση 𝑅 ∈ ℝ𝑛×𝑛 της 
εξίσωσης Lyapunov 

𝐴𝑇𝑅 + 𝑅𝐴:= −𝑄 

είναι συμμετρική και θετικά ορισμένη. 
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Θεώρημα (Lyapunov) (2)  

1. Διαλέγουμε ένα αυθαίρετο αλλά συμμετρικό και θετικά 
ορισμένο πίνακα 𝑄 π.χ. τον μοναδιαίο πίνακα 𝐼𝑛. 

2. Λύνουμε την εξίσωση Lyapunov 𝐴𝑇𝑅 + 𝑅𝐴:= −𝑄 ως 
προς 𝑅. 

3. Αν ο πίνακας 𝑅 είναι θετικά ορισμένος, τότε ο πίνακας 𝛢   
είναι ασυμπτωτικά ευσταθής. 

Αν ο πίνακας 𝑅 δεν είναι θετικά ορισμένος τότε ο πίνακας 
𝛢 δεν είναι ασυμπτωτικά ευσταθής. 
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Παράδειγμα 12 (1) 

Έστω  

𝐴 =
−1 3
0 −1

 

Έχει ιδιοτιμές: -1,-1, είναι ασυμπτωτικά ευσταθής 

𝑅 =
1 0
0 1

 

𝑄 = − 𝐴𝑇𝑅 + 𝑅𝐴 = −
−1 0
3 −1

+
−1 3
0 −1

=
2 −3
−3 2

  

Ο 𝑄 είναι αόριστος 
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Παράδειγμα 12 (2) 

𝑄 =
1 0
0 1

 

𝑄 = − 𝐴𝑇𝑅 + 𝑅𝐴 → 𝑅 =

1

2

3

4
3

4

11

4

 

𝑅 είναι θετικά ορισμένος 
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Παράδειγμα 12 (3) 
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In[7]:= Reduce Transpose a .p p.a IdentityMatrix 2 , r11, r12, r21, r22

Out[7]= r11
1

2
&& r12
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Θεώρημα (Lyapunov) (3) 

Θεώρημα (Lyapunov)  

Όλες οι ιδιοτιμές 𝜆𝑖 = 𝜎𝑖 + 𝑗𝜔𝑖 , 𝑖 = 1,2, … , 𝑛 του πίνακα 
𝐴 ∈ ℝ𝑛×𝑛 έχουν αρνητικό πραγματικό μέρος 

𝑅𝑒 𝜆𝑖 = 𝜎𝑖 < 0, 𝑖 = 1,2, … , 𝑛 

(ο 𝐴 ∈ ℝ𝑛×𝑛 είναι ασυμπτωτικά ευσταθής) αν και μόνο αν 
για κάθε συμμετρικό και θετικά ορισμένο πίνακα 𝑄 ∈ ℝ𝑛×𝑛 
(δηλαδή για κάθε 𝑄 = 𝑄𝑇 > 0) η λύση 𝑅 ∈ ℝ𝑛×𝑛 της 
εξίσωσης Lyapunov 

𝐴𝑇𝑅 + 𝑅𝐴:= −𝑄 

είναι συμμετρική και θετικά ορισμένη. 

 

69 



 

Αριστοτέλειο    
Πανεπιστήμιο    
Θεσσαλονίκης  

Μοντέρνα Θεωρία Ελέγχου 
Τμήμα Μαθηματικών 

Θεώρημα (Lyapunov) (4) 

Λύση 

𝑅 =  𝑒𝐴
𝑇𝑡𝑄𝑒𝐴𝑡𝑑𝑡

∞

0

 

Το ολοκλήρωμα είναι καλά ορισμένο (πεπερασμένο) 
δεδομένου ότι ο πίνακας 𝛢 είναι ασυμπτωτικά ευσταθής και 
συνεπώς η νόρμα του πίνακα μέσα στο ολοκλήρωμα 
συγκλίνει στο μηδέν εκθετικά καθώς ο χρόνος πάει στο 
άπειρο. Συνεπώς το ολοκλήρωμα συγκλίνει απολύτως. 

Ο πίνακας R ικανοποιεί την εξίσωση: 
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Θεώρημα (Lyapunov) (5) 

𝐴𝑇𝑅 + 𝑅𝐴 = 𝐴𝑇  𝑒𝐴
𝑇𝑡𝑄𝑒𝐴𝑡𝑑𝑡

∞

0

+  𝑒𝐴
𝑇𝑡𝑄𝑒𝐴𝑡𝑑𝑡

∞

0

𝐴 = 

=  𝐴𝑇𝑒𝐴
𝑇𝑡𝑄𝑒𝐴𝑡𝑑𝑡

∞

0

+ 𝑒𝐴
𝑇𝑡𝑄𝑒𝐴𝑡𝐴𝑑𝑡

∞

0

= 

=  𝐴𝑇𝑒𝐴
𝑇𝑡𝑄𝑒𝐴𝑡 + 𝑒𝐴𝑇𝑡𝑄𝑒𝐴𝑡𝐴 𝑑𝑡

∞

0

= 

=  
𝑑

𝑑𝑡
𝑒𝐴

𝑇𝑡𝑄𝑒𝐴𝑡 𝑑𝑡
∞

0

= 

= 𝑒𝐴
𝑇𝑡𝑄𝑒𝐴𝑡

0

+∞
= lim

𝑡→∞
𝑒𝐴

𝑇𝑡𝑄𝑒𝐴𝑡 − 𝑒𝐴
𝑇×0𝑄𝑒𝐴×0 = −𝑄 
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Θεώρημα (Lyapunov) (6) 

Ο πίνακας R είναι συμμετρικός: 

𝑅𝑇 =  𝑒𝐴
𝑇𝑡𝑄𝑒𝐴𝑡

𝑇
𝑑𝑡

+∞

0

 

=  𝑒𝐴𝑡 𝑇𝑄𝑇 𝑒𝐴
𝑇𝑡

𝑇
𝑇

𝑑𝑡
+∞

0

𝑄=𝑄𝑇

 𝑒𝐴
𝑇𝑡𝑄𝑒𝐴𝑡

𝑇
𝑑𝑡

+∞

0

= 𝑅 

Ο πίνακας R είναι θετικά ορισμένος: 

 𝑧𝑇𝑅𝑧 =  𝑧𝑇𝑒𝐴
𝑇𝑡𝑄𝑒𝐴𝑡𝑧𝑑𝑡

+∞

0
=  𝑤𝑇 𝑡 𝑄𝑤 𝑡 𝑑𝑡

+∞

0
≥ 0,𝑄 > 0 

 𝑧𝑇𝑅𝑧 = 0 ⇒  𝑤𝑇 𝑡 𝑄𝑤 𝑡 𝑑𝑡
+∞

0
= 0 ⇒ 𝑤 𝑡 = 0 ⇒ 𝑒𝐴𝑡𝑧 =

0, ∀𝑡 ≥ 0 ⇒ 𝑧 = 0 
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Θεώρημα (Lyapunov) (7) 

Η λύση R είναι μοναδική: 
𝐴𝑇𝑅1 + 𝑅1𝐴 = −𝑄 
𝐴𝑇𝑅2 + 𝑅2𝐴 = −𝑄 

𝐴𝑇 𝑅1 − 𝑅2 + 𝑅1 − 𝑅2 𝐴 = 0 

𝑒𝐴
𝑇𝑡𝐴𝑇 𝑅1 − 𝑅2 𝑒𝐴𝑡 + 𝑒𝐴

𝑇𝑡 𝑅1 − 𝑅2 𝐴𝑒𝐴𝑡 = 0 

 

𝑑

𝑑𝑡
𝑒𝐴

𝑇𝑡 𝑅1 − 𝑅2 𝑒𝐴𝑡 = 0 ⇒ 𝑒𝐴𝑇𝑡 𝑅1 − 𝑅2 𝑒𝐴𝑡 = 𝑐 ∈ ℝ

lim
𝑡→∞

𝑒𝐴
𝑇𝑡 𝑅1 − 𝑅2 𝑒𝐴𝑡 = 0

 

↓ 
𝑅1 = 𝑅2 
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Παράδειγμα 13 

Έστω  

𝐴 =
−1 3
0 −1

 

𝑄 = 𝐼2, 𝑅 =  𝑒𝐴
𝑇𝑡𝑄𝑒𝐴𝑡𝑑𝑡

∞

0
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Out[5]=

1
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