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Πανεπιστήμιο    
Θεσσαλονίκης  

Μοντέρνα Θεωρία Ελέγχου 
Τμήμα Μαθηματικών 

 Το παρόν εκπαιδευτικό υλικό υπόκειται σε άδειες χρήσης 
Creative Commons.  

 Για εκπαιδευτικό υλικό, όπως εικόνες, που υπόκειται σε 
άλλου τύπου άδειας χρήσης, η άδεια χρήσης αναφέρεται 
ρητώς.  

Άδειες Χρήσης 
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 Το παρόν εκπαιδευτικό υλικό έχει αναπτυχθεί στα πλαίσια του 
εκπαιδευτικού έργου του διδάσκοντα. 

 Το έργο «Ανοικτά Ακαδημαϊκά Μαθήματα στο Αριστοτέλειο 
Πανεπιστήμιο Θεσσαλονίκης» έχει χρηματοδοτήσει μόνο την 
αναδιαμόρφωση του εκπαιδευτικού υλικού.  

 Το έργο υλοποιείται στο πλαίσιο του Επιχειρησιακού 
Προγράμματος «Εκπαίδευση και Δια Βίου Μάθηση» και 
συγχρηματοδοτείται από την Ευρωπαϊκή Ένωση (Ευρωπαϊκό 
Κοινωνικό Ταμείο) και από εθνικούς πόρους. 

Χρηματοδότηση 
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Περιεχόμενα Ενότητας 

 Ανατροφοδότηση εξόδου γραμμικών συστημάτων. 
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Σκοποί Ενότητας 

 Μελέτη της διαδικασίας ανατροφοδότησης εξόδου 
γραμμικών συστημάτων. 
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Άσκηση (1) 

Άσκηση. Δείξτε ότι ένα συνεχές γραμμικό σύστημα είναι ελέγξιμο 
αν και μόνο αν το υπό ανάδραση κατάστασης σύστημα είναι 
ελέγξιμο. 

Απόδειξη. Ο πίνακας ελεγξιμότητας του κλειστού συστήματος θα 
είναι: 

𝒞𝑘 = 𝐵 𝐴 − 𝐵𝐾 𝐵 𝐴 − 𝐵𝐾 2𝐵 … 𝐴 − 𝐵𝐾 𝑛−1𝐵  

όπου: 

𝐴 − 𝐵𝐾 𝐵 = 𝐵 −𝐾𝐵 + 𝐴𝐵 = 𝐵 𝐴𝐵
−𝐾𝐵
𝐼

 

𝐴 − 𝐵𝐾 2𝐵 = 𝐴 − 𝐵𝐾 𝐴 − 𝐵𝐾 𝐵 = 

= 𝐵 𝐾𝐵𝐾𝐵 − 𝐾𝐴𝐵 + 𝐴𝐵 −𝐾𝐵 + 𝐴2𝐵 = 
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Άσκηση (2) 

= 𝐵 𝐴𝐵 𝐴2𝐵
−𝐾 𝐴 − 𝐵𝐾 𝐵

−𝐾𝐵
𝐼

 

𝐴 − 𝐵𝐾 3𝐵
= 𝐴𝐵 −𝐾 𝐴 − 𝐵𝐾 𝐵 + 𝐴2𝐵 −𝐾𝐵 + 𝐴3𝐵
− 𝐵 𝐾 −𝐾 𝐴 − 𝐵𝐾 𝐵 − 𝐵 𝐾𝐴𝐵 −𝐾𝐵 − 𝐵 𝐾𝐴2𝐵  

= 𝐵 𝐴𝐵 𝐴2𝐵 𝐴3𝐵

−𝐾 𝐴 − 𝐵𝐾 2𝐵
−𝐾 𝐴 − 𝐵𝐾 𝐵

−𝐾𝐵
𝐼

 

……………………………… 
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Άσκηση (3) 

𝒞𝑘 = 𝒞

𝐼 −𝐾𝐵 −𝐾 𝐴 − 𝐵𝐾 2𝐵 … −𝐾 𝐴 − 𝐵𝐾 𝑛−1𝐵

0 𝐼 −𝐾𝐵 … −𝐾 𝐴 − 𝐵𝐾 𝑛−2𝐵
0 0 𝐼 … ⋮
⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮
0 0 0 0 𝐼

 

𝑟𝑎𝑛𝑘𝒞𝑘 = 𝑟𝑎𝑛𝑘𝒞  

Το ίδιο αποτέλεσμα μπορούμε να πάρουμε παρατηρώντας 
ότι: 

𝑟𝑎𝑛𝑘 𝑠𝐼𝑛 − 𝐴 𝐵 = 𝑟𝑎𝑛𝑘 𝑠𝐼𝑛 − 𝐴 + 𝐵𝐾 𝐵  
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Ανάδραση εξόδου συνεχών και 
διακριτών γραμμικών συστημάτων (1) 

Πρόβλημα. Θεωρείστε ένα γραμμικό σύστημα Σ που η 
περιγραφή του στον χώρο των καταστάσεων είναι η 
παρακάτω: 

𝑥 𝑡 = 𝐴𝑥 𝑡 + 𝐵𝑢 𝑡  

𝑦 𝑡 = 𝐶𝑥 𝑡     (Σ) 

όπου 𝐴 ∈ ℝ𝑛×𝑛, 𝐵 ∈ ℝ𝑛×𝑚, 𝐶 ∈ ℝ𝑝×𝑛,  

𝑢 𝑡 :ℝ+ → ℝ𝑚 το διάνυσμα εισόδου, 𝑢 𝑡 ∈ 𝐶𝑝
𝑖 ,  

𝑥 𝑡 : ℝ+ → ℝ𝑛 είναι το διάνυσμα ψευδοκατάστασης και 
𝑦 𝑡 :ℝ+ → ℝ𝑝 είναι το διάνυσμα εξόδου. 
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Ανάδραση εξόδου συνεχών και 
διακριτών γραμμικών συστημάτων (2) 

Έστω επίσης η ανατροφοδότηση εξόδου: 

𝑢 𝑡 = 𝐾𝑦 𝑡 + 𝑁𝑣 𝑡  όπου 𝛫 ∈ ℝ𝑚×𝑝 και 𝑁 ∈ ℝ𝑚×𝑤. 

Να βρεθούν οι πίνακες εκείνοι 𝛫 και 𝛮 που θα μετατοπίσουν 
τις ιδιοτιμές του Σ από 𝜆1, 𝜆2, … , 𝜆𝑛 σε 𝜆 1, 𝜆 2, … , 𝜆 𝑛. 

𝑥 𝑡 = 𝐴𝑥 𝑡 + 𝐵 𝐾𝑦 𝑡 + 𝑁𝑣 𝑡 ⇒ 

𝑥 𝑡 = 𝐴𝑥 𝑡 + 𝐵 𝐾 𝐶𝑥 𝑡 + 𝑁𝑣 𝑡

= 𝐴 + 𝐵𝐾𝐶 𝑥 𝑡 + 𝐵𝑁𝑣 𝑡   
και συνεπώς θα πρέπει οι ιδιοτιμές του πίνακα: 

𝐴 + 𝐵𝐾𝐶 
να είναι οι ζητούμενες δηλαδή 

det 𝑠𝐼𝑛 − 𝐴 − 𝐵𝐾𝐶 = 𝑠 − 𝜆 1 𝑠 − 𝜆 2 … 𝑠 − 𝜆 𝑛 . 
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Παράδειγμα (1) 

Παράδειγμα. Έστω το σύστημα 

𝑥 𝑡 =
0 1
1 0

𝑥 𝑡 +
1 0
0 1

𝑢 𝑡  

𝑦 𝑡 = 1 0 𝑥 𝑡  

Να μετατοπίσετε τις ιδιοτιμές του παραπάνω συστήματος  

από 1,−1  σε −1,−1  

μετά από ανάδραση εξόδου της μορφής:  

𝑢 𝑡 = 𝐾𝑦 𝑡  όπου 𝐾 ∈ ℝ2×1. 
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Παράδειγμα (2) 

Έχουμε ότι  

𝐴 + 𝐵𝐾𝐶 =
0 1
1 0

+
1 0
0 1

𝑎
𝛽 1 0 = 

=
0 1
1 0

+
𝑎
𝛽 1 0 =

𝛼 1
𝛽 + 1 0

 

Το χαρακτηριστικό πολυώνυμο είναι 

𝛼 𝑠 = det
𝛼 1

𝛽 + 1 0
= 𝑠 𝑠 − 𝑎 − 𝛽 + 1

= 𝑠2 − 𝑎𝑠 − 𝛽 + 1  

θα πρέπει να είναι ίσο με: 

12 



 

Αριστοτέλειο    
Πανεπιστήμιο    
Θεσσαλονίκης  

Μοντέρνα Θεωρία Ελέγχου 
Τμήμα Μαθηματικών 

Παράδειγμα (3) 

𝛼 𝑠 ≔ 𝑠 + 1 2 = 𝑠2 + 2𝑠 + 1 

Άρα 
−𝛼 = 2,  

και  

− 𝛽 + 1 = 1. 

Οπότε 
𝛼 = −2, 𝛽 = −2 

και 

𝛫 =
−2
−2

. 
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Copyright Αριστοτέλειο Πανεπιστήμιο Θεσσαλονίκης, Νικόλαος 
Καραμπετάκης. «Μοντέρνα Θεωρία Ελέγχου. Ενότητα 22. Ανατροφοδότηση 
εξόδου». Έκδοση: 1.0. Θεσσαλονίκη 2014.  

Διαθέσιμο από τη δικτυακή διεύθυνση:  

http://eclass.auth.gr/courses/OCRS431/ 

 

Σημείωμα Αναφοράς 
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Το παρόν υλικό διατίθεται με τους όρους της άδειας χρήσης Creative Commons 
Αναφορά - Παρόμοια Διανομή [1] ή μεταγενέστερη, Διεθνής Έκδοση. Εξαιρούνται 
τα αυτοτελή έργα τρίτων π.χ. φωτογραφίες, διαγράμματα κ.λ.π., τα οποία 
εμπεριέχονται σε αυτό και τα οποία αναφέρονται μαζί με τους όρους χρήσης 
τους στο «Σημείωμα Χρήσης Έργων Τρίτων».   

 

 

Ο δικαιούχος μπορεί να παρέχει στον αδειοδόχο ξεχωριστή άδεια να 

χρησιμοποιεί το έργο για εμπορική χρήση, εφόσον αυτό του ζητηθεί.                
[1] http://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/  

Σημείωμα Αδειοδότησης 
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Διατήρηση Σημειωμάτων 

Οποιαδήποτε αναπαραγωγή ή διασκευή του υλικού θα πρέπει 
να συμπεριλαμβάνει: 

 το Σημείωμα Αναφοράς 

 το Σημείωμα Αδειοδότησης 

 τη δήλωση Διατήρησης Σημειωμάτων 

 το Σημείωμα Χρήσης Έργων Τρίτων (εφόσον υπάρχει) 

μαζί με τους συνοδευόμενους υπερσυνδέσμους. 
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Τέλος Ενότητας  
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