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Άδειες Χρήσης

Το παρόν εκπαιδευτικό υλικό υπόκειται σε άδειες χρήσης Creative
Commons.

Για εκπαιδευτικό υλικό,όπως εικόνες,που υπόκειται σε άλλου τύπου

άδειας χρήσης, η άδεια χρήσης αναφέρεται ρητώς.

(Α.Π.Θ.) Λογισμός Ι 2 / 47



Χρηματοδότηση

Το παρόν εκπαιδευτικό υλικό έχει αναπτυχθεί στα πλαίσια του

εκπαιδευτικού έργου του διδάσκοντα.

Το έργο ῾Ἁνοικτά Ακαδημαικά Μαθήματα στο Αριστοτέλειο

Πανεπιστήμιο Θεσσαλονίκης ᾿᾿ έχει χρηματοδοτήσει μόνο την

αναδιαμόρφωση του εκπαιδευτικού υλικού.

Το έργο υλοποιείται στο πλαίσιο του Επιχειρησιακού

Προγράμματος ῾῾Εκπαίδευση και Δια Βίου Μάθηση᾿᾿ και

συγχρηματοδοτείται απο την Ευρωπαική ΄Ενωση (Ευρωπαικό

Κοινωνικό Ταμείο) και από εθνικούς πόρους.
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Περιεχόμενα Ενότητας

Σύγκλιση Συνάρτησης

Αρχή μεταφοράς

Συνεχής συνάρτηση σε σημείο

Συνεχής συνάρτηση σε σύνολο

Θεώρημα ενδιάμεσων τιμών

Θεώρημα Bolzano

Ομοιόμορφη συνέχεια

΄Ορια στο άπειρο

Ασύμπτωτες καμπύλης

Συνέχεια μονότονων συναρτήσεων

Εκθετική συνάρτηση
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Σκοποί Ενότητας

Σε αυτή την ενότητα θα μελετησούμε τη συνέχεια των συναρτήσεων.
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ΣΥΓΚΛΙΣΗ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ: Ορισμός Cauchy

Augustin-
Louis
Cauchy
1789-1857

Ορισμός σύγκλισης Cauchy{
Η συνάρτηση f(x)
συγκλίνει για x→ ξ

}
⇔
{

lim
x→ξ

f(x) = `

}
⇔
{
∀ ε > 0 ∃ δ (ε, ξ) : |x− ξ| < δ  |f(x)− `| < ε

}

ΠΛΕΥΡΙΚΑ ΟΡΙΑ

lim
x→ξ−

f(x) = `− ⇔
{
∀ ε > 0 ∃ δL (ε, ξ) : ξ − δL < x ≤ ξ  

|f(x)− `| < ε

}

lim
x→ξ+

f(x) = `+ ⇔
{
∀ ε > 0 ∃ δR (ε, ξ) : ξ ≤ x < ξ + δR  

|f(x)− `| < ε

}

Πρόταση {
lim
x→ξ

f(x) = `
}
⇔
{
`+ = `− = `

}
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Παράδειγμα 1

Παραδείγμα Αν f(x) =
√
x, x ≥ 0 τότε lim

x→ξ
f(x) = f(ξ) για ξ > 0

Πρόχειρο

|
√
x−

√
ξ| = |x− ξ|√

x+
√
ξ
≤ δ√

ξ
≡ ε  δ(ε, ξ) = ε

√
ξ

∀ ε > 0, ∃ δ(ε, ξ) = ε
√
ξ : |x− ξ| < δ(ε, ξ) |

√
x−
√
ξ| < ε
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Παράδειγμα 2

Παραδείγμα Αν f(x) = x5 τότε lim
x→ξ

f(x) = f(ξ)

(x5 − ξ5) = (x− ξ)
(
x5 + x4ξ + x3ξ2 + x2ξ3 + xξ4 + ξ5

)∣∣x5 − ξ5∣∣ ≤ |x− ξ| · (|x|5 + |x|4|ξ|+ |x|3|ξ|2 + |x|2|ξ|3 + |x||ξ|4 + |ξ|5)
|x− ξ| < δ  |x| < |ξ|+ δ  (

|x|5 + |x|4|ξ|+ |x|3|ξ|2 + |x|2|ξ|3 + |x||ξ|4 + |ξ|5
)
<

<
(|ξ|+ δ)5 − |ξ|5

(|ξ|+ δ)− |ξ|
=

(|ξ|+ δ)5 − |ξ|5

δ
 

∣∣x5 − ξ5∣∣ ≤ |x− ξ| · (|ξ|+ δ)5 − |ξ|5

δ
 ∣∣x5 − ξ5∣∣ < (|ξ|+ δ)5 − |ξ|5 = ε  

δ(ε, ξ) = 5
√
ε+ |ξ|5 − |ξ|

∀ ε > 0, ∃ δ(ε, ξ) = 5
√
ε+ |ξ|5 − |ξ| : |x− ξ| < δ(ε, ξ) |

√
x−
√
ξ| < ε
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ΣΥΓΚΛΙΣΗ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ: Ορισμός Heine

Heinrich
Eduard
Heine
1821-81

Ορισμός σύγκλισης Heine


Η συνάρτηση f(x)

συγκλίνει

για x→ ξ

 ⇔ {
∃ lim

x→ξ
f(x)

}
⇔
{
∀ xn −→

n→∞
ξ  f(xn) συγκλίνει

}


Η συνάρτηση f(x)
ΔΕΝ συγκλίνει

για x→ ξ

 ⇔
{

Αν ∃ xn −→
n→∞

ξ

τότε f(xn) ΔΕΝ συγκλίνει

}
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Παράδειγμα 3

πχ. Η f(x) = x sin

(
1

x

)
συγκλίνει για x→ 0.

xn −→
n→∞

0  f(xn) = xn︸︷︷︸
μηδενική

· sin
(

1

xn

)
︸ ︷︷ ︸
φραγμένη

−→
n→∞

0

πχ. Η f(x) = sin

(
1

x

)
ΔΕΝ συγκλίνει για x→ 0.

∃ xn =
1(

n+ 1
2

)
π
−→
n→∞

0  f(xn) = sin

(
1

xn

)
= sin

(
n+

1

2

)
π = (−1)n

f(xn) δεν συγκλίνει  f(x) δεν συγκλίνει για x→ 0

(Α.Π.Θ.) Λογισμός Ι 10 / 47



Μοναδικότητα ορίου

Ορισμός σύγκλισης Heine


Η συνάρτηση f(x)

συγκλίνει

για x→ ξ

 ⇔ {
∃ lim

x→ξ
f(x)

}
⇔

{
∀ xn −→

n→∞
ξ

 f(xn) συγκλίνει

}

Μοναδικότητα ορίου

Το όριο μιας συνάρτησης είναι μοναδικό

Απόδειξη.

xn −→
n→∞

ξ  f(xn) −→
n→∞

`1

yn −→
n→∞

ξ  f(yn) −→
n→∞

`2

zn ↔ (x1, y1, x2, y2, . . . , xk, yk, . . .)

zn −→
n→∞

ξ  f(zn) συγκλίνει

Οι δύο υπακολουθίες f(z2k−1) = f(xk) και f(z2k) = f(yk),
k = 1, 2, 3, . . . έχουν το ίδιο όριο  `1 = `2

(Α.Π.Θ.) Λογισμός Ι 11 / 47



Ισοδυναμία ορισμών Heine ⇔ Cauchy (Αρχή μεταφοράς)

{
Η συνάρτηση f(x) συγκλίνει για x→ ξ

}
⇔ lim

x→ξ
f(x) = `

Ορισμός Heine Ορισμός Cauchy

γιά κάθε xn −→
n→∞

ξ

⇓
f(xn) −→

n→∞
`

∀ ε > 0 ∃ δ (ε, ξ) :
|x− ξ| < δ (ε, ξ)
 |f(x)− `| < ε
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Ακολουθίες - Συναρτήσεις

Ακολουθίες Συναρτήσεις

lim
n→∞

|an| = | lim
n→∞

a | lim
x→ξ
|f(x)| = | lim

x→ξ
f(x) |

lim
n→∞

(λ an) = λ lim
n→∞

an lim
x→ξ

(λ f(x)) = λ lim
x→ξ

(f(x))

lim
n→∞

(an + bn) =

= lim
n→∞

an + lim
n→∞

bn

lim
x→ξ

(f(x) + g(x)) =

= lim
x→ξ

f(x) + lim
x→ξ

g(x)

lim
n→∞

(an · bn) =

= lim
n→∞

an · lim
n→∞

bn

lim
x→ξ

(f(x) · g(x)) =

= lim
x→ξ

f(x) · lim
x→ξ

g(x)

0 ≤ an ⇒ 0 ≤ lim
n→∞

an 0 ≤ f(x)⇒ 0 ≤ lim
x→ξ

f(x)

an ≤ bn ⇒
lim
n→∞

an ≤ lim
n→∞

bn

f(x) ≤ g(x) ⇒
lim
x→ξ

f(x) ≤ lim
x→ξ

g(x)

an ≤ bn ≤ cn
και lim

n→∞
an = `

lim
n→∞

cn = ` ⇒ lim
n→∞

bn = `

f(x) ≤ g(x) ≤ h(x)
και lim

x→ξ
f(x) = `

lim
x→ξ

h(x) = ` ⇒ lim
x→ξ

g(x) = `

lim
n→∞

bn 6= 0,

lim
n→∞

an
bn

=
lim
n→∞

an

lim
n→∞

bn

lim
x→ξ

g(x) 6= 0,

lim
x→ξ

f(x)

g(x)
=

lim
x→ξ

f(x)

lim
x→ξ

g(x)
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Απόδειξη

Cauchy ⇒ Heine

Cauchy  
{

∀ ε > 0 ∃ δ (ε, ξ) :
|x− ξ| < δ (ε, ξ) ; |f(x)− `| < ε

}

xn −→
n→∞

ξ  
{

∃N (ε̃) :
n > N (ε̃)  |xn − ξ| < ε̃

}

Αν ε̃ = δ (ε, ξ) Cauchy  

|xn − ξ| < δ(ε, ξ)  |f(xn)− `| < ε

Αρα

{
∀ ε > 0 ∃N′(ε) = N (δ (ε, ξ)) :
n > N′(ε)  |f(xn)− `| < ε

}
⇒ f(xn) −→

n→∞
`

Heine ⇒ Cauchy

Υπόθεση Cauchy μη αληθινή

∃ ε, ∀ δ ∃x :

{
ξ − δ < x < ξ + δ  
|f(x)− `| ≥ ε

}

Επομένως μπορούμε να διαλέξουμε μια ακολουθία

ξ −
1

n
< xn < ξ +

1

n
 xn −→

n→∞
ξ

῾῾ΟΧΙ᾿᾿ Cauchy  |f(xn)− `)| ≥ ε άρα η ακολουθία f(xn) δεν συγκλίνει στο `, πράγμα άτοπο , για τί από

υπόθεση η ακολουθία f(xn) συγκλίνει.
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ΣΥΝΕΧΗΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗ σε ένα σημείο

Ορισμός:ΣΥΝΕΧΗΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗ σε ένα σημείο{
f(x) συνεχής στο ξ

}
⇔
{

lim
x→ξ

f(x) = f(ξ)
}

Heine : ∀xn −→
n→∞

ξ ⇒ f(xn) −→
n→∞

f(ξ)

Cauchy : ∀ ε > 0 ∃ δ : |x− ξ| < δ ⇒ |f(x)− f(ξ)| < ε

Πλευρικά Ορια

lim
x→ξ−

f(x) ≡ f(ξ−) lim
x→ξ+

f(x) ≡ f(ξ+)

Πρόταση{
f(x) συνεχής στο ξ

}
⇔
{
f(ξ−) = f(ξ+)

}
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ΣΥΝΕΧΗΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗ ΣΕ ΕΝΑ ΣΥΝΟΛΟ

Ορισμός{
f(x) συνεχής στο σύνολο A

}
⇔
{

lim
x→ξ
x,ξ∈A

f(x) = f(ξ)
}

{
f(x) συνεχής στο κλειστό διάστημα I = [a, b]

}
⇔

ξ ∈ (a, b)  lim
I3x→ξ

f(x) = f(ξ)

ξ = a  lim
x→a+

f(x) = f(a)

ξ = b  lim
x→b−

f(x) = f(b)


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Φραγμένη συνάρτηση

Ορισμός

f(x) φραγμένη ⇔ m < f(x) < M

Πρόταση{
f(x) συνεχής στο ανοικτό A και ξ ∈ A

}
⇒{

f(x) φραγμένη γύρω από το ξ
}

(Α.Π.Θ.) Λογισμός Ι 17 / 47



Πρόταση 1

Πρόταση{
f(x) συνεχής στο ανοικτό A και ξ ∈ A

}
⇒{

f(x) φραγμένη γύρω από το ξ
}

Απόδειξη.

Περίπτωση 1: f(ξ) = 0{
f(x) συνεχής στο ξ

}
⇒

ε =M ∃ δ : |x− ξ| < δ  |f(x)| < M

Περίπτωση 2: f(ξ) 6= 0{
f(x) συνεχής στο ξ

}
⇒

ε =
|f(ξ)|
2
∃ δ : |x− ξ|  |f(x)− f(ξ)| < |f(ξ)|

2∣∣∣|f(x)| − |f(ξ)|∣∣∣ ≤ |f(x)− f(ξ)| < |f(ξ)|
2

⇒ |f(ξ)|
2
≤ |f(x)| ≤ 3 |f(ξ)|

2
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Σύνθεση συνεχών συναρτήσεων

Σύνθεση συνεχών συναρτήσεων

Αν

x
f //

h ��

y

g

��
z

[a, b] 3 x f−→ f(x) = y ∈ [m, M ]

[m, M ] 3 y g−→ g(y) = z ∈ [n, N ]

Οι συναρτήσεις f(x) και g(y) είναι συνεχείς  η σύνθεση των
συναρτήσεων h(x) = (g ◦ f)(x) = g (f (x)) είναι συνεχής συνάρτηση.
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Σύνθεση συνεχών συναρτήσεων (Απόδειξη)

Σύνθεση συνεχών συναρτήσεων (Απόδειξη)

Αν

x
f //

h ��

y

g

��
z

[a, b] 3 x f−→ f(x) = y ∈ [m, M ]

[m, M ] 3 y g−→ g(y) = z ∈ [n, N ]

Οι συναρτήσεις f(x) και g(y) είναι συνεχείς  η σύνθεση των
συναρτήσεων h(x) = (g ◦ f)(x) = g (f (x)) είναι συνεχής συνάρτηση.

Απόδειξη.

xn −→
n→∞

ξ
f

=⇒
συνεχής

yn = f(xn) −→
n→∞

f(ξ) = η

yn −→
n→∞

η
g

=⇒
συνεχής

zn = g(yn) −→
n→∞

g(η) = θ

Αν h = g ◦ fν δηλ. h(x) = g (f(x))

xn −→
n→∞

ξ
h

=⇒
συνεχής

zn = h(xn) −→
n→∞

h(ξ) = θ
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Θεώρημα ενδιαμέσων τιμών

Θεώρημα ενδιαμέσων τιμών


f(x) συνεχής στο [a, b]

f(a) 6= f(b)
(
πχ f(a) < f(b)

)
∀ η, f(a) < η < f(b)

 ⇒ {
∃ ξ ∈ [a, b]  f(ξ) = η

}

ξ=sup A

a b

A

x

f(x)

η
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Θεώρημα Bolzano

Θεώρημα Bolzano

{
f(x) συνεχής στο [a, b]

f(a) · f(b) < 0

}
⇒
{
∃ ξ ∈ (a, b)  f(ξ) = 0

}

b

a

ξ

x

f(x)
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Θεώρημα ενδιαμέσων τιμών ( Απόδειξη)

Θεώρημα ενδιαμέσων τιμών


f(x) συνεχής στο [a, b]

f(a) 6= f(b)
(
πχ f(a) < f(b)

)
∀ η, f(a) < η < f(b)

 ⇒ {
∃ ξ ∈ [a, b]  f(ξ) = η

}

ξ=sup A

a b

A

x

f(x)

η

Απόδειξη.

A = {x ∈ [a, b] : f(x) ≤ η} ⊂ [a, b]  ∃ ξ = sup A  

∀n ∈ N ∃xn ∈ A : ξ − 1

n
< xn ≤ ξ  lim

n→∞
x n = ξ

f(x) συνεχής ⇒ lim
n→∞

f(xn) = lim
x→ξ−

f(x) = f(ξ) ≤ η

ξ < b διότι f(ξ) ≤ η < f(b)

x ≥ ξ  f(x) ≥ η  lim
x→ξ+

f(x) = f(ξ) ≥ η

Αρα f(ξ) = η
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Ομοιόμορφη συνέχεια (1/2)

Ομοιόμορφα συνεχής συνάρτηση σε ένα σύνολο A

{ Ομοιόμορφα συνεχής συνάρτηση στο σύνολο A} ⇔
{∀ ε > 0 ∃ δ(ε) > 0 ∀ x, y ∈ A : |x− y| < δ(ε)  |f(x)− f(y)| < ε}

πχ. f(x) =
1

1 + x2
για x ∈ (−∞,∞)

Συμπέρασμα

{ Ομοιόμορφα συνεχής συνάρτηση στο σύνολο A} ⇒{
∀ {xn}n∈N είναι ακολουθία Cauchy
 {f(xn)}n∈N είναι ακολουθία Cauchy

}

ΜΗ Ομοιόμορφα συνεχής συνάρτηση σε ένα σύνολο A

{ΜΗ Ομοιόμορφα συνεχής συνάρτηση στο σύνολο A} ⇔
{∃ ε > 0 ∀ δ > 0 ∃ x, y ∈ A : |x− y| < δ  |f(x)− f(y)| ≥ ε} ⇔{

∃ συγκλίνουσα (δηλ. Cauchy ) ακολουθία {xn}n∈N
 {f(xn)}n∈N ΜΗ συγκλίνουσα (δηλ. ΟΧΙ Cauchy ) ακολουθία

}
πχ. f(x) =

1

x
για x ∈ (0, 1]
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Ομοιόμορφη συνέχεια (2/2)

{
f(x) ομοιόμορφα συνεχής στο I

}
⇔{

∀ ε > 0,
∃ δ (ε) > 0 : ∀x, ξ ∈ I, |x− ξ| < δ (ε, ξ) |f(x)− f(ξ)| < ε

}

{
f(x) ΜΗ ομοιόμορφα συνεχής

}
⇔{

∃ ε > 0, ∀ δ > 0 :
∃x, ξ ∈ I, |x− ξ| < δ  |f(x)− f(ξ)| ≥ ε

}

Πρόταση {
f(x) συνεχής στο [a, b]

}
⇒{

f(x) ομοιόμορφα συνεχής στο [a, b]
}
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Πρόταση 2

Πρόταση {
f(x) συνεχής στο [a, b]

}
⇒{

f(x) ομοιόμορφα συνεχής στο [a, b]
}

Απόδειξη.

Υποθέτουμε ότι η f(x) ΔΕΝ είναι ομοιόμορφα συνεχής αλλά είναι
ΜΟΝΟ απλά συνεχής στο [a, b].
όχι ομοιόμορφα συνεχής ⇒

∃ ε0 : ∀ δ0 ∃x0, y0 : |x0 − y0| < δ0 ⇒ |f(x0)− f(y0)| ≥ ε0

f(x) συνεχής ⇒

∀ ε > 0 ∃δ(ε, y0) : ∀x, |x− y0| < δ(ε, y0) ⇒ |f(x)− f(y0)| < ε

Διαλέγουμε ε = ε0/2 και δ0 = δ(ε0/2, y0) οπότε θα πρέπει

|f(x0)− f(y0)| < ε0/2 οπότε έχουμε άτοπο
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ΟΜΟΙΟΜΟΡΦΗ ΣΥΝΕΧΕΙΑ

Ορισμός συνέχειας Cauchy σε ένα υποσύνολο I ⊂ R
πχ I = [a, b] ή [a, ∞) ή (−∞, b] κλπ

{
lim
x→ξ

f(x) = f(ξ)
}
⇔

{
∀x, ξ ∈ I, ∀ ε > 0 ∃ δ (ε, ξ) > 0 :

|x− ξ| < δ (ε, ξ) |f(x)− f(ξ)| < ε

}

∀ ε > 0  inf
ξ∈I

δ(ε, ξ) > 0 ⇒ Ομοιόμορφη συνέχεια

πχ f(x) =
√
x, x > 1, f(x) = ex, x ∈ [0, 1], f(x) =

1

x2 + 1
, x ∈ R
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Συνάρτηση Lipschitz

Ορισμός

f(x) συνάρτηση Lipschitz ⇔ |f(x)− f(y)| < K |x− y|

Πρόταση

f(x) συνάρτηση Lipschitz σε ένα διάστημα  f(x) ομοιόμορφα συνεχής

πχ Η f(x) = ex είναι Lipschitz σε ένα διάστημα [a, b]  f(x) συνεχής

Η f(x) =
1

x2 + 1
είναι Lipschitz στο R  f(x) συνεχής στο R.
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Λήμμα

Λήμμα {
f(x) συνεχής στο ανοικτό

διάστημα (a, b)

}
και

{
για ξ ∈ (a, b)
f(ξ) > 0

} ⇒

{∃ δ > 0 : a < ξ − δ < x < ξ + δ < b  f(x) > 0}

Απόδειξη.

� Απόδ: Για ε =
f(ξ)

2
∃ δ > 0 :

a < ξ − δ < x < x+ δ < b  0 <
f(ξ)

2
< f(x) <

3f(ξ)

2
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ΟΡΙΑ ΣΤΟ ΑΠΕΙΡΟ

ΟΡΙΑ ΣΤΟ ΑΠΕΙΡΟ

lim
x→ξ

f(x) = +∞ ⇔

Cauchy : ∀R > 0, ∃ δ : |x− ξ| < δ  f(x) > R
Heine : ∀ xn −→

n→∞
ξ  f(xn) −→

n→∞
∞

lim
x→ξ

f(x) = −∞ ⇔

Cauchy : ∀R > 0 , ∃ δ : |x− ξ| < δ  f(x) < −R
Heine : ∀ xn −→

n→∞
ξ  f(xn) −→

n→∞
−∞

lim
x→+∞

f(x) = ` ⇔
Cauchy : ∀ ε > 0 , ∃ r : x > r  |f(x)− `| < ε
Heine : ∀ xn −→

n→∞
+∞  f(xn) −→

n→∞
`

lim
x→−∞

f(x) = ` ⇔
Cauchy : ∀ ε > 0 , ∃ r : x < r  |f(x)− `| < ε
Heine : ∀ xn −→

n→∞
−∞  f(xn) −→

n→∞
`
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ΑΣΥΜΠΤΩΤΕΣ ΚΑΜΠΥΛΗΣ

Πλάγια ασύμπτωτη:

∃ α 6= 0 και β : lim
x→∞

(f(x)− (αx+ β)) = 0

ή

∃ α 6= 0 και β : lim
x→−∞

(f(x)− (αx+ β)) = 0

α = lim
x→±∞

f(x)

x
β = lim

x→±∞
(f(x)− αx)

πχ f(x) =
√
7x2 − x+ 15
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Οριζόντια ασύμπτωτη

Οριζόντια ασύμπτωτη:

∃ β+ ή/και β+ : lim
x→±∞

(f(x)− β±) = 0

πχ f(x) =

√
x2 + 1

x2 − 1
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Θεώρημα Bolzano - Weierstrass

{
A φραγμένο σύνολο

}
⇔
{
∃ m, M : x ∈ A  m ≤ x ≤M

}
⇔
{
∃ K : ∀ x ∈ A  |x| ≤ K

}
{
A ΜΗ φραγμένο σύνολο

}
⇔
{
∀ K : ∃ x ∈ A  |x| > K

}

Θεώρημα Bolzano - Weierstrass{
A φραγμένο απειροσύνολο

}
Bolzano
=⇒ ∀ {xn}n∈N ∈ A ⇒{

∃ συγκλίνουσα
υπακολουθία {xnk}k∈N

}

Μη φραγμένα σύνολα

{
∃ {xn}n∈N ∈ A μονότονη ΜΗ συγκλίνουσα

}
⇐⇒{

A ΜΗ φραγμένο σύνολο
}
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Συνεχής εικόνα κλειστού διαστήματος

Πρόταση

{f(x) συνεχής στο κλειστό διάστημα I = [a, b]} ⇒{
f(I) φραγμένο σύνολο

}
⇒
{
∃m ≤M : x ∈ I  m ≤ f(x) ≤M

}
Πρόταση {

f(x) συνεχής στο κλειστό
διάστημα I = [a, b]

}
⇒{

∃ ξ ∈ [a, b] : f(ξ) = min f ([a, b]) = m
∃ η ∈ [a, b] : f(η) = max f ([a, b]) =M

}

Συμπέρασμα

Αν f(x) είναι συνεχής συνάρτηση τότε η εικόνα ενός κλειστού
διαστήματος είναι ένα κλειστό διάστημα

[a, b]
f−→
επί

[m, M ]
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Αποδείξεις (1/2)

Πρόταση

{f(x) συνεχής στο κλειστό διάστημα I = [a, b]} ⇒{
f(I) φραγμένο σύνολο

}
⇒
{
∃m ≤M : x ∈ I  m ≤ f(x) ≤M

}
Απόδειξη.

Εστω

{
f(I) ΜΗ φραγμένο σύνολο

}
⇒ ∃ yn ∈ f(I) μονότονη ΜΗ

φραγμένη και yn = f(xn), xn ∈ A, η yn δεν συγκλίνει{
I φραγμένο σύνολο

}
Bolzano
=⇒ ∀ xn ∈ I  

{
∃ συγκλίνουσα
υπακολουθία xnk

}
Επειδή I = [a, b] φραγμένο σύνολο  lim

k→∞
xnk = ξ ∈ I

f συνεχής
=⇒ ∃ lim

k→∞
f (xnk)

Αρα η υπακολουθία ynk = f (xnk) μιας μονότονης ακολουθίας συγκλίνει

⇒ ∃ lim
n→∞

yn πράγμα άτοπο, δηλαδή f(I) είναι φραγμένο σύνολο.

m = inf f ([a, b]) , M = sup f ([a, b])
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Αποδείξεις (2/2)

Πρόταση {
f(x) συνεχής στο κλειστό
διάστημα I = [a, b]

}
⇒{

∃ ξ ∈ [a, b] : f(ξ) = min f ([a, b])
∃ η ∈ [a, b] : f(η) = max f ([a, b])

}

Απόδειξη.

Εστω M = sup f ([a, b]), τότε

∀x ∈ [a, b]  f(x) ≤M ⇒

 {∃xn ∈ [a, b] : M − 1

n
< f(xn) ≤M}  lim

n→∞
f(xn) =M

Weierstrass  ∃xnk : lim
k→∞

xnk = ξ

συνέχεια  lim
k→∞

f(xnk) = f(ξ)

κάθε υπακολουθία f(xnk) της συγκλίνουσας ακολουθίας f(xn) έχει το
ίδιο όριο, δηλαδή  f(ξ) =M . Αρα M = max f(I)
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ΣΥΝΕΧΕΙΑ ΜΟΝΟΤΟΝΩΝ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΩΝ (1/2)

Πρόταση

{
f(x) συνεχής στο [a, b] ΚΑΙ f(x) γνήσια αύξουσα/φθίνουσα

}
⇒
{
∃ f−1 γνήσια αύξουσα/φθίνουσα και συνεχής

}
Πρόταση

{
f(x) συνεχής στο [a, b] ΚΑΙ f(x) αμφιμονότιμη δηλ. ∃ f−1

}
⇒
{
f(x) γνήσια αύξουσα/φθίνουσα

}
Πρόταση {

f(x) γνήσια αύξουσα/φθίνουσα ΚΑΙ ∃ f−1
}

⇒
{
f(x) συνεχής στο [a, b]

}
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ΣΥΝΕΧΕΙΑ ΜΟΝΟΤΟΝΩΝ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΩΝ (2/2)

Πρόταση 
f(x) γνήσια αύξουσα/φθίνουσα
f(x) αμφιμονότιμη δηλ. ∃ f−1

και [a, b]
f−→
επί

[m, M ]

⇒
{
f(x) συνεχής στο [a, b]

}
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Συνέχεια Μονότονων Συναρτήσεων-Αποδείξεις (1/3)

Πρόταση {
f(x) συνεχής στο [a, b]

f(x) γνήσια αύξουσα/φθίνουσα

}
⇒


∃ f−1

γνήσια αύξουσα/φθίνουσα

και συνεχής


Απόδειξη.

(Απόδειξη με Heine)

Βήμα i: f(x) γνήσια αύξουσα στο [a, b] ⇒

a ≤ x < x′ ≤ b  
m = f(a) ≤ f(x) < f(x′) < f(b) =M

αν f(a) < y < f(b) Θεώρημα ενδιαμέσων τιμών  ∃x ∈ [a, b]
y = f(x)

 το x ορίζεται μονοσήμαντα από το y ⇒ ∃ f−1 και είναι
αύξουσα

Βήμα ii: Εστω ότι yn ∈ f([a, b]) είναι μια αύξουσα ακολουθία και
yn −→

n→∞
η τότε xn = f−1(yn) είναι αύξουσα ακολουθία και

φραγμένη (xn ∈ [a, b]) οπότε xn −→
n→∞

ξ. Επειδή η f(x) είναι

συνεχής θα έχουμε f(ξ) = η και επειδή υπάρχει η f−1 τότε
ξ = f−1(η). Δηλαδή f−1(yn) −→

n→∞
f−1(η). Οπότε

lim
y→η−

f−1(y) = f−1(η).

Βήμα iii: Με τον ίδιο τρόπο, διαλέγουμε μια φθίνουσα ακολουθία
yn −→

n→∞
η και βρίσκουμε ότι f−1(yn) −→

n→∞
f−1(η). Οπότε

lim
y→η+

f−1(y) = f−1(η).

⇒ f−1 είναι συνεχής
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Συνέχεια Μονότονων Συναρτήσεων-Αποδείξεις (2/3)

Πρόταση {
f(x) συνεχής στο [a, b]

f(x) αμφιμονότιμη δηλ. ∃ f−1
}
⇒{

f(x) γνήσια αύξουσα/φθίνουσα
}

Απόδειξη.

Εστω f(a) < f(b) και a < x1 < x2 < b

Περ. (i) f(x1)
(
ή f(x2)

)
< f(a) < f(b)

Θεώρημα ενδιαμέσου σημείου  
∃x0 ∈ [x1, b] : f(x0) = f(a)
x0 6= a  Ατοπο

Περ. (ii) f(a) < f(b) < f(x1)
(
ή f(x2)

)
Θεώρημα ενδιαμέσου σημείου  
∃x0 ∈ [a, x1] : f(x0) = f(b)
x0 6= b  Ατοπο

Περ. (iii) f(a) < f(x2) < f(x1) < f(b)
Θεώρημα ενδιαμέσου σημείου  
∃x0 ∈ [a, x1] : f(x0) = f(x2)
x0 6= x2  Ατοπο

Η μόνη περίπτωση που μένει είναι:

f(a) < f(x1) < f(x2) < f(b)
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Συνέχεια Μονότονων Συναρτήσεων-Αποδείξεις (3/3)

Πρόταση 
f(x) γνήσια αύξουσα/φθίνουσα
f(x) αμφιμονότιμη δηλ. ∃ f−1

και [a, b]
f−→
επί

[m, M ]

⇒
{
f(x) συνεχής στο [a, b]

}

Απόδειξη.

Εστω f(x) γνήσια αύξουσα, m = f(a) και M = f(b)
Εστω ε > 0

y0 − ε < y0 < y0 + ε  
x1 = f−1 (y0 − ε) < x0 = f−1 (y0) < x2 = f−1 (y0 + ε)

 δ(ε) = min {x0 − x1, x2 − x0}

x1 ≤ x0 − δ < x < x0 + δ ≤ x2
y0 − ε = f(x1) ≤ f(x0 − δ) < f(x) < f(x0 + δ) ≤ f(x2) = y0 + ε

f(x) είναι συνεχής συνάρτηση
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ΕΚΘΕΤΙΚΗ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗ

IΟρισμός: ex =
∞∑
n=0

xn

n!
= 1 + x+

x2

2!
+
x3

3!
+ · · ·

IΚριτήριο λόγων  η σειρά συγκλίνει για κάθε x ∈ R

I e =
∞∑
n=0

1

n!
= lim

n→∞

(
1 +

1

n

)n
, e0 = 1, e 6∈ Q.

Xn =
n∑
k=0

xk

k!
Xn −→

n→∞
ex

Yn =
n∑̀
=0

y`

`!
⇒ Yn −→

n→∞
ey

Zn =
n∑

m=0

zm

m!
, Zn −→

n→∞
ez = ex+y

z = x+ y

I Zn ≤ XnYn  ex+y ≤ exey

I XnYn ≤ Z2n  exey ≤ ex+y

I exey = ex+y

I x > y ≥ 0  (x− y)ey ≤ ex − ey ≤ (x− y)ex
I x > 0  ex > 1  ex αύξουσα συνάρτηση
I lim

x→0
ex = 1  lim

x→y
ex = ey  ex συνεχής
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