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Άδειες Χρήσης 

• Το παρόν εκπαιδευτικό υλικό υπόκειται σε άδειες χρήσης 
Creative Commons.  

• Για εκπαιδευτικό υλικό, όπως εικόνες, που υπόκειται σε 
άλλου τύπου άδειας χρήσης, η άδεια χρήσης αναφέρεται 
ρητώς.  
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Χρηματοδότηση 

• Το παρόν εκπαιδευτικό υλικό έχει αναπτυχθεί στα πλαίσια του 
εκπαιδευτικού έργου του διδάσκοντα. 

• Το έργο «Ανοικτά Ακαδημαϊκά Μαθήματα στο Αριστοτέλειο 
Πανεπιστήμιο Θεσσαλονίκης» έχει χρηματοδοτήσει μόνο την 
αναδιαμόρφωση του εκπαιδευτικού υλικού.  

• Το έργο υλοποιείται στο πλαίσιο του Επιχειρησιακού 
Προγράμματος «Εκπαίδευση και Δια Βίου Μάθηση» και 
συγχρηματοδοτείται από την Ευρωπαϊκή Ένωση (Ευρωπαϊκό 
Κοινωνικό Ταμείο) και από εθνικούς πόρους. 
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Περιεχόμενα ενότητας 

1. Ολοκλήρωση θετικών συναρτήσεων. 

i. Θεώρημα Μονότονης σύγκλισης. 

ii. Άρση της μονοτονίας, Λήμμα του Fatou. 

2. Ολοκλήρωση μιγαδικών συναρτήσεων. 

i. Το θεώρημα της Κυριαρχούμενης σύγκλισης. 

ii. Σχέση ολοκληρώματος Riemann και Lebesgue. 

iii. L1-σύγκλιση και σύγκλιση κατά μέτρο. 

4 



Αριστοτέλειο 
Πανεπιστήμιο 
Θεσσαλονίκης 

Θεωρία μέτρου και ολοκλήρωσης 

Τμήμα Μαθηματικών 

Σκοποί  ενότητας 

• Στην ενότητα αυτή θα ορίσουμε το ολοκλήρωμα ως προς 
ένα αφηρημένο μέτρο και θα αποδείξουμε τα θεωρήματα 
σύγκλισης του Lebesgue. 
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Μετρήσιμες συναρτήσεις (1) 

Όλοι οι μετρητοί χώροι που χρησιμοποιούμε εφεξής είναι 
πλήρεις. 

Στην ενότητα αυτή ορίζουμε το ολοκλήρωμα Lebesgue μιας 
θετικής και μετρήσιμης συνάρτησης και αποδεικνύουμε ένα 
από τα κεντρικά θεωρήματα της θεωρίας: Το Θεώρημα της 
μονότονης σύγκλισης.  

Έστω 𝕏,ℳ  ένας μετρήσιμος χώρος και 

𝑓: 𝕏 → ℝ. 

Θυμίζουμε ότι η 𝑓 λέγεται μετρήσιμη αν 

𝑓−1 𝐴 ∈ ℳ για κάθε 𝐴 ∈ 𝐵ℝ. 
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Μετρήσιμες συναρτήσεις (2) 

Γενικά, αν 𝕏1,ℳ1  και 𝕏2,ℳ2  είναι μετρήσιμοι χώροι, μια 
συνάρτηση  

𝑓: 𝕏1 → 𝕏2, 

είναι μετρήσιμη αν 

 𝑓−1 𝐴 ∈ ℳ1 για κάθε 𝐴 ∈ ℳ2. 

Δεν θα παραθέσουμε τις ιδιότητες των μετρήσιμων 
συναρτήσεων. Απλώς αναφέρουμε πως οι αλγεβρικές πράξεις 
καθώς και οι αναλυτικές (όρια, suprema, infima,…) διατηρούν 
την μετρησιμότητα. 

Θα αποδείξουμε μόνο το πολύ βασικό Λήμμα της προσέγγισης 
των μετρήσιμων συναρτήσεων από τις απλές συναρτήσεις. 
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Μετρήσιμες συναρτήσεις (3) 

Θυμίζουμε πως απλές λέγονται οι συναρτήσεις που 
γράφονται ως γραμμικοί συνδυασμοί χαρακτηριστικών 
μετρησίμων συνόλων: 

𝑠 𝑥 = 𝑎𝑗𝑥𝐴𝑗 𝑥

𝑁

𝑖=1

, 

όπου 𝑎𝑗 ∈ ℝ και 𝐴𝑗 ∈ ℳ. 

Λήμμα 1: Αν η  

𝑓: 𝕏 → 0,+∞ , 

είναι μετρήσιμη, τότε υπάρχει 𝑠𝑛 αύξουσα ακολουθία απλών 
συναρτήσεων τ.ω. 𝑠𝑛 ≤ 𝑓 και  

𝑠𝑛 𝑥 → 𝑓 𝑥  για κάθε 𝑥 ∈ 𝕏. 
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Μετρήσιμες συναρτήσεις (4) 

Απόδειξη: Για κάθε 𝑛 ∈ ℕ και 𝑗 ∈ 1, 2𝑛 , θέτουμε  

𝐴𝑗,𝑛 = 𝑓
−1 𝑗−1

2𝑛
,
𝑗

2𝑛
,  𝐴𝑛,𝑛 = 𝑓

−1 2𝑛, ∞ , 

και 

𝑠𝑛 𝑥 =  
𝑗 − 1

2𝑛
𝑥𝐴𝑗,𝑛 𝑥

𝑛−1

𝑗=1

+ 𝑛, 𝐴𝑛,𝑛 

Εύκολα βλέπουμε πως η ακολουθία 𝑠𝑛 είναι αύξουσα και πως 
𝑠𝑛 ≤ 𝑓.  
Αν τώρα  

𝑥 ∈ 𝐴𝑗,𝑛 = 𝑓
−1
𝑗 − 1

2𝑛
,
𝑗

2𝑛
, 

τότε 
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Μετρήσιμες συναρτήσεις (5) 

𝑗 − 1

2𝑛
≤ 𝑓 𝑥 ≤

𝑗

2𝑛
, 

και  

𝑠𝑛 𝑥 =
𝑗 − 1

2𝑛
𝑥𝐴𝑗,𝑛 𝑥 =

𝑗 − 1

2𝑛
. 

Άρα  

0 ≤ 𝑓 𝑥 − 𝑠𝑛 𝑥 ≤
𝑗

2𝑛
=
𝑗 − 1

2𝑛
=
1

2𝑛
 

Αν  
𝑥 ∈ 𝐴𝑛,𝑛 = 𝑓

−1 2𝑛, ∞ , 
τότε 

2𝑛 ≤ 𝑓 𝑥 ≤ ∞ και 𝑠𝑛 𝑥 = 𝑛. 
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Ορισμός του ολοκληρώματος (1) 

Ορισμός : Έστω 𝕏,ℳ, 𝜇  μετρητός χώρος. 

1. Αν  

𝑠 𝑥 = 𝑎𝑗𝑥𝐴𝑗 𝑥

𝑁

𝑖=1

, 𝑎𝑗 ≥ 0, 𝐴𝑗 ∈ ℳ, 

είναι απλή θετική συνάρτηση επί του 𝕏, τότε το ολοκλήρωμα 
της 𝑠 ως προς το μέτρο 𝜇 ορίζεται από τον τύπο  

 𝑠𝑑𝜇𝕏
=  𝑎𝑗𝜇 Α𝑗
𝑁
𝑖=1 . 
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Ορισμός του ολοκληρώματος (2)  

2. Αν η  

𝑓: 𝕏 → 0,+∞ , 

είναι μετρήσιμη, τότε το ολοκλήρωμα της ως προς το μέτρο 𝜇 
ορίζεται από τον τύπο  

 𝑓𝑑𝜇
𝕏

= 𝑠𝑢𝑝 𝑠𝑑𝜇
𝕏

, 

για όλες τις απλές 𝑠 που ικανοποιούν 0 ≤ 𝑠 ≤ 𝑓. 

3. Αν 𝐴 ∈ ℳ, θέτουμε  

 𝑓𝑑𝜇
𝐴

=  𝑥𝐴𝑓𝑑𝜇
𝕏
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Ιδιότητες του ολοκληρώματος (1)  

Στην πρόταση που ακολουθεί δίνουμε τις ιδιότητες του 
ολοκληρώματος που είναι άμεση συνέπεια του ορισμού. 

Πρόταση 1 (θετικότητα): Ισχύει 

  𝑓𝑑𝜇𝕏
≥ 0,  

και 

 𝑓𝑑𝜇Α
≥ 0 και  𝑓𝑑𝜇𝕏

≥  𝑔𝑑𝜇𝕏
, 𝛼𝜈 𝑓 ≥ 𝑔. 

Για κάθε 𝜆 ≥ 0, 

 𝜆𝑓𝑑𝜇
𝕏

= 𝜆 𝑓𝑑𝜇
𝕏

. 
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Θεώρημα Μονότονης σύγκλισης (1) 

Το Θεώρημα σύγκλισης που ακολουθεί είναι από τα κεντρικά 
της θεωρίας ολοκλήρωσης. 

Θεώρημα 1 (Μονότονη σύγκλιση): Αν οι 𝑓𝑛 είναι μια αύξουσα 
ακολουθία θετικών και μετρήσιμων συναρτήσεων και  

𝑓 𝑥 = lim
𝑛→∞
𝑓𝑛 𝑥 , 𝛾𝜄𝛼 𝜅𝛼𝜃𝜀 𝑥 ∈ 𝕏, 

τότε  

 𝑓𝑑𝜇 =  lim
𝑛→∞
𝑓𝑛𝑑𝜇 = lim

𝑛→∞
 𝑓𝑛𝑑𝜇 , (1) 

δηλαδή έχουμε εναλλαγή ολοκληρώματος και ορίου. 

Πριν περάσουμε στην απόδειξη επισημαίνουμε τα εξής: 
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Θεώρημα Μονότονης σύγκλισης (2) 

• Η υπόθεση της μονοτονίας είναι απαραίτητη. Πράγματι αν 
μ είναι το μέτρο Lebesgue επί της ευθείας, και  

𝑓𝑛 𝑥 = 𝒳 𝑛,𝑛+1 𝑥 , 𝑥 ∈ ℝ, 

τότε 

𝒳 𝑛,𝑛+1 𝑥  
𝑛→∞
0, ∀𝑥 ∈ ℝ, 

ενώ  

 𝒳 𝑛,𝑛+1 𝑑𝜇 = 1, ∀𝑛 ∈ ℕ. 

• Συνδυάζοντας την Μονότονη σύγκλιση με το Λήμμα 1, 
συνάγεται ότι αν 𝑓 ≥ 0, τότε  
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Θεώρημα Μονότονης σύγκλισης (3) 

 𝑓𝑑𝜇 = lim
𝑛
 𝑠𝑛𝑑𝜇 , 

όπου οι 𝑠𝑛 είναι απλές και ικανοποιούν 0 ≤ 𝑠𝑛 ≤ 𝑓. Το 
κέρδος είναι ότι το ολοκλήρωμα της 𝑓 υπολογίζεται πλέον ως 
όριο και όχι ως sup. 

Για την απόδειξη της Μονότονης σύγκλισης χρειαζόμαστε το 
Λήμμα που ακολουθεί. 

Λήμμα 2: Έστω 𝑠 απλή θετική συνάρτηση, τότε η απεικόνιση  

ℳ ∋ Α ⇝ 𝜈 Α =  𝑠𝑑𝜇
Α

 

είναι μέτρο επί της ℳ. 
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Θεώρημα Μονότονης σύγκλισης (4) 

Απόδειξη: Αφού η 𝑓𝑛  είναι αύξουσα, από την Πρόταση 1 
συνάγεται ότι και η ακολουθία  

 𝑓𝑛𝑑𝜇 

είναι αύξουσα.  
Άρα το όριο  

lim
𝑛→∞
 𝑓𝑛𝑑𝜇 

υπάρχει (και μπορεί να είναι άπειρο). Επιπλέον, επειδή  
𝑓𝑛 ≤ 𝑓 = lim

𝑛→∞
𝑓𝑛 = sup

𝑛
𝑓𝑛 , ∀𝑛, 
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Θεώρημα Μονότονης σύγκλισης (5) 

έχουμε ότι  

 𝑓𝑛𝑑𝜇 ≤  𝑓𝑑𝜇 

και συνεπώς  

lim
𝑛
 𝑓𝑛𝑑𝜇 ≤  𝑓𝑑𝜇 . 

Μένει να δείξουμε την ανάποδη ανισότητα  

 𝑓𝑑𝜇 ≤ lim
𝑛
 𝑓𝑛𝑑𝜇 . 
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Θεώρημα Μονότονης σύγκλισης (6) 

Ας είναι 𝑎 ∈ 0,1  και 𝑠 μια οποιαδήποτε μετρήσιμη απλή 
συνάρτηση τ.ω. 0 ≤ 𝑠 ≤ 𝑓. Θέτουμε  

𝐴𝑛 = 𝑥: 𝑓𝑛 𝑥 ≥ 𝑎𝑠 𝑥 . 
Επειδή (𝑓𝑛) είναι αύξουσα και 𝑓 = lim

𝑛→∞
𝑓𝑛, συνάγεται ότι  

𝐴𝑛 ↗ και U𝑛𝐴𝑛 = 𝕏. 
Επιπλέον  

 𝑓𝑛𝑑𝜇
𝕏

≥  𝑓𝑛𝑑𝜇
𝐴𝑛

≥  𝑎𝑠𝑑𝜇
𝐴𝑛

≥ 𝑎 𝑠𝑑𝜇
𝐴𝑛

. (2) 

Τώρα από το Λήμμα 2, το  

𝜈 Α =  𝑠𝑑𝜇
Α

, 
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Θεώρημα Μονότονης σύγκλισης (7) 

είναι μέτρο και τα Α𝑛  είναι αύξουσα ακολουθία, άρα  

𝜈 U𝑛𝐴𝑛 = lim
𝑛
𝜈 𝐴𝑛 , 

δηλαδή  

 𝑠𝑑𝜇
𝕏

= 𝜈 𝕏 = 𝜈 U𝑛𝐴𝑛 = lim
𝑛
𝜈 𝐴𝑛 = lim

𝑛
 𝑠𝑑𝜇
𝐴𝑛

. (3) 

Από τις (2) και (3), έπεται ότι  

 𝑓𝑛𝑑𝜇𝕏
≥ lim
𝑛
𝑎  𝑠𝑑𝜇𝐴𝑛

= 𝑎  𝑠𝑑𝜇𝕏
, για κάθε 𝑎 ∈ 0,1 . 

Άρα  

lim
𝑛
 𝑓𝑛𝑑𝜇
𝕏

≥  𝑓𝑑𝜇
𝕏

.   (4) 
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Θεώρημα Μονότονης σύγκλισης (8) 

για κάθε απλή που ικανοποιεί 0 ≤ 𝑠 ≤ 𝑓.  

Παίρνοντας στην (4) το sup ως προς όλες αυτές τις 𝑠, έχουμε  

lim
𝑛
 𝑓𝑛𝑑𝜇
𝕏

≥  𝑓𝑑𝜇
𝕏

. 

Η Μονότονη σύγκλιση μας επιτρέπει να δείξουμε την 
εναλλαγή σειράς και ολοκλήρωσης (και παρεπιπτώντος την 
αθροιστικότητά του). 
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Θεώρημα Μονότονης σύγκλισης (9) 

Πόρισμα 1: Αν οι 𝑓𝑛 είναι μία ακολουθία θετικών και 
μετρήσιμων συναρτήσεων, τότε 

1.   𝑓𝑛𝑑𝜇𝑛 =   𝑓𝑛𝑑𝜇𝑛 ,  

δηλαδή έχουμε την εναλλαγή σειράς και ολοκλήρωσης. 

2. Αν η σειρά είναι πεπερασμένη, τότε το (1) δίνει την 
αθροιστικότητα του ολοκληρώματος  

 𝑓1 +⋯+ 𝑓𝑛 𝑑𝜇 =  𝑓1𝑑𝜇 +⋯+ 𝑓𝑛𝑑𝜇 . 
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Θεώρημα Μονότονης σύγκλισης (10) 

Πόρισμα 2: Αν η  𝑓 είναι θετική και μετρήσιμη, τότε  

 𝑓𝑑𝜇
𝕏

= 0, 𝛼𝜈𝜈 𝑓 ≡ 0 𝜎. 𝜋. 

Πόρισμα 3: Αν η 𝜑:𝕏 → 0,∞ , είναι μετρήσιμη, τότε η 
απεικόνιση  

ℳ ∋ 𝐴 ⇝ 𝜈 Α =  𝜑𝑑𝜇
Α

, 

είναι μέτρο επί της ℳ και  

 𝑔𝑑𝜈 =  𝑔𝜑𝑑𝜇 

για κάθε 𝑔 θετική και μετρήσιμη.  
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Θεωρία μέτρου και ολοκλήρωσης 

Τμήμα Μαθηματικών 

Παρατήρηση  

Το μέτρο 𝜈 συμβολίζεται συνήθως ως  

𝑑𝜈 = 𝜑𝑑𝜇. 

Το Πόρισμα 3 έχει ένα πολύ ενδιαφέρον αντίστροφο, το 
Θεώρημα των Radon-Nikodym που θα δούμε αργότερα. 
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Αριστοτέλειο 
Πανεπιστήμιο 
Θεσσαλονίκης 

Θεωρία μέτρου και ολοκλήρωσης 

Τμήμα Μαθηματικών 

Λήμμα του Fatou (1) 

Αν τώρα οι 𝑓𝑛 είναι μια ακολουθία θετικών και μετρήσιμων 
συναρτήσεων, χωρίς να είναι μονότονη, τότε είδαμε ότι η 
Μονότονη σύγκλιση δεν ισχύει.  

Το Λήμμα του Fatou που ακολουθεί μας λέει πως το 
ολοκλήρωμα ενός ορίου είναι πάντα μικρότερο του ορίου των 
ολοκληρωμάτων. 
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Αριστοτέλειο 
Πανεπιστήμιο 
Θεσσαλονίκης 

Θεωρία μέτρου και ολοκλήρωσης 

Τμήμα Μαθηματικών 

Λήμμα του Fatou (2) 

Πόρισμα 4: (Λήμμα του Fatou) Αν οι 𝑓𝑛 είναι μία ακολουθία 
θετικών και μετρήσιμων συναρτήσεων, τότε  

1. Ισχύει ότι 

 lim inf 
𝑛
𝑓𝑑𝜇 ≤ lim inf 

𝑛
 𝑓𝑛𝑑𝜇 . (5) 

2. Αν 𝑓𝑛 → 𝑓, τότε η (5) δίνει 

 𝑓𝑑𝜇 ≤ lim inf 
𝑛
 𝑓𝑛𝑑𝜇 . (6) 

Απόδειξη: Η απόδειξη στηρίζεται στη μονότονη σύγκλιση. 

Για κάθε 𝑘 ≥ 1, θέτουμε  
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Αριστοτέλειο 
Πανεπιστήμιο 
Θεσσαλονίκης 

Θεωρία μέτρου και ολοκλήρωσης 

Τμήμα Μαθηματικών 

Λήμμα του Fatou (3) 

𝐹𝑘 = inf
𝑛≥𝑘
𝑓𝑛 . 

Ισχύει  
𝐹𝑘 ↗ 

και 
𝐹𝑘 = inf

𝑛≥𝑘
𝑓𝑛 ≤ 𝑓𝑗 , για κάθε  𝑗 ≥ 𝑘. 

Συνεπώς  

 𝐹𝑘𝑑𝜇 ≤  𝑓𝑗𝑑𝜇 για κάθε  𝑗 ≥ 𝑘. 

Παίρνοντας το inf στο δεύτερο μέρος έχουμε  

 𝐹𝑘𝑑𝜇 ≤ inf
𝑗≥𝑘
 𝑓𝑗𝑑𝜇 για κάθε  𝑗 ≥ 𝑘. (7) 
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Αριστοτέλειο 
Πανεπιστήμιο 
Θεσσαλονίκης 

Θεωρία μέτρου και ολοκλήρωσης 

Τμήμα Μαθηματικών 

Λήμμα του Fatou (4) 

Όμως, όπως είπαμε, η ακολουθία  
𝐹𝑘 = inf

𝑛≥𝑘
𝑓𝑛 , 

είναι αύξουσα και από την Μονότονη σύγκλιση και την (7) 
συνάγεται ότι  

 lim
𝑘
𝐹𝑘𝑑𝜇 = lim

𝜅
 𝐹𝑘𝑑𝜇

(7)
≤
lim inf 
 𝑘      𝑗≥𝑘

 𝑓𝑗𝑑𝜇 

ή 

 lim inf 
 𝑘      𝑛≥𝑘

𝑓𝑛𝑑𝜇 ≤ lim inf 
 𝑘      𝑗≥𝑘

 𝑓𝑗𝑑𝜇 

δηλαδή  lim inf 
𝑛
𝑓𝑑𝜇 ≤ lim inf 

𝑛
 𝑓𝑛𝑑𝜇 

από τον ορισμό του lim inf. 
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Αριστοτέλειο 
Πανεπιστήμιο 
Θεσσαλονίκης 

Θεωρία μέτρου και ολοκλήρωσης 

Τμήμα Μαθηματικών 

Λήμμα του Fatou (5) 

Παρατήρηση: Το Λήμμα του Fatou είναι ισοδύναμο με την 
Μονότονη σύγκλιση.  

Μπορεί να αποδειχτεί χωρίς την χρήση της Μονότονης 
σύγκλισης και στην συνέχεια να το χρησιμοποιήσουμε για να 
την αποδείξουμε. 
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Αριστοτέλειο 
Πανεπιστήμιο 
Θεσσαλονίκης 

Θεωρία μέτρου και ολοκλήρωσης 

Τμήμα Μαθηματικών 

Ολοκλήρωση μιγαδικών 
συναρτήσεων (1) 

Έστω 𝕏,ℳ, 𝜇  ένας μετρητός χώρος. Μία μετρήσιμη 
πραγματική συνάρτηση  

𝑓: 𝕏 → [−∞,+∞], 

λέγεται ολοκληρώσιμη αν  

 𝑓+𝑑𝜇 < ∞ και  𝑓−𝑑𝜇 < ∞, 

όπου 𝑓+ και 𝑓− είναι το θετικό και αρνητικό μέρος της 𝑓. 

Επειδή  

𝑓+, 𝑓− ≤ 𝑓 = 𝑓+ + 𝑓−, 

συμπεραίνουμε ότι  

η 𝑓 είναι ολοκληρώσιμη ανν  𝑓 𝑑 𝜇 < ∞. 
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Αριστοτέλειο 
Πανεπιστήμιο 
Θεσσαλονίκης 

Θεωρία μέτρου και ολοκλήρωσης 

Τμήμα Μαθηματικών 

Ολοκλήρωση μιγαδικών 
συναρτήσεων (2) 

Αν τώρα έχουμε μία μετρήσιμη μιγαδική συνάρτηση  

𝑓: 𝕏 → ℂ, 

λέμε ότι η 𝑓 είναι ολοκληρώσιμη ανν  𝑓 𝑑 𝜇 < ∞.  

Επειδή  
𝑓 ≤ 𝑅𝑒𝑓 + 𝐼𝑚𝑓 ≤ 2 𝑓 , 

Έπεται ότι η 𝑓 είναι ολοκληρώσιμη ανν οι 𝑅𝑒𝑓 και 𝐼𝑚𝑓 είναι 
ολοκληρώσιμες.  

Στην περίπτωση αυτή, ορίζουμε το 

 𝑓𝑑𝜇 =  𝑅𝑒𝑓𝑑𝜇 + 𝑖  𝐼𝑚𝑓𝑑𝜇 .  

Ο χώρος των ολοκληρώσιμων συναρτήσεων συμβολίζεται με  

𝐿1 𝕏, 𝑑𝜇 . 
31 



Αριστοτέλειο 
Πανεπιστήμιο 
Θεσσαλονίκης 

Θεωρία μέτρου και ολοκλήρωσης 

Τμήμα Μαθηματικών 

Ολοκλήρωση μιγαδικών 
συναρτήσεων (3) 

Έτσι  

𝐿1 𝕏, 𝑑𝜇 = 𝑓: 𝕏 → ℂ, / 𝑓 𝑑 𝜇 < ∞  

Αν δεν υπάρχει περίπτωση σύγχυσης γράφουμε 𝐿1 𝕏  ή 𝐿1 
αντί 𝐿1 𝕏, 𝑑𝜇 . 

Μπορούμε εύκολα να δείξουμε τις επόμενες προτάσεις. 
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Αριστοτέλειο 
Πανεπιστήμιο 
Θεσσαλονίκης 

Θεωρία μέτρου και ολοκλήρωσης 

Τμήμα Μαθηματικών 

Ιδιότητες του ολοκληρώματος (2)  

Πρόταση 2: Για κάθε 𝑓, 𝑔 ∈ 𝐿1 𝕏  και 𝛼, 𝛽 ∈ ℂ, 
𝛼𝑓 + 𝛽𝑔 ∈ 𝐿1 𝕏  

και  

 𝛼𝑓 + 𝛽𝑔 𝑑𝜇 = 𝛼 𝑓𝑑𝜇 + 𝛽 𝑔𝑑𝜇 . 

Από την Πρόταση λοιπόν έχουμε ότι ο 𝐿1 𝕏  είναι 
διανυσματικός χώρος. Μάλιστα αν θέσουμε  

𝑓 1 =  𝑓 𝑑𝜇, 

τότε εύκολα μπορούμε να δούμε ότι η . 1 είναι νόρμα και 
έτσι ο 𝐿1 𝕏  είναι διανυσματικός χώρος με νόρμα. 
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Αριστοτέλειο 
Πανεπιστήμιο 
Θεσσαλονίκης 

Θεωρία μέτρου και ολοκλήρωσης 

Τμήμα Μαθηματικών 

Ιδιότητες του ολοκληρώματος (3)  

Πρόταση 3: Αν 𝑓 ∈ 𝐿1 𝕏 , τότε 

 𝑓𝑑𝜇 ≤  𝑓 𝑑𝜇 . 

Πρόταση 4: Αν 𝑓, 𝑔 ∈ 𝐿1 𝕏 , τότε τα παρακάτω είναι 
ισοδύναμα. 

1.  𝑓𝑑𝜇𝐴
=  𝑔𝑑𝜇𝐴

 για κάθε Α ∈ ℳ. 

2. 𝑓 = 𝑔 𝜎. 𝜋. 

3. 𝑓 − 𝑔 1 = 0. 
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Αριστοτέλειο 
Πανεπιστήμιο 
Θεσσαλονίκης 

Θεωρία μέτρου και ολοκλήρωσης 

Τμήμα Μαθηματικών 

Ιδιότητες του ολοκληρώματος (4)  

Η Πρόταση 4 δείχνει ότι το ολοκλήρωμα μιας συνάρτησης 
δεν αλλάζει αν διαφοροποιήσουμε την συνάρτηση πάνω σε 
ένα σύνολο μέτρου μηδέν.  

Έτσι, κάθε συνάρτηση που είναι διάφορη του 0 μόνο πάνω σε 
ένα σύνολο μέτρου 0, έχει ολοκλήρωμα 0 

 𝑓𝑑𝜇 = 0 

και συνεπώς, μέσα στον 𝐿1, οι συναρτήσεις αυτές ταυτίζονται 
με την μηδενική συνάρτηση.  
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Αριστοτέλειο 
Πανεπιστήμιο 
Θεσσαλονίκης 

Θεωρία μέτρου και ολοκλήρωσης 

Τμήμα Μαθηματικών 

Ιδιότητες του ολοκληρώματος (5) 

Κατά συνέπεια, λέμε πως δύο συναρτήσεις 𝑓, 𝑔 του 𝐿1 είναι 
ίσες αν  

𝑓 − 𝑔 = 0 𝜎. 𝜋.⇔ 𝑓 = 𝑔 𝜎. 𝜋. 

Αν μιλήσουμε λοιπόν με την γλώσσα της Λογικής, μπορούμε 
να πούμε ότι ο 𝐿1 περιέχει κλάσεις ισοδυναμίας αφού αν 
𝑓 ∈ 𝐿1, τότε  

𝑓 = 𝑓 + ℎ, 

για κάθε ℎ = 0 σ.π.  
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Αριστοτέλειο 
Πανεπιστήμιο 
Θεσσαλονίκης 

Θεωρία μέτρου και ολοκλήρωσης 

Τμήμα Μαθηματικών 

Το Θεώρημα της Κυριαρχούμενης 
σύγκλισης (1) 

Το Θεώρημα της Κυριαρχούμενης σύγκλισης είναι από τα 
κεντρικά της θεωρίας και μας επιτρέπει την αλλάγή ορίου και 
ολοκλήρωσεις για στοιχεία του 𝐿1 𝕏 . 
Θεώρημα 2 (της Κυριαρχούμενης σύγκλισης ): Αν οι 𝑓𝑛 ∈ 𝐿

1 𝕏  
και ικανοποιούν  
1. 𝑙𝑖𝑚𝑓𝑛 = 𝑓 𝜎. 𝜋. 
2. Υπάρχει 𝑔 θετική στον 𝐿1 𝕏  τ.ω. 

𝑓𝑛 ≤ 𝑔, ∀𝑛 ∈ ℕ 
(οι 𝑓𝑛 βρίσκονται κάτω από την g, κυριαρχούν δηλαδή από την g), 
τότε 𝑓 ∈ 𝐿1 𝕏  και  

𝑙𝑖𝑚 𝑓𝑛𝑑𝜇 =  𝑙𝑖𝑚𝑓𝑛𝑑𝜇 =  𝑓𝑑𝜇 , 8  
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Αριστοτέλειο 
Πανεπιστήμιο 
Θεσσαλονίκης 

Θεωρία μέτρου και ολοκλήρωσης 

Τμήμα Μαθηματικών 

Το Θεώρημα της Κυριαρχούμενης 
σύγκλισης (2) 

Πόρισμα 5: Αν οι 𝑓𝑛 ∈ 𝐿
1 και  

  𝑓𝑛 𝑑𝜇

𝑛

< ∞, 

τότε η σειρά  𝑓𝑛𝑛  συγκλίνει σ.π. σε μια συνάρτηση του 𝐿1 
και  

  𝑓𝑛
𝑛

𝑑𝜇 =  𝑓𝑛𝑑𝜇

𝑛

. 

Λήμμα 3: Αν 𝑓 ∈ 𝐿1, τότε το σύνολο όπου η 𝑓 απειρίζεται 
είναι μέτρου 0.  
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Αριστοτέλειο 
Πανεπιστήμιο 
Θεσσαλονίκης 

Θεωρία μέτρου και ολοκλήρωσης 

Τμήμα Μαθηματικών 

Το Θεώρημα της Κυριαρχούμενης 
σύγκλισης (3) 

Πόρισμα  6: (εναλλαγή ορίου και ολοκληρώματος) Έστω ότι η 

𝕏 × 𝑎, 𝑏
𝑥, 𝑡

 
𝑓
→
⇝
  
ℂ
𝑓 𝑥, 𝑡

 

είναι ολοκληρώσιμη για κάθε 𝑡 ∈ 𝑎, 𝑏 , και ότι υπάρχει 𝑔 ∈ 𝐿1 
θετική τ.ω.  

𝑓 𝑥, 𝑡 ≤ 𝑔 𝑥 , ∀𝑡 ∈ 𝑎, 𝑏 . 

Αν η 𝑓 είναι συνεχής στο 𝑡0 ∈ 𝑎, 𝑏 , τότε 

lim
𝑡→𝑡0
 𝑓 𝑥, 𝑡 𝑑𝜇 𝑥 =  lim

𝑡→𝑡0
𝑓 𝑥, 𝑡 𝑑𝜇 𝑥 =  𝑓 𝑥, 𝑡0 𝑑𝜇 𝑥 . 
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Αριστοτέλειο 
Πανεπιστήμιο 
Θεσσαλονίκης 

Θεωρία μέτρου και ολοκλήρωσης 

Τμήμα Μαθηματικών 

Το Θεώρημα της Κυριαρχούμενης 
σύγκλισης (4) 

Πόρισμα 7: (εναλλαγή παραγώγισης και ολοκληρώματος) 
Έστω 𝑓 και 𝑔 όπως στο προηγούμενο πόρισμα και  

𝜕𝑡𝑓 𝑥, 𝑡 ≤ 𝑔 𝑥 , ∀𝑡 ∈ 𝑎, 𝑏 . 

Τότε  

𝜕

𝜕𝑡
 𝑓 𝑥, 𝑡 𝑑𝜇 𝑥 =  

𝜕𝑓

𝜕𝑡
𝑥, 𝑡 𝑑𝜇 𝑥 . 

Παρατήρηση: Τα παραπάνω Πορίσματα ισχύουν όπως είναι 
και για μη φραγμένα διαστήματα αφού η συνέχεια και η 
παραγώγιση είναι τοπικές έννοιες. 
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Αριστοτέλειο 
Πανεπιστήμιο 
Θεσσαλονίκης 

Θεωρία μέτρου και ολοκλήρωσης 

Τμήμα Μαθηματικών 

Το Θεώρημα της Κυριαρχούμενης 
σύγκλισης (5) 

Αν η  
𝑓: 𝑎, 𝑏 → ℂ,  

είναι φραγμένη και έχει ασυνέχειες μέτρου μηδέν, τότε είναι 
ολοκληρώσιμη κατά Riemann και το ολοκλήρωμα της ορίζεται 
από τα αθροίσματα Darboux. 
Ας είναι  

𝑎 = 𝑡0 < 𝑡1 < ⋯ < 𝑡𝑛−1 < 𝑡𝑛 = 𝑏 
μια διαμέριση Δ του 𝑎, 𝑏 . Θεωρούμε τις απλές συναρτήσεις  

𝑈Δ 𝑓 𝑡 =  𝑀𝑗𝑥 𝑡𝑗−1,𝑡𝑗 𝑡
𝑛
1  και 𝐿Δ 𝑓 𝑡 =  𝑚𝑗𝑥 𝑡𝑗−1,𝑡𝑗 𝑡

𝑛
1 , 

όπου  
𝑀𝑗 = sup

(𝑡𝑗−1,𝑡𝑗]
𝑓 και 𝑚𝑗 = inf

(𝑡𝑗−1,𝑡𝑗]
𝑓. 
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Αριστοτέλειο 
Πανεπιστήμιο 
Θεσσαλονίκης 

Θεωρία μέτρου και ολοκλήρωσης 

Τμήμα Μαθηματικών 

Το Θεώρημα της Κυριαρχούμενης 
σύγκλισης (6) 

Συμβολίζοντας με 𝜇 το μέτρο Lebesgue της ευθείας, έχουμε 
ότι το άνω άθροισμα Darboux 𝑈Δ 𝑓  είναι ίσο με  

𝑈Δ 𝑓 =  𝑈Δ 𝑓 𝑡 𝑑𝜇(𝑡) , 

και το κάτω με  

𝐿Δ 𝑓 =  𝐿Δ 𝑓 𝑡 𝑑𝜇(𝑡) . 

Αν το βήμα των διαμερίσεων Δ𝑘 τείνει στο 0, τότε 

𝑈Δ𝑘 𝑓 ↘  𝑓 𝑥 𝑑𝑥
𝑏

𝑎
 και 𝐿Δ𝑘 𝑓 ↗  𝑓 𝑥 𝑑𝑥

𝑏

𝑎
. 
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Αριστοτέλειο 
Πανεπιστήμιο 
Θεσσαλονίκης 

Θεωρία μέτρου και ολοκλήρωσης 

Τμήμα Μαθηματικών 

Το Θεώρημα της Κυριαρχούμενης 
σύγκλισης (7) 

Ας είναι λοιπόν  

𝐺 = 𝑙𝑖𝑚𝑈Δ𝑘 𝑓  και 𝑔 = 𝑙𝑖𝑚𝐿Δ𝑘 𝑓 . 

Και οι δύο είναι μετρήσιμες ως όρια μετρήσιμων, προφανώς 
φραγμένες, και  

𝑔 ≤ 𝑓 ≤ 𝐺. 

Τώρα, απο την Κυριαρχούμενη σύγκλιση  

 𝑔𝑑𝜇 = 𝑙𝑖𝑚 𝐿Δ𝑘 𝑓 𝑑𝜇 =  𝑓 𝑥 𝑑𝑥
𝑏

𝛼

 

και  

 𝐺𝑑𝜇 = 𝑙𝑖𝑚 𝑈Δ𝑘 𝑓 𝑑𝜇 =  𝑓 𝑥 𝑑𝑥
𝑏

𝛼

, 
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Αριστοτέλειο 
Πανεπιστήμιο 
Θεσσαλονίκης 

Θεωρία μέτρου και ολοκλήρωσης 

Τμήμα Μαθηματικών 

Το Θεώρημα της Κυριαρχούμενης 
σύγκλισης (8) 

Άρα  

 𝐺 − 𝑔 𝑑𝜇 = 0. 

Συνεπώς 𝐺 − 𝑔 = 0 σ.π. Άρα 

𝑓 = 𝑔 = 𝐺 σ.π. 

Άρα η 𝑓 είναι μετρήσιμη και  

 𝑓𝑑𝜇 =  𝐺𝑑𝜇 =  𝑓 𝑥 𝑑𝑥
𝑏

𝛼

. 

Με τα γνήσια ολοκληρώματα πρέπει να είμαστε λίγο πιο 
προσεκτικοί. Ας έχουμε υπόψην μας ότι μια συνάρτηση είναι 
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Αριστοτέλειο 
Πανεπιστήμιο 
Θεσσαλονίκης 

Θεωρία μέτρου και ολοκλήρωσης 

Τμήμα Μαθηματικών 

Το Θεώρημα της Κυριαρχούμενης 
σύγκλισης (9) 

ολοκληρώσιμη κατά Lebesgue αν είναι απολύτως 
ολοκληρώσιμη, αν δηλαδή  

 𝑓 𝑑𝜇 < ∞ και όχι αν  𝑓𝑑𝜇 < ∞.  

Έτσι, αν π.χ. η  
𝑓: 0, +∞ → ℝ 

είναι ολοκληρώσιμη κατά Lebesgue και το  

 𝑓 𝑥 𝑑𝑥
𝑏

𝑎
 υπάρχει για κάθε  𝑏 > 0, 

τότε από τα προηγούμενα και την κυριαρχούμενη σύγκλιση, 
έχουμε ότι  

 𝑓𝑑𝜇 = lim
𝑏
 𝑓 𝑥 𝑑𝑥

𝑏

0

. 
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Το Θεώρημα της Κυριαρχούμενης 
σύγκλισης (10) 

Όμως αν η 𝑓 δεν είναι ολοκληρώσιμη κατά Lebesgue, τότε το 
ολοκλήρωμα Lebesgue  𝑓𝑑𝜇 δεν ορίζεται, ενώ το  

lim
𝑏
 𝑓 𝑥 𝑑𝑥

𝑏

0

 

μπορεί να υπάρχει. Το παράδειγμα της  

𝑓 = 
−1 𝑛

𝑛
𝑥(𝑛,𝑛+1]

∞

1

 

θα σας πείσει. 
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𝑳𝟏 −σύγκλιση (1) 

Αν 𝕏,ℳ, 𝜇  είναι ένας μετρητός χώρος, τότε όπως ήδη 
είπαμε ο χώρος των ολοκληρώσιμων συναρτήσεων είναι ένας 
διανυσματικός χώρος με νόρμα την  

𝑓 1 =  𝑓 𝑥 𝑑𝜇 𝑥
𝕏

 

και τον συμβολίζουμε με 𝐿1 𝕏, 𝑑𝜇  ή απλά με 𝐿1. Έτσι 

𝐿1 𝕏, 𝑑𝜇 = 𝑓: 𝕏 → ℂ, / 𝑓 1 =  𝑓 𝑑 𝜇 < ∞  

Αν λοιπόν 𝑓𝑛 είναι μια ακολουθία συναρτήσεων του 𝐿1, τότε 
λέμε ότι η 𝑓𝑛 τείνει στην 𝑓 με την έννοια του 𝐿1, αν 
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𝑳𝟏 −σύγκλιση (2) 

𝑓𝑛 − 𝑓  
1

𝑛→∞
0. 

Γράφουμε 𝑓𝑛  
𝐿1

→𝑓. 

Αν τώρα το 𝕏 είναι τοπολογικός χώρος, τότε έχουμε την απλή 
ή σημειακή σύγκλιση αν 𝑓𝑛 𝑥 → 𝑓 𝑥  για κάθε 𝑥, την σχεδόν 
παντού σύγκλιση αν 𝑓𝑛 𝑥 → 𝑓 𝑥  σ.π. και την ομοιόμορφη 
σύγκλιση αν  

𝑓𝑛 − 𝑓  
∞
= sup
𝑥
𝑓𝑛 𝑥 − 𝑓 𝑥

𝑛→∞
0. 

Προφανώς, αν έχουμε ομοιόμορφη σύγκλιση, τότε έχουμε και 
σημειακή και σ.π. Έχουμε όμως σύγκλιση στον 𝐿1; 
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𝑳𝟏 −σύγκλιση (3) 

Τα παραδείγματα που ακολουθούν μας λένε πως η 𝐿1 σύγκλιση 
δεν έχει σχέση με τις υπόλοιπες. 
Παράδειγμα: Έστω 

𝑓𝑛 𝑥 =
1

𝑛
𝑥 0,𝑛 𝑥 ,  

και  
𝑔𝑛 𝑥 = 𝑥 𝑗

2𝑘
,
𝑗+1

2𝑘

𝑥  όπου 𝑗 ∈ [0, 2𝑘) και 𝑛 = 𝑗 + 2𝑘. 

Η 𝑓𝑛 συγκλίνει ομοιόμορφα στο 0, αλλά 𝑓𝑛 ↛ 0 στον 𝐿1 αφού  

 𝑓𝑛 𝑥 𝑑𝑥 = 1 για κάθε 𝑛.  

Για την 𝑔𝑛 έχουμε 

 𝑔𝑛 𝑥 𝑑𝑥 =
1

2𝑘
 𝛾𝜄𝛼 2𝑘 ≤ 𝑛 < 2𝑘+1, 
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𝑳𝟏 −σύγκλιση (4) 

άρα 𝑔𝑛 → 0 στον 𝐿1, αλλά δεν τείνει σημειακά στο 0, αφού 
υπάρχουνα άπειρα 𝑥 στο (0,1) όπου η 𝑔𝑛 παίρνει τις τιμές 1 
ή 0.  
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